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SERRET. 


AVERTISSEMENT. 


I^s  géomètres  n'ont  pas  oublié  les  utiles  services  qu'a  rendus 
.M.  de  Férussac  par  la  publication  de  son  Bulletin  consacré  aux 
différentes  brandies  de  la  science.  Établir  un  lien  entre  les 
savants,  faire  connaître  à  ceux  qui  sont  le  plus  isolés  les  prin- 
cipaux travaux  accomplis  dans  les  différentes  parties  du  monde, 
telle  était  la  tache  cpie  s'était  proposée  JNI.  de  Férussac  et  qu'il 
a  ivmplie  pendant  plusieurs  années  avec  le  plus  grand  succès. 

Nous  nous  proposons  de  n^prendre,  sous  les  auspices  du 
Ministère  de  l'Instruction  pul)lique,  et  de  la  Commission  des 
Hautes  Etudes,  la  publication  du  Bulletin  interrompue  au  grand 
regrt^t  des  géomètres.  Nous  nous  rattachons  directement  par 
le  l)ut  (*t  le  plan  de  notre  pul)lication  au  Bulletin  des  Sciences 
mathématiques^  v\  nous  s(»rions  heunuix  si  le  pidjlic  mathéma- 
ti([iie  voulait  bien  nous  accueillir  avec  la  menu»  faveur  (jue  notre 
siiNant  prédécesseur.  Les  circonstances  nous  ont  p.iru  d'ailleurs 
tres-favorables  à  la  réalisation  i\c  notre  (»nlr(»prise.  Au  com- 
mencenu^nt  d(*  ce  siècle,  les  Annales  d(*  M.  (iergonne  étaient 
le  seid  journal  (»xclusiv(»ment  consacré  aux  sciences  mathéma- 
ticpies.  Depuis,  le  nombn*  des  publications  périodiques  s'est 
accru  dans  une»  grande  j)roportion,<»l  l'on  peut  compter  aujour- 
d'hui, chez  les  différentes  nations,  plus  d'iuie  vingtaine  de 
R<»cueils  consacrés  à  la  publication  des  travaux  et  Mémoires 
mathématiques.  Ces  Recu(»ils  suffisent  pleinement  aux  besoins 
d<*  la  science;  ils  sont  bien  connus  <»t  en  possession  de  la  faveur, 
méritée  des  géomètres.  Aussi,  nous  garderons-nous  bien  de 
leur  faire  une  conciuTcnce  inutile.  Au  \\v\v  de  publier  d(»s 
Mémoires  originaux  et  inédits,  nous  rendrons  compte  régu- 


I 


VIII  AVERTISSEMENT. 

lièrement  des  travaux  de  toute  nature  publiés  soit  en  France, 
soit  à  l'étranger;  nous  ferons  tous  nos  efforts  pour  tenir  nos 
lecteurs  au  courant  des  progrès  accomplis  soit  dans  renseigne- 
ment, soit  dans  la  marche  des  sciences  mathématiques. 

L'utilité  de  notre  œuvre  avait  été  vivement  sentie  par  M.  de 
Férussac.  Voici  comment  il  s'exprime  à  ce  sujet  dans  son 
Avertissement  : 

«  Il  est  une  vérité  incontestable,  c'est  qu'en  répandant  partout,  et  plus 
généralement  que  cela  ne  se  fait  aujourd'hui,  la  connaissance  des  divers  tra- 
vaux publiés,  ou  celle  des  faits  observés,  on  multiplie,  d'une  part,  les  chances 
de  débit  pour  les  Ouvrages  ;  ej,  d'un  autre  côté,  cette  connaissance  plus  géné- 
rale des  faits  augmente,  dans  une  progression  indéfinie,  l'impulsion  donnée 
aux  esprits  occupes  des  sciences,  régularise  la  marche  de  leurs  travaux,  évite 
une  foule  d'essais,  de  tâtonnements,  d'écrits  inutiles,  fruits  naturels  de  l'iso- 
lement où  sont  en  général  les  savants.  On  |)eut  présumer  ce  que  produirait 
en  résultats  utiles  le  temps  ordinairement  jwrdu  par  cette  absence  d'un  lien 
commun  et  d'une  correspondance  active  qui  montrerait,  aux  savants  de»  par- 
ties les  plus  reculées,  l'état  de  la  branche  des  sciences  qu'ils  cultivent,  ce 
qu'il  reste  à  faire,  et  le  point  d'où  ils  doivent  partir  s'ils  veulent  lui  faire  faire 
des  progrès.  » 

Ix*  nouveau  Bulletin  sera  exclusivement  consacré  aux  Ma- 
thématiques et  à  l'Astronomie.  Il  comprendra  trois  Parties 
principales  :  i"^  les  comptes  rendus  de  Livres;  2"  les  analyses  de 
Mémoires;  i"^  les  Communications  de  peu  d' étendue ,  et  les  traduc- 
tions de  Mémoires  importants  et  peu  répandus. 

Nous  recevrons  avec  reconnaissance  les  renseignements,  les 
traductions,  notes  historiques,  livres,  brochures  qu'on  voudra 
bien  nous  adresser,  et  nous  tacherons  de  mettre  en  œuvre  tous 
les  matériaux  réunis  de  manière  à  être  utiles  à  la  fois  aux  au- 
teurs des  Mémoires,  et  aux  personnes  qui  désirent  simplement 
se  tenir  au  courant  des  progrès  de  la  science. 

O.  DARBOUX. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

SERRET  (Paul),  Docteur  es  Sciences,  Membre  de  la  Société  pliilo- 
niathique.  —  Géométrie  de  direction.  Application  des  coordonnées 
polyédriques.  Propriété  de  dix  points  de  r  ellipsoïde,  de  neuf  points 
d^une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  de  huit  points  d'une  cubique 

^uche.  —  In-8,  avec  figures  dans  le  texte,  xx-523  pages ^  1869. 

Paris,  Gauthier- Villars.  Prix  :  10  francs. 

Ce  nouvel  Ouvrage  d'un  auteur  déjà  connu  et  apprécié  contient 
des  propositions  d'Analyse  et  de  Géométrie  qui  nous  paraissent  d'une 
véritable  importance;  nous  croyons  qu'il  sera  lu  avec  profit  par 
toutes  les  personnes  qui  s'intéressent  aux  progrès  de  la  Géométrie 
analytique. 

Les  principes  posés  par  l'auteur  sont  susceptibles  d'applications 
très-variées.  M.  Serret  a  surtout  développé  celles  cjui  concernent  la 
théorie  lies  surfaces  du  second  ordre,  assimilée  par  lui  au  premier  étage 
de  la  Géométrie.  jNous  goûtons  peu,  nous  l'avouons,  ces  comparaisons 
si  di'Uillées,  dont  la  première  idée  est  due  au  savant  M.  Terquem. 
Rn  tous  cas ,  elles  ne  nous  paraissent  pas  de  nature,  puisqu'on  nous 
ailirme  que  les  étages  inférieurs  ne  sont  pas  construits,  à  encourager 
rrux  qui,  dès  à  présent,  s'occupent  des  parties  les  plus  élevées  de 
l'édifice. 

Quoi  qu'il  en  soit  de  cette  image  hardie,  qui  importe  peu  d'ailleurs 
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:A'Hotre  sujet,  nous  reconnaissons  volontiers  que  l'Ouvrage  de  M.  Serr 
r/.-'figôute  plusieurs  propriétés  nouvelles  à  ce  qu'on  savait  déjà  sur  1 

:'*•.. Surfaces  du  second  ordre,  et  nous  allons «ssayer  de  donner  à  nos  le< 
tcurs  une  idée  des  principes  fondamentaux  employés  et  de  la  métlioc 

y      suivie  dans  le  cours  de  l'Ouvrage. 

Jusqu*ici  on  ne  connaissait  pas  de  relation  analytique  simple  liai 
six  points  d'une  conique  ou  dix  points  d'une  surface  du  second  ordn 
du  moins  ces  relations  ne  se  présentaient  pas  sous  une  forme  qui  fi 
appropriée  aux  applications  et  à  la  démonstration  des  théorèmes.  Pei 
sonne,  croyons-nous,  n'aurait  songé  a  établir  une  théorie  des  surfac 
du  second  ordre,  en  partant  de  ré(juation  de  la  surface  passant  par  nei 
points  ou  tangente  à  neuf  plans  quelconques.  C'est  pourtant  ce  qi 
fait  M.  Serrct;  mais,  auparavant,  il  remplace  cette  équation  par  ui 
relation  tout  à  fait  équivalente,  et  dont  la  forme  se  prête  avec  la  plt 
grande  facilité  aux  applications.  Cette  relation,  intéressante  en  elL 
même,  une  fois  établie,  le  lecteur  est  conduit  sans  effort  a  la  démon 
tration  des  théorèmes  les  plus  difficiles,  ainsi  qu'à  la  construction  d 
premiers  et  des  plus  importants  problèmes  qu'on  doit  se  proposer  i 
début  d'une  théorie  complète  des  surfaceâ  du  second  degré.  Quelque 
uns  de  ces  problèmes  n'avaient  encore  été  traités  par  personne;  d'à 
très,  au  contraire,  ont  fait  l'objet  des  travaux  de  nombreux  géomètre 
M.  Serret  emploie  pour  les  résoudre  ime  méthode  uniforme  dont  Toi 
gine  est  dans  le  principe  fondamental  posé  presque  au  début  de  l'Oi 
vrage,  et  dont  nous  allons  essayer  de  donner  une  idée  à  nos  lecteur 
Conmiençons  par  le  cas  le  plus  simple,  celui  de  la  ligne  droite.  C 
sait  que  l'équation  de  la  ligne  droite  p.assant  par  deux  points  ou, 
l'on  veut,  la  relation  entre  trois  points  d'une  ligne  droite,  s'obtient  c 
égalant  à  zéro  le  déterminant 

\     i    X    X 
i    Xi  Xi     • 

Mais  il  y  a  une  proposition  très-simple  de  Géométrie  qui  tient  lie 
de  cette  équation  :  <c  Si  trois  points  sont  en  ligne  droite,  l'im  d'ev 
peut  toujours  être  considéré  comme  le  centre  des  moyennes  distano 
du  système  formé  par  les  deux  autres,  pourvu  qu'on  attribue  à  o 
derniers  points  des  masses  quelconques.  »  U  suit  de  là  que,  &i  l'c 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  ii 

désigne  par  P,  Pt ,  Ps  les  distances  des  trois  poinls  à  uu  axe  arbitrai- 
nsDcot  choisi,  on  a,  entre  ces  distances,  la  relation 

XP-4-A,Pi4->aPa=0, 

oui,  3^1,  7.S  sont  des  paramètres  fixes  afTcctés  à  chaque  point.  En 
d'antres  tennes  : 

Pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite,  il  faut  qu*ily  ait  toujours 
une  même  relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  de  ces  trois 
foints  à  une  droite  quelconque. 

On  connaît  toute  l'importance  de  cette  proposition  dans  la  théorie 
de  la  ligne  droite;  elle  équivaut,  en  eflct,  on  s*eu  assure  aiséiii(*nt,  h 
l'équation  même  de  la  ligne  droite,  et  peut  la  remplacer  dans  tous 
les  cas. 

C'est  cette  proposition  si  utile  que  M.  Scrret  a  étendue  aux  courbes 
et  aux  surfaces  de  degré  supérieur.  Voici,  par  exemple,  le  théorème 
pour  le  cas  des  sections  coniques  : 

Pour  que  six  points  i ,  2 ,  •  •  • ,  6  soient  sur  une  conique,  il  faut 
fi  OR  puisse  choisir  six  coefficients  ^1  ,•  •  • ,  7^6  telSy  qu'en  désignant  par 
Pt....,P«  fes  distances  de  ces  points  à  une  droite  quelconque,  on  ait  la 
reie&m 


ï 


*x.p;  =  o. 


Les  paramètres  X,  bien  entendu,  ne  dépendent  en  aucune  manière  de 
U  position  de  Taxe.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  considère  le  point  (  î) 
comme  ayant  une  niasse  positive  ou  négative  ^,,  lequation  exprime 
que  le  moment  d'inertie  du  système  des  six  points  par  rapport  à  une 
droite  est  toujours  nul,  quelle  cjue  soit  la  position  de  cette  droite. 

M.  Scrret  regarde  la  proposition  comme  nouvelle.  Eu  réalité,  elle 
a  déjà  été  donnée  par  jNI.  Hesse  dans  un  opuscule  intitulé  :  Fier  Vor- 
ktungen...  (Quatre  leçons  de  Géométrie  analytique...)  (*).  Dans 
ce  petit  Ouvrage,  que  nous  rcconunandons  à  l'attention  des  savants 
trançais,  M.  Hesse  donne,  en  efTet,  le  théorème  de  31.  Scrret  avec 


.  *  )  Fier  Vorletungen  ans  der  analjrtischen  Géométrie  Ton  D''  Otto  Hessr.  (  Extrait  du 
leiuekrift  fmr  Matkemuuik  und  Phjrsik;  1866.  Tcubncr,  Leipsig.) 

2. 
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quelques  autres  systèmes  de  formules  dont  il  déduit  d'une  manièi 
tout  à  fait  neuve  le  théorème  de  Pascal.  On  trouvera  plus  loin  ceti 
démonstration,  que  nous  avons  pris  la  liberté  de  traduire,  en 
faisant  quelques  changements. 

Maïs  cette  proposition  arrive  incidemment  dans  TOuvrage  de  Va\ 
teur  allemand-,  elle  forme,  au  contraire,  la  base  même  de  TOuvraj 
de  M.  Serrct.  Nous  n'avons  pas  trouvé  d'ailleurs,  dans  l'excelleni 
Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  de  M.  Hesse,  les  relations  an 
logues  pour  les  surfaces  du  second  degré  et  leurs  courbes  d'interse 
tion.  Ces  relations,  qu'on  trouve  dans  l'Ouvrage  de  M.  Serret,  sont  l 
suivantes  : 

Pour  que  dix  points  soient  sur  une  surface  du  second  ordre,  il  fa 
et  il  suffit  quil  y  ait  entre  leurs  distances  à  un  plan  quelconque  P  u\ 
relation  de  la  forme 


1 


^p;r=o. 


f 


De  même, 


Pour  que  neuf  points  soient  sur  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordt 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  y  ait  entre  leurs  distances  à  un  plan  quelconq 
une  relation  de  la  forme 


s 


A.p;  =  o, 


etc.,  etc.  . .-. 


Les  propositions  précédentes  conduisent,  entre  les  mains  i 
M.  Serret,  à  des  applications  aussi  nombreuses  que  variées.  Na 
donnerons  l'un  des  exemples  les  plus  simples. 

Considérons  une  conique  et  deux  triangles  conjugués  n  cet 
conique.  Soient 

P,  =o,     P,  =  o,     P,=:o 

les  équations  taugenlicUes  des  sommets  du  premier  triangle  conji 
gué.  On  sait  que  l'équation  tangentielle  de   la  conique  prend 
forme  simple 

X.PÎ4->.,P2-l-A,Pî=o. 

De  même,  soient 

P,  ^o,     P»  =  o,     P,  =  o 


I 
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les  équations  des  sommets  du  second  triangle  conjugué.  On  aura 
one  deuxième  équation  de  la  conique 

Ces  deux  équations  ne  doivent  diflerer  que  par  un  facteiu*  constant  ; 
1  cause  de  l'indétermination  des  coefficients  ?.,  on  peut  supposer  que 
leur  somme  soit  identiquement  vérifiée.  On  a  donc  Tidentité 


s 


I 


Cest  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  six  points  soient 
sur  une  conique.  On  obtient  donc  ce  beau  théorème  du  au  géomètre 
allemand  ({ue  nous  avons  déjà  cité  : 

Ijfit  commets  de  deux  triangles  conjugués  à  une  conique  sont  six  points 
iune  m^me  conique. 

La  réciproque  de  ce  théorème  et  les  propositions  analogues  pour 
l'espace  ne  se  démontrent  pas  avec  une  moindre  facilité. 

L'exempb.*  précédent  suffira,  croyons-nous,  jK)ur  faire  comprendre 
i  DOS  lecteurs  la  marche  habituellement  suivie  par  Tauteur.  Ne  pou- 
vant donner  qu*ime  idée  nécessairement  imparfaite  des  nombreuses 
questions  traitées  par  .M.  Serre t,  nous  pai-lerons  surtout  de  la 
jiarti*^  la  plus  importante  de  TOuvragc,  celle  sur  laquelle  l'auteur 
apjulle  Tattention  des  géomètres  dans  sa  Préface,  c'est-à-dire  de  la 
atnàtruction  des  surfaces  du  second  degré  et  de  leurs  courbes  d'inter- 
^OitioiK  cpiand  on  donne  un  nombre  suffisant  de  points  ],>our  les 
déterminer. 

(Jn  sait  <|ue  les  problèmes  analogues  pour  les  coniques  se  résolvent 
par  rem]doi  de  théorèmes  généraux  comme  le  théorème  de  Pascal, 
trluj  de  Desargues,  celui  de  M.  Chasles,  etc.  Ces  théorèmes  éta- 
Misscnt  tuiLS  luie  relation  entre  six  points  d'une  conique  et  peuvent, 
par  conséquent,  tenir  lieu  de  l'équation  de  la  courbe.  On  ne  connaît 
|»a*,  malheuixîusemenl,  de  théorème  analogue  pour  les  surfaces  du 
^econd  degré.  M.  St*rret  s'est  proposé  d'étendre  à  Tespaee  l'une  des 
|>rM|N>rtions  fondamentales  de  la  théorie  des  coniques,  le  théorème 
'If  Desari;ues,  et  nous  croyons  qu'il  a  atteint,  au  moins  en  grande 
pallie,  le  but  qu'on  doit  se  proposer  dans  la  généralisation  de  ces 
théorèmes. 
S'il  s* agissait  de  trouver  simplement  \wur  les  surfaces  du  second 
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ordre  une  propriété  analogue  à  celle  qui,  pour  les  coniques, 
exprimée  par  le  théorème  de  Desai^es,  on  pourrait  dire  que 
problème  est  résolu  depuis  longtemps.  Sturm,  en  efTet,  dans 
beau  Mémoire  inséré  aux  Annales  de  Gergonne,  t.  XVU,  p.  i8o 
généralisé  le  théorème  de  Desargues  et  a  montré  que  toutes 
coniques  passant  par  quatre  points  déterminent  sur  une  droite  < 
segments  en  involution.  Cette  proposition  s'étend  d'elle-même  i 
surfaces  ayant  tme  courbe  commune  d'intersection.  Mais,  dans  ï 
pace,  le  théorème  perd,  au  moins  en  apparence,  son  utilité;  il 
conduit  pas  à  une  construction  de  la  surface  passant  par  neuf  poii 
comme  le  théorème  plan  à  la  construction  de  la  conique  détermii 
par  cinq  points.  M.  Serret  obtient  des  généralisations  différentes 
plus  utiles.  Nos  lecteurs  pourront  en  juger  en  comparant  les  ai 
théorèmes  correspondants  que  nous  plaçons  à  côté  l'un  de  Tautrc 


Une  corde  .ry  et  un  quadrilatère 
aba'b'  étant  inscrits  à  une  conique,  les 
extrémités  de  celte  corde  et  ses  traces 
sur  les  côtés  opposés  du  quadrilatère 
forment  trois  couples  de  points  conju- 
gués par  rapport  à  une  ellipse  infîniment 
aplatie  qui  se  réduit  à  un  système  de 
deux  points  situés  sur  la  corde  donnée. 

(Desargues.) 


Un  quadrilatère  plan  et  un  octaé 
abcda'b'c*(l'é\z.ïii  inscrits  à  une  suri 
du  second  ordre,  les  deux  couples 
côtés  opposés  de  ce  quadrilatère, 
traces  de  son  plan  sur  les  faces  oppoi 
de  l'octaèdre  font  six  couples  de  dro 
conjuguées  par  rapport  à  un  m^ 
ellipsoïde  infiniment  aplati  qui  se  réi 
à  une  conique  située  dans  le  plan 
quadrilatère.  (  Paul  Seeret.) 


De  même  pour  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  : 


Un  quadrangle  inscrit  à  une  conique 
et  le  système  de  deux  points  formé  des 
traces  de  la  courbe  sur  une  droite  quel- 
conque sont  l'un  et  l'autre  conjugués  à 
une  même  eWpsc  infiniment  aplatie  ré- 
duite à  un  système  de  deux  points  situés 
sur  la  droite  considérée. 

(Desargues.) 


Un  pentagone  inscrit  à  une  coq 
gauche  du  quatrième  ordre  et  le  q 
drangle  ayant  pour  sommets  les  tra 
de  la  courbe  sur  un  plan  quelconque,  l 
Tun  et  l'autre  conjugués  (*)  à  un  nal 
eliipsott/c  infiniment  aplati^  réduite  \ 
conique  située  dans  le  plan  considén 

(Paul  Sèrret.) 


La  ressemblance  entre  les  propositions  anciennement  connues  pc 
le  plan,  et  les  propositions  nouvelles  ][K>ur  les  surfaces  est  rend 
évidente  par  les  comparaisons  précédentes.  Mais,  cette  fois,  l'analo) 

4 


(  *)  M.  Serret  dit  «{u'un  pcnta(;oiio  est  conju{;ué  par  rapport  à  un  ellipsoïde,  qu 
pian  poliiire  de  chaque  sommet  du  pentagone  passe  par  le  côte  opposé. 
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qui  existe  déjà  dans  les  démonstrations  des  deux  théorèmes  subsiste 
fitcore  dans  leurs  applications.  M.  Serret  montre,  en  cflct,  que  ses 
ihéorcmc*s  conduisent  à  une  construction  de  la  surface  du  second  ordre 
déterminée  par  neuf  points,  de  la  courbe  gauche  du  quatrième  ordre 
déterminée  par  huit  points,  et  ont,  par  conséquent,  la  même  utilité 
cpe  le  théorème  de  Desargues  pour  les  coniques. 

U  subsiste  pourtant  une  différence  que  nous  devons  signaler  entre 
cei  propositions  correspondantes.  Le  théorème  de  Desargues  établit 
une  relation  entre  six  points  quekonques  d'une  conique  ;  la  propo- 
sition de  M.  Serrct  ne  donne  la  relation  géométrique  entre  dix  points 
de  la  surface  que  si  quatre  d'entre  eux  sont  dans  un  même  plan.  Peut- 
être  cette  légère  restriction  tient-elle  à  la  nature  de  la  question  ;  en 
tous  cas,  les  théorèmes  nouveaux  ont  le  degré  de  généralité  nécessaire 
pour  les  applications  que  l'auteur  avait  en  vue. 

M.  Serret  n'a  pas  négligé  l'étude  d'un  problème  célèbre  dans  la 
théorie  des  surfaces  de  second  ordre.  On  sait  que  toutes  les  sur- 
faces passant  par  sept  points  vont  généralement  passer  par  un  huitième 
point.  On  doit  donc  se  proposer  de  construire  avec  la  règle  ce  huitième 
point  quand  on  connaît  les  sept  premiers.  Ce  problème,  qu'on  appelle 
<{aelquefois  construction  du  huitième  point,  a  été  traité  par  M.  Hcssc, 
qui  en  a  donné  une  très-belle  solution  (*).  L'auteur  examine  soi- 
gacosmient  la  construction  de  M.  Hcsse,  il  indique  un  cas  dans 
lequel  clic  tombe  en  défaut  sans  que  le  problème  soit  réellement  în- 
déUTminé:j  enfin  il  donne  des  solutions  nouvelles  et  fort  simples,  dé- 
duites d'un  principe  uniforme. 

Il  nous  resterait  à  signaler  plusieurs  belles  propriétés  des  sphères 
cl  d<»s  polyèdres  rencontrées  par  l'auteur  dans  ses  consciencieuses 
études.  Ke  pouvant  tout  citer,  nous  indiquerons  les  deux  suivantes 
comme  étant  des  plus  simples  et  des  plus  élégantes: 

Pour  que  les  milieux  des  diagonales  d'un  octaèdre  soient  dans  un 
même  plan^  il  faut  et  il  suffit  que  ses  six  plans  soient  parallèles  à  six 
plans  tangents  d'un  cône  de  second  ordre; 

Tout  ellipsoïde  (**)  qui  divise  harmoniquement  quntre  des  diagonales 
é^un  quadrilatère  complet  divise  harmoniquement  les  six  autres. 


•  )  Voir  Journal  de  Crelle,  t.  XXVI. 
'••)  M.  Serre!  appeUe,  pour  alirt^gcr,  MpsoideXovLic  surface  h  centre  du  second  degré. 
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Nous  bornerons  là  l'examen  de  cet  Ouvrage,  qui  se  recommanc 
aux  géomètres  par  le  nom  de  l'auteur  et  l'importance  des  résulta 
obtenus.  Le  Livre  deM.  PaulSerret  introduit  en  Géométrie  analytiqi 
un  principe  nouveau  et  fécond;  il  sera  consulté  par  toutes  les  pei 
sonnes  qui  voudront  se  tenir  au  courant  des  progrès  récents  de 
Géométrie  des  surfaces  du  second  ordre. 

L'auteur  a  placé  au  commencement  une  Préface  écrite  avec  be» 
coup  de  verve.  Cette  Préface  soulève  bien  des  questions  délicates  ;  el 
contient  plus  d'une  assertion  à  laquelle  nous  ne  voudrions  pas  noi 
associer.  M.  Serret  nous  pardonnera  de  faire  quelques  réserves  sai 
entrer  dans  un  examen  approfondi  que  ne  comporte  pas  le  plan  < 
cette  publication. 

G.  D. 


CASORATI  (Dott.  Felicc),  prof,  di  Calcolo  differcnziale  ed  intégra 
nella  R.  Univcrsità  di  Pavia.  —  ïeorica  delle  fi  nzioni  di  vari 
BiLi  coMPLEssE.  Volumc  prîmo.  — Grand  in-8j  1868.  Pavia,  tip 
graiia  dci  Fratelli  Fusî.  Prix  :  lo  francs. 

L'Ouvrage  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  doit  compta 
sans  contredit,  parmi  les  plus  importantes  productions  scicntifiqui 
de  ces  dernières  années.  Sou  but  est  l'exposition  complète  de  ceU 
branche  de  l'Analyse  que  Caucliy  a  fondée,  et  dont  Riemann  a  été  1 
second  créateur. 

Les  découvertes  de  Cauchy  ont  trouvé  dans  notre  pays  de  lumineu 
interprètes  et  doivent  aux  géomètres  français  d'importantes  addi 
tiens.  Mais  jusqu'ici  la  doctrine  de  Riemann  ne  nous  était  guèi 
connue  (|uc  par  les  Ouvrages  de  ses  disciples,  écrits  presque  ton 
dans  une  langue  dont  l'étude  est  malheureusement  trop  sacrifiée  cli€ 
nous  aux  prétendues  exigences  littéraires  de  l'esprit  français.  Auai 
devons-nous  nous  réjouir  de  la  publication  d'mi  livre  dont  la  langa 
est  facilement  intelligible  à  tout  Français  un  peu  lettré,  et  composa 
en  outre,  avec  un  remarquable  talent  par  un  géomètre  qui,  tout  jeun 
encore,  a  su  déjà  si  bien  se  rendre  maître  du  vaste  ensemble  dfl 
théories  qui  gravitent  autour  de  son  sujet  principal. 

Le  premier  volume,  le  seul  qui  ait  paru  jusqu  a  ce  jour,  se  coi 
pose  de  deux  Parties  principales,  dont  la  première,  sous  le  titre  d'/fl 
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troduction^  contient  un  aperçu  historique  du  développement  de  la 
théorie  des  quantités  complexes.  Cet  aperçu,  qui  formerait  à  lui  seul 
on  excellent  Mémoire,  est  un  résumé  substantiel  et  méthodique  des 
pins  grandes  découvertes  de  l'Analyse  moderne,  où  la  part  de  chaque 
géomètre  est  indiquée  et  appréciée  avec  autant  de  clarté  que  de  pro- 
fondeur. Les  cent  quarante-trois  pages  que  Tauteur  a  consacrées  à 
cet  objet  seront  un  précieux  secours  pour  tous  ceux  qui  voudront  se 
mettre  au  courant  des  hautes  théories  analytiques,  et  qui,  privés  de 
ce  fil  conducteur,  ne  sauraient  comment  s'orienter  au  milieu  de  tant 
de  travaux,  différents  par  l'esprit  comme  par  la  forme,  et  dont  rien 
ne  leur  indique  d'avance  la  dépendance  mutuelle,  non  plus  que 
Tordre  dans  lequel  il  convient  de  les  étudier. 

Cette  Introduction  est  divisée  en  deux  Chapitres,  dont  le  premier 
contient  l'histoire  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  abéliennes, 
une  des  plus  importantes  applications  des  quantités  complexes,  dans 
laquelle  l'emploi  de  ces  quantités  a  été  la  condition  nécessaire  des 
découvertes  d'Abel  et  de  Jacobi.  M.  Casorati  trace  le  tableau  des 
prc^^rés  successifs  de  cette  branche  de  l'Analyse,  depuis  les  travaux 
de  Fagnanî  et  d'Euler,  jusqu'à  ceux  de  Caylcy,  d'Eiscnstein,  d'Hcr- 
nùte,  de  Weierstrass. 

Le  second  Chapitre  traite  plus  particulièrement  des  variables  com- 
plexes et  des  fonctions  de  ces  variables.  L'auteur  coninicnce  natu- 
rellement par  l'exposé  des  travaux  de  Cauchy  sur  ce  sujet  ^  il  établit 
nettement  et  avec  impartialité  la  part  qui  revient  li  ce  grand  analyste 
dans  des  découvertes  dont  quelques  auteurs  allemands  semblent  par- 
fois trop  disposés  à  attribuer  tout  l'honneur  à  leurs  compatriotes. 

Citons,  à  ce  propos,  quelques  pages  de  la  remarcpiable  étudcî  que 
M.  Beltrami  a  consacrée  au  Livre  de  M.  Casorati,  dans  le  Giornale  di 
Matemaiiche  de  Naples,  t.  VII,  1869,  p.  36  et  suiv.  Ces  pages  nous 
paraissent  éminemment  propres  à  faire  saisir  les  points  de  contact 
entre  l'œuvre  de  Cauchy  et  celle  de  Riemann,  et  à  montrer  ce  que  le 
second  doit  au  premier  : 

i<  Un  de  ces  i>oînts  de  contact  se  présente  dès  les  premiers  pas  que 
l'on  fait  dans  la  théorie  générale  des  fonctions,  savoir  :  dans  la  con- 
ï'eption  même  de  la  fonction.  Déjà  Cauchy  avait  reconnu  qu'il  cou- 
>ient  de  faire  abstraction  de  toute  supposition,  explicite  ou  implicite, 
de  l'existence  d'une  formule  analytique  de  nature  quelconque»,  et  de 
lie  considérer  que  la  dépendance  qui  doit  avoir  lieu  entre  la  valeur 
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de  la  variable  et  celle  de  la  fonction.  Mais,  dans  le  passage  de  la  van 
bilité  réelle  à  la  variabilité  complexe ,  Cauchy  avait  donné  à  ce  prii 
cipe  une  extension  trop  grande,  ce  qui  l'avait  conduit  à  distingu* 
par  une  appellation  spéciale  {monogènes)  les  fonctions  auxquell* 
Riemann,  mieux  inspiré,  a  cru  devoir  réserver  exclusivement 
dénomination  de  fonctions  (d'une  variable  complexe).  Ce  point  c 
très-clairement  exposé  par  M.  Casorati  dans  son  préambule  liisti 
rique,  ainsi  que  dans  les  premiers  Chapitres  de  la  deuxième  Section. 

»  Quant  à  la  définition  d'une  fonction  au  moyen  de  propriét 
caractéristiques  suffisantes,  ce  sujet  n'est  pas  encore  traité  dans 
volume  publié,  bien  que  l'auteur  laisse  entrevoir  à  plusieurs  repris 
dans  VlntroducUon  (p.  i34-i36,  par  exemple)  toute  l'importance  < 
ce  nouveau  point  de  vue,  qui,  employé  primitivement  dans  1 
méthodes  de  la  Physique  mathématique,  et  introduit  ensuite  av 
beaucoup  d'avantages  dans  l'Analyse  pure,  semble  se  rapprocher  sî 
gulièrcment  de  celui  de  la  Géométrie  moderne,  suivant  lequel  les  pi 
priétés  des  figures  s'établissent  comme  conséquences  de  quelques  do 
nées  caractéristiques,  sans  faire  aucun  usage  des  équations  analytique 

»  Parmi  les  nombreux  mérites  qui  appartiennent  à  Cauchy  en 
qui  touche  au  perfectionnement  général  de  la  science,  on  doit  mett 
en  première  ligne  celui  d'avoir  constamment  soutenu,  dès  le  coi 
mencement  de  sa  carrière  scientifique,  la  nécessité  de  bien  délimit 
l'étendue  et  la  signification  de  tout  symbole  que  l'on  veut  introdui 
et  employer  dans  l'Analyse.  En  revenant  sans  cesse  sur  la  discussii 
des  meilleures  règles  à  suivre  pour  parvenir  à  ce  but,  règles  qu'il 
successivement  modifiées  sans  jamais  al^outir  à  leur  donner  une  fon 
définitive,  il  a  montré  clairement  que,  si  l'on  n'était  par  encore  ent 
dans  la  seule  voie  qui  conduit  sûrement  au  but,  la  nécessité  d'à 
teindre  ce  but  ne  lui  en  paraissait  pas  moins  absolue.  Et  en  cela 
était  dans  le  vrai.  Seulement  Cauchy,  entraîné,  conmie  cela  se  voit 
souvent,  au  delà  des  justes  bornes  par  son  ardeur  à  réagir  coni 
l'abus  du  symbole,  a  péché  par  l'excès  contraire,  en  établissant  pi 
d'une  fois  ses  définitions  de  far(m  à  interrompre  arbitrairement 
continuité  des  variables,  et  à  perdre  ainsi  de  vue  le  guide  infaillib 
qui  aurait  dii  le  diriger. 

»  Malgré  l'imperfection  des  résultats,  l'idée  première  est  telleme 
vraie,  et  les  considérations  qu'il  a  développées  en  plusieurs  endroi 
sont  si  justes,  que  plus  d'un  lecteur  du  tome  IV  des  Exercices  d'An 
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hf$e  et  de  Physique  mathémaiique  a  dû  trouver  de  lui-même  la  véri- 
table voie  qui  mène  à  la  solution  de  la  difficulté.... 

»  La  première  Section  de  l'Ouvrage  de  M.  Casorati  est,  en  grande 
partie,  consacrée  à  l'exacte  détermination  du  sens  qu'il  faut  attacher 
aux  fonctions  simples  d'imc  variable  complexe,  et  les  exemples  qu'il  ' 
a  choisis  nous  semblent  on  ne  peut  mieux  appropriés  à  ce  but,  sous 
le  double  rapport  de  la  continuité  et  de  la  conservation  des  propriétés 
caractéristiques. 

»  Les  restrictions  qui,  comme  nous  le  disions  tout  à  l'heure,  ont 
été  imposées  mal  à  propos  par  Cauchy  à  la  continuité  de  la  variable 
complexe  qui  entre  dans  ime  fonction  donnée,  proviennent  surtout 
de  ce  qu'il  prétendait  séparer  les  diverses  séries  de  valeurs  dont  est 
susceptible  une  fonction  à  plusieurs  déterminations,  et  considérer 
chacune  d'elles  comme  une  fonction  séparée.  De  cette  manière,  en 
supposant  les  valeurs  de  la  fonction  placées  sur  les  valeurs  correspon- 
dantes de  la  variable  (ce  que  toutefois  Cauchy  n'avait  pas  coutume 
de  faire),  le  champ  des  valeurs  de  la  fonction  devenait  simple,  mais 
contenait  inévitablement  des  lignes  de  discontinuité.  Riemann ,  le 
premier,  a  remarqué  que,  en  concevant  les  divers  champs  correspon- 
dants de  cette  manière  aux  diverses  séries  de  valeurs  de  la  fonction, 
chacun  d'eux  présentait  bien  de  telles  lignes  de  discontinuité^  mais 
que  chacun  de  ces  champs  devait  nécessairement  se  raccorder  en  for- 
mant la  continuité  avec  un  autre  le  long  d'une  de  ces  lignes,  et  que 
l'on  pouvait  ainsi  obtenir  un  champ  entièrement  continu,  composé 
de  plusieurs  couches  superposées  et  connexes,  et  comprenant  la  tota- 
lité des  valeurs  de  la  fonction.  Cette  remarque  a  été,  sans  doute,  un 
trait  de  génie  ^  mais  nous  ne  porterons  pas  atteinte  à  la  sagacité  de 
l'illustre  novateur,  en  affirmant  que  son  admirable  invention  ne  pou- 
vait plus  se  faire  longtemps  attendre,  du  jour  où  l'on  conimenrerait  à 
p€*nétrer  au  fond  des  idées  de  Cauchy.  Ce  qui  frappe  le  plus,  en  ell'et, 
dans  cette  découverte,  ce  n'est  pas  tant  la  conception  primitive  que 
la  sûreté  avec  laquelle  Riemann  s'en  rend  maître,  et  en  dévoile,  du 
premier  coup,  la  puissance  et  la  fécondité,  par  la  construction  de 
l'édifice  colossal  et  majestueux  que  quelques  instants  lui  ont  suffi 
pour  élever.  » 

Indiquons  maintenant  rapidement  le  contenu  des  divers  Chapitres 
de  la  seconde  Partie  du  volume,  où  l'auteur  entre;  dans  l'exposition 
de  la  théorie. 
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Cette  Partie  est  divisée  en  quatre  Sections ,  comprenant  cliacui] 
plusieurs  Chapitres. 

V 

SEGTIOH  I.  Opérations  arithmétiques  et  formules  simples  corres 
pondantes. 

Chapitre  I.  Opérations  arithmétiques.  Extension  de  Vidée  de  nombri 
etj  par  suite  aussi j  des  opérations.  Continuité. 

Chapitre  II.  Représentation  géométrique  des  nombres,  et  construction 
correspondantes  aux  opérations  arithmétiques.  —  L'auteur  y  doui 
une  démonstration  très-précise  et  très-complète  du  célèbre  théorènn 
de  Jacobi,  sur  l'impossibilité  de  Texistcnce  d'une  fonction  monodron 
d'une  seule  variable,  ayant  plus  de  deux  périodes.  Le  Chapitre  S(;  le 
mine  par  une  exposition  delà  représentation  sur  la  sphère  des  vahîuj 
d'une  variable  complexe,  suivant  la  méthode  indiquée  par  Rîemani 
dans  ses  leçons  orales,  et  publiée  par  Ncumann  [Vorlesungen  ûbi 
Riemanns  Théorie  der  AbeVschen  Intégrale), 

Chapitre  III.  Conventions  particulières  pour  e*  et  Iz, 

SEGTIOH  II.  Idée  de  fonction  et  distinctions  fondamentales  qui  s' 
rapportent. 

Chapitre  I.  Fonctions  réelles  d^une  variable  réelle.  —  L'auteur 
traite  avec  détail  des  diverses  espèces  de  discontinuité,  qui  avaiei 
déjà  été  distinguées  par  M.  Neumann  (*).  Seulement,  M.  Casorati  n 
classe  pas  parmi  les  discontinuités  les  valeurs  infinies  que  M.  Neu 
mann  désigne  sous  le  nom  de  discontinuités  polaires^  les  valeurs  réel 
procjues  de  la  fonction  étant  continues,  et  les  infinis  pouvant  dispa 
raîlre  au  moyen  d'ime  transformation  homographique  analogue  à  cell 
qui  changerait  toutes  les  sections  coniques  en  ellipses. 

Chapitre  II.  Fonctions  réelles  de  plusieurs  variables  réelles. 

Chapitre  III.  Fonctions  complexes  de  variables  réelles. 

Chapitre  IV.  Fonctions  d^une  variable  complexe,  — Une  fonctio! 
de  z  =  X  -{-  yi  est  uiu;  fonction  dont  la  valeur  ne  dépend  que  de  cell 
du  binôme  x  -H  t/i,  et  qui  ne  changerait  pas  si  l'on  remplaçait  les  vi 


(*)  Voyez  aussi  Nataîhi,  Die  h'àhere  Analjrsis,  àesonders  ttbgedruckt  aus  dem  Materna 
tischen  fVorterbuchey  p.  /jOa.  j 
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leurs  réelles  de  x  et  de  y  par  des  valeurs  complexes  quelconques, 
jwurvu  que  le  binôme  a:  +  yt  restât  invariable.  Une  telle  fonction  w 
a  une  dérivée  déterminée  par  rapport  à  z.  Elle  satisfait  à  Féquation 
aux  dérivées  particUes  du  premier  ordre 

dw I  dw 

dx       I  dy"^ 

i*t  si  Ton  pose  w^  ti  4-  *^*,  t*  et  l' étant  réels,  chacune  de  ces  dernières 
quantités  satisfait  a  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

rf^o)        d^  _ 
dx^       dy* 

Celte  question  est  traitée  avec  beaucoup  de  détails  particuliers  a 
l'auteur,  et  qui  jettent  un  grand  jour  sur  cette  question  délicate. 

Chapitre  V.  Interprétations  géométriques  de  la  condition  renfermée 
dans  ridée  de  fonction  d'une  variable  entièrement  indépendante.  Re- 
cherches géométriques  relatives  à  certaines  fonctions  particulières,  — 
Après  avoir  exposé  rinterprétation  géométrique  des  conditions 

• 
du rft'        du di^ 

dx       d;y       dy         "  dx 

lollf  qu'on  la  retrouve  dans  l'Ouvrage  de  MM.  Briot  et  Bouquet  (*J, 
lauleur  s'occupe  de  celle  qui  a  été  donnée  par  Gauss,  et  qui  consiste 
Ml  ic  que  les  réseaux  iniînitésimaux  qui  représentent  les  valeurs 
<urres[>ondantes  de  la  variable  et  de  la  fonction  sont  composés  d'élé- 
iiHTils  senJilables  chacun  «î  chacun.  Discussion  de  la  représentation 
«les  fonctions  z^,  ^'*,  c%  sin^,  sîn  ani;:  et  de  leurs  fonctions  inverses. 

SECnOH  ni.  Revue  des  expressions  analytiques. 

CiiiPiTRE  I.  Classification,  — Distinction  des  fonctions  en  algé- 
briques et  transcendantes,  monodromes  et  polydromes,  etc. 

( !h  \iMTRE  II.  Séries,  —  Inlluenecî  de  l'ordre  des  termes  d'une  série;. 
OjMTalions  rationnelhîs  sur  les  séries  ^  dllïércntiation,  intégration . 
NVies  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  (;t  positives  d'une  va- 


Thvitritr    dr$   Fonctions  doublement  périodiques  et   en  particulier    des    Fouettons 
rUipti4furs,  |».  8.  I11-8;  iS.'xj.  IJbraiiio  (laulliicr-VilIras  [rare). 
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riablc^  cercle  de  convergence.  Séries  contenant  des  puissances  néga- 
tives. Séries  simples  ou  doubles,  a  périodicité  simple  ou  double. 
Influence  du  groupement  des  termes  d'une  série  double.  Etude  des 
séries  0,  simples  ou  multiples.  Cette  étude,  fondée  sur  une  application 
de  la  série  de  Fourier,  et  présentée  par  l'auteur  avec  une  remar- 
quable simplicité,  semble  destinée  à  entrer,  tôt  ou  tard,  dans  les 
Traités  d'Algèbre,  à  la  suite  de  la  théorie  des  fonctions  exponentielles 
et  circulaires. 

Chapitre  III.  Produits  infinis.  —  La  théorie  de  ces  produits,  tant 
simples  que  multiples,  est  traitée  d'une  manière  analogue  à  la  théorie 
des  séries  iiifînies. 

Chapitre  IV.  Intégrales.  —  Ce  Chapitre  renferme  l'exposé  des  dé- 
couvertes capitales  de  Cauchy.  L'auteur  développe  avec  beaucoup  de 
soin  l'idée  d'intégration  le  long  d'un  contour  donné.  Le  théorème 
fondamental  relatif  à  l'intégration  d'une  différentielle  exacte 

udx  -4-  vdx 

le  long  d'un  contour  fermé  est  démontré  de  deux  manières  différentes  : 
d'abord  par  la  méthode  de  Cauchy,  reproduite  par  les  auteurs  français] 
puis  par  la  méthode  de  Riemann,  fondée  sur  des  considérations  ana- 
logues à  celles  que  Gauss  avait  employées  dans  son  Mémoire  sur  l'at- 
traction des  ellipsoïdes.  Examen  des  intégrales  des  fonctions -i 
I  I 


,11+1 


2'-f- 1     (-Z  —  y) 

SEGTIOH  I¥.  Analyse  des  manières  dont  les  fonctions  peuvent  s< 
comporter,  dans  l'hypothèse  de  la  monodromie,  autour  des  diverses 
valeurs  de  la  variable. 

Chapitre  I.  Comment  une  fonction  se  comporte  autour  d^une  valew 
de  la  variable  pour  laquelle  elle  est  monodrome,  continue  et  finie,  — 
Démonstration  de  la  formule  de  Cauchy 


Théorème  de  Cauchy  sur  le  développement  d'une  fonction  mono- 
drome,  continue  et  finie  suivant  les  puissances  entières  et  positive 
de  z  —  y.  Conséquences.  Indices  d'ordre  des  zéros. 
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Chapithe  n.  Comment  une  fonction  se  comporte  autour  d 'une  valeur 
de  la  variabkpour  laquelle  elle  est  monodrome,  continue  et  infinie  (dans 
le  sens  indiqué  au  Chapitre  I  de  la  Section  II) .  — Détermination  d'une 
fonction  rationnelle,  infinie  de  la  même  manière  que  la  fonction  pro- 
posée. Indices  d'ordre  des  infinis.  Expression  de  Tindice  d'un  point 

au  moyen  de  l'intécrale .  /  dlw. 

Chapitre  m.  Comment  une  fonction  se  comporte  autour  d'une  va- 
leur  de  la  variable  pour  laquelle^  isolément,  elle  est  discontinue.  —  Théo- 
rt'me  de  Laurent.  Propriétés  des  fonctions  fondées  sur  la  distinction 
des  discontinuités  en  séparées  et  non  séparées  des  infinis. 

Chapitre  IV.  Examen  des  manières  dont  une  fonction  peut  se  com- 
porter pour  la  valeur  <x>  delà  variable,  en  supposant  qu* autour  de  celte 
valeur  elle  doive  être  monodrome  et  continue.  —  L'auteur  emploie  la 
représentation  sur  la  sphère  de  Riemann,  considérée  comme  résultant 
de  la  déformation  du  plan.  Il  introduit  le  plan  antipode,  dont  l'idée 
est  due  a  M.  Neumann,  et  qui  correspond  au  changement  de  la  va- 
riable zen-" 
z 

Chapitre  V.  Comment  se  comportent^  autour  de  chaque  valeur  de  la 
variable,  la  dérivée  et  Vintégrale  d'une  fonction^  par  comparaison  avec 
la  fonction  elle-même. 

Ces  indications,  nécessairement  incomplètes,  ne  peuvent  donner 
qu'une  idée  bien  imparfaite  de  la  richesse  des  matières  contcnuiîs  dans 
le  volume  de  M.  Casorati.  Tous  ceux  qui  liront  cet  Ouvrage  désireront, 
rornme  nous,  avec  impatience,  que  le  savant  professeur  nous  donne 
bientôt  la  suite,  qui  doit  traiter  des  parties  plus  élevées  de  la  tliéorie 
qu'il  a  si  bien  approfondie,  et  qu'il  expose  avec  tant  de  lucidité. 

J.  HoiJEL. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL   FÎJR  DIE  REINE  TND  ANGEWAKDTE  MatHEMATIK  IN    ZWAl 

GLosEN  Heften.  — Als  Fortsctzung  des  von  A.  C.  Crelle  :  gegrûi 
deten  Joumals,  licrausgcgcben  unicr  Milwîrkung  der  Hcrw 
Schellbach,  Kummcr,  Kronecker,  Weîcrsirass  ;  von  C.  W.  Boi 
CHARDT  (*).  T.  LXXI,  n**  1,  i5  octobre  1869;  n®2,  i5  décemb: 
1869. 

Olivier  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  génération  des  courbes  géom 
triques.  (i5  pages.) 

Ce  travail  peut  être  considéré  comme  la  suite  d'articles  précéder 
qui  ont  pour  base  les  beaux  théorèmes  de  M.  Cliasles  insérés  eni8 
aux  Comptes  rendus  des  séances  de  Vjicadémie  des  Sciences,  sur  la  géi 
raliou  des  courl^es  de  degré  supérieur. 

Weyr  (Eduard).  —  Sur  un  théorème  de  Steiner.  (2  pages.) 
Le  théorème  dont  il  est  question  dans  ce  court  article  se  rappoi 
aux  vingt-sept  points  dans  lesquels  une  courbe  du  troisième  dcj 
peut  avoir,  avec  une  conique,  un  contact  de  l'ordre  le  plus  élevé. 

Weyr  (Eduard).  —  Sur  quelques  théorèmes  de  Steiner  et  sur  U 
relation  avec  un  mode  de  transformation  dans  lequel  d  un  élément 
chaque  figure  correspondent  en  général  deux  éléments  de  Vaui 
(10  pages.) 

Si  l'on  considère  deux  points  P,  Q  sur  une  courbe  du  troisiè 
degré,  deux  droites  passant  respectivement  par  ces  deux  points,  et 
coupant  sur  la  courbe,  peuvent  être  considérées  comme  form 
deux  l'aisceaux  correspondants.  Alors,  à  une  droite  de  Tun  des  fi 
ceaux  correspondent  évidemment  deux  droites  de  Tautre.  C'est 
modcî  de  correspondance  qu'étudie  M.  Weyr  en  s'appuyant  sur 
tliéorème  bien  connu  de  Steiner,  relatif  à  une  série  de  polygo; 
dont  les  cotés  passent  successivement  par  deux  points  fixes  de 
courbe  du  troisième  degré. 


(*  )  Ce  Journal  a  rlô  fondé,  à  la  fin  de  i825,  par  Crello,  à  une  époque  où  les  y//fi 
de  Gergonnr  étaient,  en  Kuroiu',  le  seul  journal  consacré  aux  Mathématiques.  I! 
diri(;é,  depuis  la  mort  de  CrcIIe  (i836),  par  M.  BonaiAnnT.  Il  paratt  par  Cahiers  déia 
in>  I  d'à  peu  prés  loo  pa^cs.  Quatre  Cahiers  forment  un  volume.  Prix  pour  Taboi 
ment  ù  <piutre  Ciihiers  :  Alleniai^ne,  i6  francs;  France,  ->o  francs.  Ijca  seixe  den 
volumes  embrassent  une  période  de  douze  années  à  peu  près. 
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Weber  (H.).  —  Note  sur  la  démonstration,  donnée  par  Riemann,  du 
principe  de  Dirichlet,  (lo  pages.) 

Le  principe  de  Dirichlet,  dont  Riemann  a  fait  des  applications  si 
capitales,  a  été  l'objet  dans  ces  derniers  temps,  au  point  de  vue  de 
la  rigueur  et  de  la  généralité,  d'objections  qui  paraissent  fondées.  Le 
u^vail  de  M.  Weber  est  consacré  au  développement  d'une  démons- 
tration nouvelle  et  plus  rigoureuse  de  cet  important  principe. 

Baler. — Sur  le  discriminant  de  T équation  du  troisième  degré  qui 
détermine  les  axes  principaux  d'une  surface  du  second  ordre  et  la  décom- 
position de  ce  discriminant  en  une  somme  de  carrés.  (5  pages.) 

La  question  a  été  déjà  traitée  d'une  manière  très-remarquable  par 
plusieurs  savants,  notamment  par  MM.  Kummer  (*),  Borchardt  (**), 
Hesse  (***).  Ces  géomètres  avaient  examiné  l'équation  plus  générale 
qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  perturbations  des  planètes. 
M.  Bauer  démontre  que,  dans  le  cas  du  troisième  degré,  le  résultat 
s  obtient  directement  d'une  manière  fort  simple. 

Bauer.  — Sur  les  sections  circulaires  des  surfaces  du  second  degré. 
6  pages.) 

Lorberg  (H.).  —  Sur  la  théorie  du  mouvement  de  V électricité  dans 
kf  cmps  à  plus  d'une  dimension.  (87  pages.  ) 

Los  équations  du  mouvement  de  l'électricité  ont  été  données  par 
M.  Kirchhoir  dans  le  tome  Cil  des  Annales  de  Poggçndorff,  M  Wein- 
^artcn  avait  déjà  étudié  le  mouvement  dans  les  corps  linéaires.  Le 
Mémoire  de  M.  Lorberg  comprend  deux  Parties.  Dans  la  première 
l'auteur  reprend  les  équations  de  M.  Kirchholl',  et  les  étend  au  cas 
où  il  existe  des  forces  extérieures.  La  deuxième  Partie  contient  l'ap- 
plication au  mouvement  de  l'électricité  dans  une  sphère. 

FicHs  (L.).  —  Les  modules  de  périodicité  des  intégrales  hypercllip- 
tiques  considérés  comm€  fonctions  d' un  paramètre .  (45  pages.) 
M.  Fuchs  développe  les  équations  dillérentielles  qui  sont  analogues 


•  KiMMCR.  Journal  de  Crelle,  l.  XXVI,  p.  '.»G8  :  Beincrkiiiigon  fiber  die  cubischo 
f^leichung  (lurch  welche  die  Hauptaxcn  dcr  l'hlchen  zwoiton  Grades  bcstimml  verd«'ii. 

••  Bi»Rr.ii\r.DT.  Journal  de  Crelle^  l.  XXX;  Journal  de  Mailirman'i/ues  de  M.  I  i<»ii- 
»ill.-,  l.  XII,  p.  .>o  :  Dc^cloppcmcuts  sur  réqiiation  ii  l'aide  de  laquelle  on  délciinine 
i»^  inégalités  séculaires  du  mouvement  des  planèlos. 

'••)  Hksse  (Otto  D»").  J'orlesungen  ûber  die  anal.  Géométrie  des  Haums,  p.  3.<o. 
Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.^  t.  I.  (Janvier  1870.)  ^ 
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à.  réquation  du  second  ordre  trouvée  par  Legendre,  et  à  laque 
satisfait,  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  Tintégrale  compli 
considérée  comme  fonction  du  module.  Les  équations  dillércnlicl 
trouvées  par  M.  Fuchs  sont  de  degré  supérieur  au  second  et  variai 
suivant  la  classe  des  fonctions  considérées.  Le  Mémoire  se  tc^mi 
par  l'application  aux  fonctions  elliptiques. 

Finis  (L.":. — Sur  une  relation  rationnelle  entre  les  modules  depér 
dicité  des  intégrales  hyperelliptiques,  (4o  pages.) 

L'auteur  développe  des  relations  analogues  à  Li  célèbre  formule 

KJ'-JK'=:-. 

Stern.  —  Sur  tes  résidus  quadratiques,  trigonaux  et  bitrigonat 
(97  pages.) 

GouDAN.  —  Sur  les  invariants  des  formes  binaires  quand  on  effeù 
des  transformations  de  degré  supérieur.  (3 1  pages.) 

On  n'a  guère  étudié  jusqu'ici  les  invariants  des  formes  algébriqi 
qu'au  point  de  vue  des  transformations  linéaires.  M.  Gordan  s\ 
cupe  d'un  problème  beaucoup  plus  général,  et  qui  n'a  été  traité  q 
dans  des  cas  restreints  et  par  un  petit  nombre  de  géomètres.  C'est  cd 
où  les  formules  de  transformation  qui  donnent  les  nouvelles  variabi 
par  rapport  aux  variables  primitives  sont  d'un  degré  quelconq 
par  rapport  à  ces  dernières.  11  ne  faut  pas  oublier,  ]\L  Gordan  le  i 
d'ailleurs,  que,  dans  sqn  tra\ail  sur  les  équations  du  quatrième 
du  riii(|iiièine  degré,  M.  llermite  avait  résolu  d'im|>ortants  pi 
blêmes  de  ce  genre. 

A.  ()livù:r.  —  Recherche  de  l'ordre  d'une  courbe  qui  est  engenék 
par  r intersection  des  courbes  correspondantes  de  deux  faisceau 
(  9,  pages.) 

RiF.MAisN.  —  Démonstration  du  théorème  :  «  Toute  fonction  de  nn 
rial)les  ayant  plus  de  in  périodes  simultanées  est  impossible  ».  (3  page 
(Kxtrait  d'une  lettre  dv  Kiemann  à  M.  Weierstrass.;  (*  1. 


(*)  Tous  les  Mémoires  contenus  dans  ces  deux  r.aliiers  sont  écrits  en  allemand. 
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VNNALES   SCIENTIFIQUES   DE  L*ExOLE  NoRMALE  SUPERIEURE,  pubHécs 

jar  M.  L.  Pasteur,  Membre  de  Tlnstitut,  avec  un  Comité  de  ré- 
daction composé  de  MM.  les  Maîtres  de  Conférence  de  l'Ecole  (*). 
T.  VI;  1869. 

Diwi^i  (F.; .  —  Sur  deux  systèmes  adéquations  aux  dérivées  partie/les. 
'»^j>agi»s.,  ^ 

Ce  travail  i\st  la  suite  des  belles  études  de  M.  Didon,  sur  les  poly- 
inHiirs  iutnKluitsdans  la  science  par  M.  Henni  te  (voir  Comptes  rendus 
fle<  ieances  de  r Académie  des  Sciences^  t.  lAlll  et  LX  passim), 

IhnBorx  G.  .  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures  et  son 
application  à  la  construction  de  la  surface  du  deuxième  ordre  déterminée 
par  neuf  pain  ts.  [S  pages .  ) 

Sivox  Ch.\  —  Mémoire  sur  la  rotation  de  la  Lune  (deuxième  Mé- 
m«»in''.  ''16  pages.) 

biiHyy  'F.}.  — Sur  certains  systèmes  de  polynômes  associés.  (lôpages.) 
ïlude  sur  une  classe  de  polynômes  analogues  aux  fonctions  X„  de 
li'çeiidre. 

Jicoiî  ce.  G.  J.).  — Lettres  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
5o  [>a5res .  ) 

Ces  lettres  sont  celles  que  Jacobi  a  écrites  successivement  à  Le- 
çendre  pour  lui  annoncer  les  belles  et  importantes  découvertes  qu'il 
venait  de  faire  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Elles  nous 
paraissent  destinées  à  intéresser  vivement  les  savants.  Voici  com- 
ment s'exprime  M.  Bertrand  dans  quelques  lignes  d'introduction  pla- 
fits  an  commencement  de  l'article  : 

«  Nous  devons  a  Tobligeance  de  M.  Alfred  Arago  la  précieuse 
tmimimication  de  onze  lettres  inédites  de  Jacobi  à  Legendre^  sur  la 
'hci)ric  des  fonctions  elliptiques.  Quoique  les  découvertes  qu'ejles 


*  (.<>  Rf^ueil  i»aniit  depuis  1H64»  tous  les  deux  mois,  par  Cahier  de  56  à  64  pages. 
^1  (io  rat»onii4*m«*nt  par  année  :  Paris,  3o  francs  (Librairie  Gauthier-Villars).  11  con- 
'<^.t  a  fK>u  prè«  (>ar  moitié  des  Mémoires  de  Mathématiques  et  des  Mémoires  se  rappor- 
tJol  aui  Scirnrf'5  physiifues.  Nous  ne  rendrons  compte  que  des  Mémoires  se  ratUtchant 
'l«rerU'm«*iit  aux  Mathématiques.  Les  pcrsjnn«*s  qui  désireront  des  renseignement»  plus 
♦"«■nipK-U  {«lunotit  lire  un  article  do  M.  J.  Bertrand,  inséré  dans  le  Journal  tirx  Sax'ants^ 
ainf«  iJ*i»#,  et  intitule  :  .'innalrs  tic  l'École  Normale  supérieure. 

3. 
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contiennent  soient  aujouitlliui  bien  connues  des  géomètres,  ils 
(lieront  sans  doute  avec  un  vjf  intérêt  la  forme  que  leur  donne  rilli 
inventeur;  on  prendra  plaisir  à  voir  Jacobi,  avec  une  modestie  i 
de  son  talent,  s'incliner  devant  l'illustre  vieillard  qu'il  a  déjà  dé] 
de  si  loin,  et  saluer  en  même  temps  par  de  véritables  cris  d'admin 
les  premiers  résultats  du  jeune  émule  qui  vient  tout  à  coup  par 
sa  gloire  :  «  La  découverte  d'Abel,  dit-il,  est  au-dessus  de  mes  él 
»  comme  elle  est  au-dessus  de  mes  propres  travaux.   » 

»  Jacobi  seul  avait  le  droit  de  prononcer  un  uJ  jugement,  dfl 
sévérité,  sous  toute  autre  plume  que  la  sienne,  irait  jusqu'à 
justice.  » 

Seuuet  (J.-A.).  —  Sur  un  théorème  de  calcul  intégral.  (8  page 

Dans  cet  élégant  travail,  M.  Serret démontre,  par  des  considéra 

indépendantes  du  calcul  des  pix)babilités ,  les  beaux  théorèm« 

M.  Croftou  a  fait  connaître  à  l'Académie.  La  plus  importante  i 

propositions  s'énonce  de  la  manière  suivante  : 

«  Soit  uu  contour  convexe  de  forme  quelconque,  dont  la  lon| 
totale  est  L  et  qui  renferme  un  espace  Û,  si  l'on  appelle  6  V 
des  deux  tangentes  menées  d'un  point  extérieur  (ar,  y)  à  ce  cou 
on  aura  l'intégrale 


// 


(0  —  s\nO)dx(lr=i-  L=-  riî 

pour  toute  la  surface  du  plan  extérieure  au  contour  »  (voir  Ce 
rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences^  t.  LXV,  p.  994)- 

Baillai  1).  —  Note  sur  les  séries  â  termes  positifs,  (ao  pages.) 
Le  jeune  géomètre  examine  à  lui  point  de  vue  nouveau  les 
que  dillérents  auteurs  ont  fait  connaître  pour  reconnaître  la  a 
gcnce  des  séries.  11  reprend  et  généralise  la  règle  de  Gauss.  El 
montre  que  toutes  les  fois  que  les  ivgles  données  par  ]VI^L  de  M< 
Haabe,  Bertrand,  Bonnet  permettent  de  reconnaitrt»  la  convei 
ou  la  divergence,  on  pi»ut  trouver  une  fonction  o  (n)  telle,  que 
men  du  pixxluit  ti„o(ii)   permette  de  décider  la  question.  O 
di'puis  Abel  que  celte  propriété  n'a  pas  lieu  pour  toutes  les  sérî 

AoisT.  — Sur  r  analyse  des  courbes  rapportées  à  un  systêtM 
conque  de  coordonnées.  ■  aS  pages.} 
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Radac  (R.).  —  Sur  la  rotation  des  corps  solides. 

Dans  cet  important  travail,  l'auteur  reprend  la  théorie  de  la  rota- 
tion, n  retrouve  et  analyse  les  résultats  auxquels  avaient  été  déjà 
conduits  MAI.  Richelot,  Serret,  Sylvester. 

Beltbami  (£.).  —  £55aî  d'interprétation  de  la  Géométrie  non  eucli- 
denne  (traduit  de  l'italien  par  J.  Hoûel).  (38  pages.) 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  approfondie  des  surfaces  à  cour- 
bure constante  négative.  U  sera  lu  avec  fruit  par  toutes  les  personnes 
({ui  désirent  connaître  le  développement  qu'ont  reçu  dans  ces  derniers 
temps  les  idées  de  Gauss  relatives  à  l'origine  des  vérités  géométriques. 
Du  reste,  les  résultats  qui  y  sont  énoncés  ont  une  valeur  réelle, 
indépendante  de  toutes  les  idées  qu'on  peut  se  faire  sur  le  postulalum 
d*E«uclide. 

Bach  (M.).  —  Du  passage  de  Vénus  sur  le  disque  du  Soleil  en  1874, 
et  du  calcul  de  la  parallaxe  du  Soleil.  (58  pages.) 

Belthahi  (E.).  —  Théorie  fondamentale  des  espaces  de  courbure 
constante  (traduit  de  l'italien  par  J.  Hoûel).  (3o  pages.) 

DiDo:^  (F.).  —  Sur  une  équation  aux  dérivées  partielles.  (4  pages.) 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 
T.  LXX-,  1870. 

N°  1.  Séance  du  3  janvier  1870. 

État  de  l'Académie  des  Sciences  au  i*^'  janvier  1870. 

M.  Bertrakd.  —  Sur  la  démonstration  relative  à  la  somme  des 
angles  d'un  triangle. 

\*)  Ces  Comptes  rendus  paraissent  régulièrement  tous  les  dimanches,  depuis  i835, 
m  un  Cahier  de  33  à  4o  pages,  quelquefois  de  80  à  120.  Ils  forment,  à  la  fin  de  l'année, 
deux  ▼olumeain-4»  ensetnblode  2400  h  3ooo  pages.  Deux  Tables,  l'une  par  ordre  alpha- 
bétique de  matières,  l'autre  par  ordre  alphabétique  de  noms  d'auteurs,  terminent  chaque 
Tolame.  Prix  de  rabonneraent  par  an  :  Paris,  20  francs  (Librairie  Gauthier-Villars). 
tes  eitnuts  des  Mémoires  lUs  par  les  membres  de  TAcadémic  comprennent  au  plus 
S  pages  par  naméro;  les  Notes  des  perso'hnes  qui  ne  sont  pas  membres  de  l'Académie 
M  peuvent  dépasser  4  pages. 

Hoos  ne  parlerons  que  des  Mémoires  se  rattachant  aux  Mathématiques  et  à  l'Astronomie. 
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P.  Sfxchi  .  —  Lettre  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel  sur  la  constitu 
de  l'auréole  solaire  et  sur  quelques  particularités  des  tubes  de  Geiss 

M.  Boi  ssiNESQ.  —  Essai  sur  la  théorie  de  Técoulemeiit  d'un  liqi 
par  un  oriGce  en  mince  paroi. 

N**  2.  Séance  du  lo  janvier  1870. 

M.  Delalnay.  —  Sur  la  constitution  physique  de  la  Lune. 

P.  Secchi.  — Sur  la  constitution  de  Tauréole  solaire.  (Ari 
dont  il  a  été  fait  mention  plus  haut.) 

M.  PiARRON  T)E  MoM)EsiR.  —  NouvcUe  méthodc  pour  la  solu 
des  problèmes  de  la  Mécanique  (a*  Partie). 

N°  3.  Séance  du  17  janvier  1870. 

M.  Delaunay  présente  un  Rapport  sur  les  importantes  recher 
de  M.  Puiseux,  relatives  à  la  théorie  de  la  Lune.  Kous  reprodui 
ce  Rapport,  qui  donnera  à  nos  lecteurs  une  idée  très-nette  du  j 
sur  lequel  ont  porté  les  recherches  de  M.  Puiseux  : 

«  Lorsqu'on  veut  déterminer  toutes  les  inégalités  du  mouvei 
de  la  Lune  dues  à  l'action  perturbatrice  du  Soleil,  on  doit  attril 
à  ce  dernier  astre,  à  chaque  instant,  la  position  exacte  qu'il  oc< 
par  rapport  à  un  système  d'axes  coordonnés  de  directions  consta 
passant  par  le  centre  de  la  Terre.  Les  coordonnées  du  Soleil, 
l'on  doit  aussi  considérer,  sont  exactement  les  mûmes  que  celle 
la  Terre  rapportées  à  un  système  d'axes  parallèles  et  de  sens  < 
traires,  menés  par  le  centre  du  Soleil.  C'est  donc,  en  définitive 
mouvement  de  la  Terre  autoiu*  du  Soleil  qui  permet  d'obtenii 
coordonnées  du  Soleil  dont  on  a  besoin  pour  eUectucr  le  calcul 
inégalités  lunaires. 

»  Si  l'on  a(hncl,  dans  une  première  recherche,  que  la  Terre  se  z 
autour  du  Soleil  en  suivant  rigom*eusemcnt  les  lois  du  mouveii 
elliptique,  on  obtient  ainsi  la  plus  grande  partie  des  inégalités  doi 
mouvement  de  la  Lune  est  ail'ecté;  c'est  en  cela  que  consiste  le  tn 
publié  récemment  par  l'un  de  nous,  et  formant  les  tomes  XX 
et  XXIX  des  Mémoires  de  V Académie.  Mais  les  inégalités  du  moi 
ment  de  la  Terre,  (|ui  doivent  tHi*e  jointes  k  son  mouvement  cl 
tique  considéré  seul  d'abord,  pour  fournir  son  mouvement  réel  att 
du  Soleil ,  contribuent  aussi  à  produire ,  dans  le  mouvement  d 
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Lune,  des  inégalités  qu'il  n'est  pas  possible  de  négliger.  Parmi  ces 
inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  dues  à  Tcxistence  des  inégalités 
du  mouvement  de  la  Terre,  une  des  plus  importantes  est  celle  qui 
adecte  progressivement  le  moyen  mouvement  de  notre  satellite.  La- 
placc  a  démontré,  en  1787,  que  la  diminution  séculaire  de  Texcentri- 
cité  de  Torbite  de  la  Terre  produit  une  accélération  progressive  dans 
le  moyen  mouvement  lunaire  ;  et  il  a  levé  par  là  une  difficulté  qui 
préoccupait  beaucoup  les  savants,  en  dévoilant  la  cause  de  Taccélé- 
ration  séculaire  découverte  depuis  longtemps  dans  ce  moyen  mouve- 
ment de  la  Lune,  par  Texamen  attentif  des  données  de  l'observation. 
A  partir  de  là,  et  jusqu'à  ces  derniers  temps,  on  a  regardé  la  cause 
assignée  par  Laplace  comme  correspondant  complètement  à  l'efTet 
(ju'il  s'agissait  d'expliquer^  mais  des  doutes  se  sont  produits,  il  y  a 
(pielques  années,  sur  l'exactitude  de  cette  correspondance  :  un  calcul 
plus  complet  de  l'elTet  produit  sur  le  moyen  mouvement  de  la  Lune 
par  la  diminution  séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre,  a 
oondait  à  penser  que  cette  cause  trouvée  par  Laplace  ne  rendait 
compte  que  d'une  portion  de  l'accélération  séculaire  qui  ailecte  réel- 
lement ce  moyen  mouvement.  On  s'est  demandé  tout  naturellement 
à  quelle  autre  cause  la  partie  restante  pourrait  être  attribuée,  et 
diverses  idées  ont  été  émises  à  ce  sujet.  Mais  avant  tout,  il  était  bon 
(le  s'assurer  si  l'on  avait  bien  tenu  compte  de  tous  les  effets  de  ce 
i:enre  que  peut  produire  l'action  perturbatrice  du  Soleil  sur  la  Lune. 
î>  Parmi  les  inégalités  dont  le  mouvement  elliptique  d'une  planète 
t*st  alîecté,  la  variation  séculaire  de  l'inclinaison  de  son  orbite  sur  un 
plan  fixe  et  celle  de  l'excentricité  de  cette  orbite  jouent  des  rôles 
i^ntièreraent  analogues^  le  déplacement  séculaire  du  plan  do  l'éclip- 
lique  dans  l'espace  ne  pourrait-il  donc  pas  produire  une  accélération 
dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lmie,  tout  aussi  bien  que  la  dinii- 
Dution  progressive  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Terre?  Telle  est 
la  ({uestion  que  M.  Puiseux  s'est  posée. 

M  Les  divers  savants  qui  se  sont  occupés  du  mouvement  de  la  Lune 
a\ aient  toujours  regardé  l'influence  du  déplacement  progressif  de 
I  écliptique  sur  le  moyen  mouvement  de  cet  astre  comme  insensible; 
mais  c'était  en  se  bornant  aux  premières  approximations  qu'ils 
avaif^nt  été  conduits  à  ce  résultat,  et  l'on  sait  combien,  dans  la  ihéonr 
de  la  Lune,  les  conclusions  tiré(!s  des  premières  approximations  an\- 
quelles  on  s'est  arrêté  tout  d'ab()rd  se  trouvent  quelquefois  chang('M\s 
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lorsqu'on  pa^se  aux  approximations  suivantes.  M.  Puiseux  a  do 
entrepris  d'eflectucr  le  calcul  de  la  partie  de  l'équation  séculaire 
la  Lune  qui  peut  être  due  au  déplacement  séculaire  du  plan  de  l'édi 
tique,  en  poussant  les  approximations  assez  loin  pour  qu'il  ne  reai 
aucun  doute  sur  la  véritable  influence  de  cette  cause  spéciale  de  pi 
turbation. 

»  Nous  n'entrerons  dans  aucun  détail  sur  la  marche  que  l'autf 
a  suivie  pour  atteindre  ce  but.  Nous  nous  contenterons  de  dire  qi 
dans  le  développement  des  longs  et  pénibles  calculs  qu'il  a  eu  à  fi 
pour  y  arriver,  on  retrouve  la  netteté  et  la  précision  qui  sont  le  car 
tère  distinctif  de  ses  travaux.  Quant  au  résultat,  il  est  le  même  ^ 
celui  auquel  on  était  parvenu  en  se  bornant  aux  premières  appra 
mations  :  le  changement  de  position  du  plan  de  l'édiptique  ai 
l'espace  n'a  aucune  influence  sensible  sur  la  valeur  de  l'équat' 
séculaire  de  la  Lune.  Cette  conséquence,  bien  qu'elle  soit  négati 
n'en  a  pas  moins  une  grande  importance;  et  tous  les  amis  de 
science  se  féliciteront  de  ce  que  le  doute  qui  pouvait  rester  sur 
point  soit  complètement  dissipé. 

»  Nous  proposon3  à  l'Académie  de  décider  que  le  Mémoire 
M.  Puiseux  sera  inséré  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

N°  4.  Séance  du  24  janvier  1870. 

M.  PiATinoN  PE  MoNPEsiR.  —  Nouvcllc  méthodc  pour  la  solut 
des  problèmes  de  la  Mécanique  (3*  Partie). 

N**  5.  Séance  du  3i  janvier  1870. 

M.  BoissîXKSQ.  —  Essai  sur  la  théorie  de  l'écoulement  d 
liquide  par  un  oriGce  en  mince  paroi  (suite). 

jN°  6.  Séance  du  7  février  1870. 

M.  DE  Saint-Vekakt.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Maui 
Levy,  présenté  le  3  juin  1867,  reproduit  le  21  juin  1869,  et  intitu 
«  Essai  sur  une  théorie  rationnelle  de  l'équilibre  des  terres  fraîc 
ment  remuées,  et  ses  applications  au  calcul  de  la  stabilité  des  m 
de  soutènement.  » 

M.  DE  Saint-Venant.  —  Sur  une  détermination  rationnelle,  " 
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approximation,  de  la  poussée  qu'exercent  des  terres  dépourvues  de 
cohésion,  confre  un  mur  ayant  une  inclinaison  quelconque. 

M.  Lausseuit.  —  Sur  les  applications  utiles  de  la  méthode  gi*a- 
phique  à  la  production  des  éclipses  de  Soleil. 

M.  Hbis.  —  La  lumière  zodiacale  observée  à  Munster,  en  West- 
phalie,  les  ^5  et  3o  janvier. 

M-  Heis.  —  Aurores  boréales  observées  au  même  lieu,  le  3o  jan- 
vier et  le  i*""  février. 

M.  PiARROH  DE  MoifDEsiR.  —  Nouvellc  méthodc  pour  la  solution 
des  problèmes  de  la  Mécanique  (4*  et  dernière  Partie). 


MÉLANGES. 

»Es  lELiTioRs  iminiiiiiEs  EURE  SIX  poiRTS  SITUÉS  SUR  ïu  mim  ; 

Par  m.  0.  HESSE. 

Traduit  de  l'allemand.  {P'oir  p.  ii.) 

Le  théorème  de  Thexagone  de  Pascal  fournit  un  moyen  très-simple 
de  reconnaître,  par  la  Géométrie,  quand  six  points  sont  situés  sur 
une  conique^  maison  ne  connaît  pas  encore  de  relation  analytique 
simple  entre  les  équations  (tangentîelles)  de  six  points  situés  sur  une 
conique.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'établir  de 
telles  relations. 

Soit  W=  o  Téquation  tangentielle  d'un  point  pris  arbitrairement 
sur  une  conique.  11  est  clair  que  cette  équation  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

i;  W  =  A-t-Bi-+-Ci'=o, 

où  A,B,C  sont  trois  fonctions  linéaires  des  coordonnées.  En  effet  tous 
Ifs  points  définis  par  l'équation  précédente,  quand  on  fait  varier  A,  se 
trouvent  sur  la  conique  dont  l'équation  tangentielle  est 

D'après  cela,  six  points  situés  sur  une  conique,  i,  2,...,  6  peuvent 
Hre  déterminés  par  les  équations 

(2)  W,  =  o,     W,=:o,...,     W.  =  o, 


34  BULLETIN  DES  SCIENCES 

où  W,,  W„...,We  désignent  les  expressions  suivantes  : 

W,  =  A-t-Bl.-f-Ciî, 

les  six  quantités  ^,-  désignant  six  valeurs  tout  à  fait  arbitraires  de 
variable  X  qui  figure  dans  l'équation  (i). 

11  existe  entre  les  six  expressions  W  de  remarquables  relations  q 
se  déduisent  toutes  d'un  théorème  bien  connu  de  la  théorie  des  fra 
J,ions  rationnelles. 

Si  l'on  désigne  par  7r,,7rj,...,re  les  produits  des  six  quantités 
définis  par  les  équations  suivantes  : 

77|  =  (  A|  —  /j)   (A|  —  /.j)»»»   (  A|  —  A«), 
TTj  =  (  /j  —  Ai  )  (  Aj  —  A3  ). .  •  (  Aj  —  A«  ) , 


7:,=  (>,—  i, )  (^  —  >., )...  ( ><  —  ).s); 


et  si  d'ailleurs  çj»( A)  désigne  une  fonction  quelconque,  duquatrièt 
degré  au  plus,  de  ).,  on  sait  qu'on  aura  identiquement 

(4)  -Jlil^2ih}^...^9jk)=o. 

Posons  dails  cette  formule  o(X)  =:  W,  nous  serons  conduits  ai^  iïii 
rème  suivant  : 

Si  W,  =  o,  Wj  =  o,...,  VVe=  o  sont  les  équations  tangentielles 
six  poiiUs  d'une  conique^  on  peut  toujours  déterminer  six  grandeu 
TTj,  TT,,...,  TTe  telles,  que  r on  ait  identiquement 

(5)  î-H Î--4-...H '-=0. 

Il  est  vrai  (jue,  d'aprcVs  les  équations  (3),  les  six  expressions  W  q 
une  forme  tout  à  faitdélermiiiée;  mais,  s(ms  quelque  forme  que  soie 
écrites  les  é(|uations  de  nos  six  points,  il  est  clair  qu'elles  ne  dillèr^ 
des  six  é(juations  (3)  que  par  des  mulliplicateui's  constants,  en  s< 
qu(î  les  équations  les  plus  générales  des  six  points  seraient  de  la  foi 

V,  zz:«,\V,  =  0,     V,=  r/,\V,=  o,. . .,     Ve=/ï«W,=  o. 
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Lcquatiou  (5) devient  alors 

et  Ton  voit  qu'elle  conserve  la  même  forme.  Toutefois  les  facteurs  con- 
stants a|ir|  n'ont  plus  la  signification  simple  qui  leur  avait  été  attri- 
buée, et  ne  représentent  plus  les  produits  des  différences  des  six 
quantités  1.  On  peut  d'ailleurs  donner  du  théorème  qui  précède  une 
démonstration  directe  qui  permettra  d'établir  la  réciproque. 

A  cet  effet  considérons  six  points  d'une  conique,  dont  les  coordon- 
nées homogènes  soient  :  Xi  t/i  Zi,  x^ y^Zt^...^  x^ y^ z^.  Soit 

Ax*  -f-  A'j'  -t-  A" 2'  -f-  2Bj2  -f-  aB'xz  -f-  aB"  j;/=::o 
réquation  de  la  conique,  on  aura  les  six  équations 

AarJ-hA'^'î  -*-... =  o, 

^^,  /  AjcJ  -f-A'/5-f-...=  o, 

j • » 

Ax]  -f- A'jî  -h. .  .=  o, 

qui  expriment  que  les  six  points  sont  sur  la  conique. 

On  peut  toujours  évidemment  déterminer  six  grandeurs  r,,...^  ;:«, 
telles,  que  cinq  des  six  équations  suivantes  soient  satisfaites  : 


=  0, 


-    =o, 


(:; 


7^1 

+  .. 

7^1 

772 

-f-.  . 

TTe 

.3 

^2 

-t-    "' 

-t-.  . 

XiZi 

7T| 

4-.. 

i.6 

x.Vt 

x,r. 

-f-.. 

<>  1 

ZiXx 

,     ZiX-^ 

•-+-.. 

T.t 

\ 

-   =o. 


o, 


-  —  =  0, 


1^  o. 


Or,  si  l'on  divise  les  équations  (6)  respectivement  par  7ri,.-o  ^e  <'ï^ 
qu'un  les  ajoute  par  lignes  verticales,  on  voit  que  de  cinq  équations 
(lu  système  (7)  résulte  toujours  la  sixième. 
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Les  systèmes  (6)  et  (7),  sont  donc  équivalents  et  le  second,  auss 
biehquele  premier,  suffit  à  exprimer  que  les  six  points  1,2,...,  ( 
sont  sur  une  conique. 

Cela  posé,  multiplions  les  équations  (7)  paru',  p',  tv*,  21^^,  2uv 
2  tvu  respectivement,  etajoutons-les par  lignes  verticales.  Lecoefficien 

de  —   sera    luXi  -*-  i^y,  •+■  ivz,)*.    Posons    W,-  =  ux,  4-  ry,  -f-  tfx, 

Wi  =  o  sera  l'équation  tangentielle  du  point  x<y/X/,  et  l'on  aura  idn 
Hquement 

!-H 2- -h.  .  .H i  =0. 

C'est  l'équation  de  condition  (5).  Si  l'on  exprime  d'aiUeurs  que  cett 
équation  est  identique,  c'est-à-dire  vérifiée,  qu'elles  que  soient  les  \i 
leurs  du  u,  i^,  w,  elle  se  décompose  dans  les  six  équations  ( 7) .  On  pei 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  Wi  =  o,  W,  =  o,.. .,  We  =  o  sont  ks  équations  de  six  points, 
si  les  premiers  membres  de  ces  équations  satisfont  à  une  éqiuition  ide\ 
tique  de  la  forme  (5  ),  les  six  points  sont  sur  une  conique. 

L'équation  (5)  a  été  obtenue  en  remplaçant,  dans  l'équation  (4 
(^(X),  qui  est  une  fonction  du  quatrième  degré  au  plus,  par  W.  G 
peut  encore  remplacer  ^(X)  par  W  ou  A  W  ou  X'W,  cl  l'on  obtiei 
les  nouvelles  équations  identiques 

(8)  -  {  ^w,  +  ^W,-t-...-i- -W,  =  o, 

^W,-4-^W.-t-...-t-  -•W.  =  o. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si  W,  =0, . . . ,  W«  =  o  sont  les  équations  de  six  points  d*unt  coniqu 
on  peut  toujours  trouver  six  arbitraires  X  et  six  arbitraires  ::,  telles,  q\ 
les  trois  équations  (8)  aient  lieu  identiquement. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  encore  vraie  : 

Si  W,  =  o,  W,  =  o, . . . ,  We  =  o  sont  les  équations  de  six  points. 
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SI  l'on  peut  trouver  six  arbitraires  1^  et  six  autres  constantes  t,  telles, 
que  les  équations  {8)  aient  lieu  identiquement,  les  six  points  seront  sur 
une  conique. 

Pour  établir  celte  réciproque,  nous  montrerons  que,  lorsque  les 
t^uations  (8)  ont  lieu,  les  six  points  forment  lin  hexagone  de  Pasca], 
cVsl-à-dîre  un  hexagone  dont  les  côtés  opposés  se  rencontrent  en 
trois  points  p,  9,  r  situés  sur  une  même  droite. 

A  cet  eilët,  nous  remarquerons  qu*en  éliminant  deux  des  sym- 
boles W,  les  équations  (8)  Soumissent  de  nouvelles  identités,  ne  con- 
tenant que  quatre  de  ces  symboles.  Multiplions,  par  exemple,  pour 
éliminer  W„  We,  les  trois  équations  respectivement  par 

l't  ajoutons.  Nous  obtenons 

W  W  ' 

V        (h  -  l,){h  -  ^)  -^  -f-  (X,  -  >s)  (h  -  ).}  -^ 

I    -t- (>,- X.)  (X,  -  A.)  ^  +  (i. -i.)(^ ->.)  —  =  o- 

On  obtient  de  cette  manière,  en  éliminant  Wj  et  Wj,  W,  et  W4, 
W,  et  W5,  les  équations  identiques 

W  W 

4.  (X,  -  X3)(/.  -  X.)  -^  -4-  (X,  -  X,)(X,  -  >,)  ^  :=  o, 

T.,  TTs 

w  w 

(h  -  )..)(>•.  -  X,  )  -^  +  (X,  -  ?J {X,  -  X,)  -^ 
I  -t-{X»-/^)(X.-X,)-^4-()^-X,){X.-X,)— ^  =0, 

•\ 

W  w 

(X3  -  XO (X3  -  Xa)  -^  -4-  (X,  -  XO(X,  -  xo  -^ 

W  w, 

-+-(>^—  XJ(/^  — Xj)  — ^  -h  (X,  —  Xs)  (X.  —  Xj) — ^  =0. 
Soient  maintenant  les  trois  équations  suivantes,  qui  ne  sont  plus 
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des  identités  et  qui  représentent  trois  points  en  coordonnées  tangen- 
tielles  : 

W  W 

p)  (X.-X,)(X.->.)— ^-+-(X,-X3)(X,->.)-l  =  o, 

q.)        (>.  -  >-.){^-  >.)  —  +  0"  -  ^){>-^  -  ^.)?^  =  o, 

r)  (>3  -  l,){h  -h)—  -h  {h  -  l,){h  -  XO  -^-i  =0. 

Considérons  Tun  de  ces  i>oints,  le  premier  par  exemple.  En  vertu 
de  la  preniièn^  des  identités  (10),  son  équation  pourrait  s'écrire 

(>,.  -  ).,){>..  -)>.)  —  +  {h  -  X,)(>.»  -  h)—  =  o. 

On  voit  donc  que  ce  [)oint  est  à  la  fois  sur  les  côtés  (12)  d'après  11 
première  équation,  et  (45)  d'après  la  seconde.  C'est  donc  le  point 
d'intersection  des  deux  cotés  opposés  (la)  et  (4«T>^  de  l'iiexagone.  On 
verrait  de  même  que  le  point  9)  est  à  l'intersection  des  cotés  (aS] 
et  (56)  et  le  point  r)  à  l'intersection  des  cotés  (34)  et  (61). 

D'ailleurs  si  l'on  multiplie  les  trois  équations/}],  9),  r),  par 

(),-X.)(X.-)^),         (>.,-Xc)(X3~).s),         (>.-).5)(X4->^), 

et  qu'on  les  ajoute,  on  retrouve  l'équation  identique  (9),  multipliée 
par  (X|  — ij)  (X^  —  ij).  Puisque  les  équaticms  des  trois  jK)ints  onl 
ime  somme  identiquement  nulle,  les  trois  [)oint  sont  (*n  li»ne  droite^ 
ce  qui  est  le  théorème  de  Pascal  (*). 
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gebllde  u.  der  algebraïschen  Curven  u.  Flâchen  als  deren  Erzei 
nisse.  Gr.  in-8.  Leipzig,  Teubner.  i8  n 

Winckler  (A.).  —  liber  einige  vielfache  Intégrale.  Lex.8.  Wien,  ( 
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BERTRAND  (J.),  membre  de  Tlnstitut,  professeur  à  l'École  Poly- 
technique et  au  Collège  de  France.  —  Traité  de  Calcul  diffé- 
icfTiEL  ET  DE  Calcul  INTÉGRAL.  Colcul  intégral.  Intégrales  définies 
et  indéfinies,  — In  4**i  xii-723  pages  -,  1 870.  Paris,  Gauthier-Villars. 
Prix  :  3o  francs. 

cr  Ce  Volume,  qui  fait  suite  au  Traité  de  Calcul  différentiel^  publié 
il  y  a  six  ans  déjà,  en  1864?  contient  la  première  Section  du  Calcul 
intégral.  Les  intégrales  définies  et  indéfinies  y  sont  étudiées  avec  le 
développement  que  m'a  paru  comporter,  sur  ce  sujet  presque  illi- 
mité, un  livre  qui,  pour  les  géomètres,  doit  rester  l'exposition  élé- 
mentaire des  principes.  Mon  intention,  en  effet,  je  tiens  à  le  répéter, 
n'est  pas  de  remplacer,  par  la  lecture  attentive  d'un  seul  ouvrage, 
Tétude  laborieuse  des  œuvres  originales  qui  ont  créé  la  science  :  une 
telle  tâche,  heureusement,  serait  impossible.  Si  je  puis  enseigner  à 
ceux  qui  me  prendront  pour  guide  ce  que  j'appellerais  volontiers  la 
Grmmtnaire  et  la  langue  des  hautes  Mathématiques,  et  accroître,  loin 
de  le  diminuer,  le  nombre  des  lecteurs  des  Lagrange,  des  Gauss,  des 
Abel,  des  Jacobi  et  des  Cauchy,  j'aurai  rendu  à  la  science  un  service 
très-modeste,  mais  de  réelle  importance.  » 

Ces  quelques  lignes,  qui  forment  le  début  de  l'Avertissement  placé 
aa  commencement  du  Volume,  indiquent,  avec  toute  la  netteté  pos- 
sible, le  but  que  s'est  proposé  M.  Bertrand.  Tous  les  géomètres  con- 
naissent d'ailleurs  et  ont  soigneusement  étudié  le  Calcul  différen- 
tiel dont  la  première  édition  est  maintenant  épuisée.  Tandis  que  ce 
premier  Volume  amenait,  conmie  le  désirait  l'auteur,  les  jeunes  géo- 
mètres à  l'étude  des  Mémoires  originaux  écrits  par  les  maîtres  de  la 
science ,  il  fournissait  aux  savants  déjà  exercés  la  première  idée  de 
remarquables  travaux  siu*  des  points  importants  mis  pour  la  pre- 
mière fois  en  lumière  et  développés  avec  la  plus  grande  simplicité. 
Le  Calcul  intégral  n'aura  pas  une  influence  moins  heureuse,  nous 
l'espérons,  sur  le  progrès  des  études  ;  il  était  attendu  avec  impatience, 
et  l'accueil  qu'il  recevra  du  public  récompensera  M.  Bertrand  du 
travail  considérable  qu'il  a  dû  s'imposer  pour  la  publication  d'une 
œuvre  aussi  importante,  et  qui,  dans  l'état  actuel  de  la  science,  pa- 
raissait presque  au-dessus  des  forces  d'une  seule  personne. 

Bull,  des  Scieneei  math^m.  et  astron.,  t.  I.  (Févri<»r  1870.)  4 
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Avant  d'entrer  dans  Tcxamcn  des  différents  Chapitres,  disons  quel 
ques  mots  de  la  méthode  qui  nous  parait  avoir  été  suivie  dans  Tes 
position  de  ces  théories  si  diverses  et  souvent  si  peu  directes  di 
Calcul  intégral.  Dès  les  premières  pages,  le  lecteur  appréciera  san 
doute  l'ordonnance  parfaite  qui  règne  dans  les  différentes  parties  d 
l'exposition.  Les  géomètres  très-habiles  pourront,  peut-être,  désire 
des  démonstrations  plus  complètes  et  plus  développées  sur  quelque 
points^  l'essentiel,  à  nos  yeux,  c'est  que  les  objections  auxquelles  peu 
prêter  une  démonstration  généralement  admise,  les  cas  particoliei 
dans  lesquels  elle  peut  n'avoir  aucune  valeur  soient  indiqués  ave 
précision,  et  c'est  ce  que  ne  manque  jamais  de  faire  M.  Bertrand 
Les  jeunes  étudiants,  surtout,  devront  lui  être  reconnaissants  de  oelt 
méthode  par  laquelle,  sans  les  induire  en  erreur,  on  leur  épargo 
ce  que  la  science  a  de  plus  ardu  et  de  moins  intéressant,  tout  en  leo 
donnant  les  moyens  de  continuer  leurs  études,  et  de  lire  avec  firoi 
les  Mémoires  les  plus  difficiles,  où  les  différentes  questions  sont  irai 
tées  de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus  détaillée. 

Grâce  aux  limites  imposées  au  développement  des  différents  sujeti 
le  livre,  tout  en  étant  suffisamment  complet,  se  lit  sans  fatigua 
chaque  Chapitre  et  presque  chaque  page  contiennent  d'importanti 
démonstrations,  propres  à  exciter  vivement  l'intérêt  et  présentée 
avec  la  clarté  que  connaissent  les  lecteurs  et  les  élèves  de  M.  Bel 
trand.  C'est  ainsi  que  nous  avons  réussi,  pour  la  première  fois,  à  bie 
comprendre  le  système  nouveau  et  si  difficile  de  représentation  d 
Riemann.  L'exposition  rapide  qu'en  fait  M.  Bertrand  aura  le  mériti 
si  la  méthode  de  Riemann  n'est  pas  abandonnée ,  de  conduire  pli 
sieurs  géomètres  à  l'étude  des  beaux  Mémoires  écrits  par  ce  savaflj 
dont  la  science  entière  déplore  la  mort  prématurée  et  qui  piral 
avoir  été  aussi  remarquable  par  les  qualités  aimaUes  du  cœur  qa 
par  la  distinction  de  son  esprit  {*). 

L'Ouvrage  se  compose  de  trois  Livres  principaux  dont  nous  alkNl 
indiquer  rapidement  le  contenu. 

LIVRE  I.  Intégrales  définies  et  indéfinies. 

Chapitre  V".  Diverses  méthodes  pour  VinUgration  des  différeniktki 
Préliminaires.  Le  S  IV  traite  de  quelques  sommations  réduites 

(  *  )  Voir  B.  RitiiA!i!i,  Équatiom  aux  dérivées  partielles  publiées  par  K,  Haiiemdor^ 
Pré/ace,  et  Notice  sur  Biemann  dam  let  Jctex  de  la  Société  de  Gôttrngue. 
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des  intégrales,  par  exemple  la  somme 


I  I  I 

H 


n      n-hï  un 

lonqae  11  croit  indéfiniment.  Fonctions  hyperboliques. 
CBÂFinB  n.  bUégraiUm  des  fraciiom  raiiannelles.  ' 
Cmàmrnm  m.  IniégmiUm  des  différefUieUeê  (Ugébriquei  irration- 

C'est  1  la  fin  de  ce  Chapitre  qp'est  traitée  la  réduction  des  intégrales 
elliptiq[Qe8  à  la  forme  normale.  Cette  disposition  offre  l'avantage  de 
d^ager  et  de  simplifier  1  l'avance  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
La  néthodc  de  rédodioii  employée  est  cdle  qui  résulte  de  la  iranS' 
fÊnmûH&m  Umémkn  de  la  fiNme 

_  gjr-f-(3 

L'auteur  termine  par  l'examen  de  quelques  intégrales  se  ramenant 
aux  intégrales  elliptiques. 

CHAFiTmB  IV.  IiUégraUon  des  fonetians  irigonaméiriqueB  et  exponm- 
lîdki 

GurrrRX  Y.  Sur  VimpooUnUté  de  certaine$  ifUégraHons. 

Cet  important  Chapitre  contient  le  résumé  des  travaux  d'Abel  et 
de  H.  Liouville  sur  l'impossibilité  de  certaines  intégrations.  L'étude 
de  ces  traraux  est  justifiée  par  leur  intérêt  propre,  l'ordre  d'idées 
foivi  ramenait  d'ailleurs  d'une  manière  nécessaire.  Après  avoir 
exposé  les  différentes  méthodes  d'intégration,  après  avoir  montré 
qu'elles  ne  réussissent  que  dans  un  nombre  restreint  de  cas,  il  était 
bon  d'eiqpliqiier  que  certaines  intégrations  sont  tout  i  fait  impossi- 
bles avec  le  nombre  limité  de  rignes  de  foneliom  adoptés  par  les  géo- 
■èlres.  Le  Chapitre  contient  l'exposé  des  démonstrations  de  M.  Liou- 
ville,  eo  moins  dans  les  cas  les  plus  simples,  et  se  termine  par  une 

/Pdx 
— =-  con- 
tient un  seul  logarithme. 
Chapitax  VI.  Calcul  direct  des  intégroUi  définies. 

CsipmiB  Vn.  Emploi  de$série$  dam  le  calcul  des  intégrales  définies. 
On  trouvera,  à  la  fin  de  ce  Chapitre,  quelques  formules  très-géné- 

4- 
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raies  dues  h  Poisson,  Abel,  Jacobi,  Kummer,  et  contenant  des  fou 
tions  arbitraires.  Ces  formules,  néanmoins,  sont  soumises  à  quelqi 
restrictions  qui  sont  soigneusement  indiquées.  Toutefois  la  fonni 
suivante 

I     9(«)(cosjr)sin"\rrfjr  =  3.5. .  .(ai— i)    I     (^{cosx) cas ixdâ 

t/o  •^o 

est  vraie  dans  tous  les  cas ,  comme  cela  résulte  de  la  seconde  i 
monstration  donnée  p.  174- 

Chapitre  VIII.  Di/férentiation  et  intégration  sous  le  iigne  I  •  Api 
cation  au  calcul  des  intégrales  définies. 

Chapitre  IX.  Intégrales  définies  obtenues  par  des  méthodeê  dioen 
Théorème  de  Cauchy.  Formules  de  Frullani,  de  Fourier.  In 

/sin  ttsif 
— ; <]p(x)djr,  lorscjue  n  croît  indéfiniment. 

Ces  quatre  derniers  Chapitres  forment  un  recueil  bien  com] 
d'intégrales  définies,  dans  lequel  les  recherches  sont  facilitées 
une  division  méthodique  et  par  la  Table  analytique  placée  â  la  fin 
rOuvrage. 

Chapitre  X.  Intégrales  eulériennes. 

Théorie  développée  des  intégrales  eulériennes  de  première  et 
seconde  espèce. 

Définition.  Formule  d'Euler.  Evaluation  de  T  (x)  pour  x  ti 
grand.  Expression  T  (n)  sous  forme  de  produit  infini.  Dévelop 
ment  de  /F  (fi  -4-  1)  en  série.  Calcul  numérique  des  intégrales  ei 

riennes.  Etude  de  la  fonction  tj/  (a?)  =:  — t — -  •  Application  au  cd 

des  probabilités.  Intégrales  eulériennes  de  première  espèce.  Ta) 
d'intégrales  eulériennes. 

Ce  Chapitre  contient,  on  le  voit,  un  ensemble  de  propositimu 
la  plus  grande  importance.  On  y  retrouvera  avec  plaisir  uftc.  I 
ingénieuse  démonstration  de  Gauss,  pour  calculer  la  fonction  <(»  | 
lorsque  x  est  commensurable. 

Chapitre  XI.  Intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires. 

C'est  à  Cauchy,  on  le  sait,  que  revient  l'immortel  honneur  d^tf 
créé  cette  théorie  des  intégrales  à  limites  imaginaires,  destinée  à  rei 
vcler  le  Calcul  intégral.  Jusqu'à  l'apparition  du  Mémoire  sur  les  i 
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craies  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires,  on  pouvait  croire 
que  le  cercle  d'idées  ouvert  par  Newton  et  Leibnitz  avait  été  exploré 
dans  ses  parties  essentielles.  Quelques  théories  paraissaient  seules 
mancper  au  développement  du  Calcul  intégral,  et,  au  commencement 
dnsiëcle,Lagrange,Laplace,  Fourier  avaient  surtout  étudié  les  appli- 
cations du  Calcul  différentiel  à  la  Mécanique,  à  l'Astronomie  et  à  la 
Physique  mathématique.  Cauchy,  par  sa  théorie,  a  ouvert  une  voie 
iKmveUe  dans  laquelle  l'ont  suivi,  avec  le  plus  grand  succès,  les  plus 
éminents  géomètres  de  notre  époque.  MM.  Puiseux,  Weierstrass, 
Riemann,  ftâot  et  Bouquet,  Clebsch  et  Gordan  ont  déjà  fondé,  en 
prenant  tous  pour  base  les  travaux  de  Cauchy,  des  théories  impor- 
tantes dont  l'étude  s'impose  à  tous  les  géomètres  désireux  de  s'in- 
stmire  et  de  faire  progresser  à  leur  tour  le  Calcul  intégral.  Grâce 
aux  notions  dues  à  Cauchy  et  aux  développements  récents  que 
nous  Tenons  de  signaler,  on  a  été  conduit  à  une  manière  nouvelle 
de  poser  tous  les  problèmes  du  Calcul  intégral,  qui  promet  à  notre 
époque  de  nombreuses  et  importantes  découvertes.  M.  Bertrand 
expose,  avec  les  développements  nécessaires,  la  théorie  de  Cauchy; 
mais  il  commence  par  une  remarque  nouvelle  sur  un  Mémoire  de 
Pbîsson. 

Dès  181 1,  on  ne  peut  le  contester.  Poisson  avait  rencontré  la  dif- 
ficulté relative  aux  imaginaires  et  avait  fait  un  pas  notable  vers  la 
solution.  Cette  remarque  n'enlève  rien,  du  reste,  dans  l'esprit  de 
1  auteur,  aux  droits  de  Cauchy  :  «  Ce  passage  très-remarquable,  dit-il 
(p.  294)9  contient  la  définition  précise  des  intégrales  imaginaires  qui 
ont  joué  depuis  un  rôle  si  important  ;  mais,  satisfait  d'avoir  écarté 
une  difficulté  singulière  qui  l'avait  un  instant  étonné.  Poisson  n'a 
suivi  aucune  des  conséquences  de  son  ingénieuse  explication,  en  lais- 
sant à  Cauchy  l'honneur  de  créer  la  théorie  nouvelle.  » 

Les  exemples  choisis  et  développés  feront  bien  comprendre  l'uti- 
lité des  idées  nouvelles  proposées  par  Cauèhy  ;  l'auteur  justifie  quel- 
ques démonstrations  dans  lesquelles  les  intégrales  imaginaires  ont 
été  introduites  sans  examen  suffisant-,  en  sorte  que  son  exposition 
peut  être  considérée  conmie  la  préparation  la  plus  convenable  à  l'é- 
tude des  ouvrages  spéciaux  où  l'on  glisse  beaucoup  trop  rapidement 
sur  les  commencements  de  la  théorie.  Le  Chapitre  se  termine  par 
les  conséquences  les  plus  importantes  :  variation  brusque  d'une  in- 
tégrale imaginaire  ;  nombre  des  racines  dans  un  contour  ^  recherches 
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de  M.  Puiseax;  aperça  sommaire  des  méthodes  do  représenUtif 
des  imaginaires  suivies  par  Riemann. 

Chapithe  Xn.  Caleul  numérique  de  la  valeur  approchée  d^um  ÛU 
qrale  définie. 

Méthode  des  trapèzes,  de  Cotes,  de  Simpson.  Méthode  de  Gan 
par  les  fonctions  X.,.  Application  à  un  exemple.  Formule  d'Eu!! 
Cette  formule  si  importante  est  celle  qu'on  peut  écrire  de  la  manil 
suivante 

'  1         ^         1.2  * 


•  •  •  . 


La  démonstration  en  est  présentée  avec  la  plus  grande  sinqplicil 
grâce  à  des  développements  préliminaires  que  M.  Bertrand  avait 
la  prévoyance  de  placer  dans  le  premier  Volume. 

LIVRE  n.  Applications  et  développements. 

Chapithe  V.  Évaluation  dei  aire$plane$  et  de$  ara  de  courbe. 
Théorèmes  de  Steiner  sur  les  roulettes,  de  M.  Holditch,  de  Paac 
de  Fagnani,  de  M.  Chasles  sur  les  arcs  d'ellipse,  et  de  M.  Talbot. 

Chapitre  II.  Évaluation  des  surfaces  courbes. 

Emploi  des  coordonnées  curvilignes.  Surface  de  l'ellipsoïde  trai) 
par  les  méthodes  les  plus  simples.  Introduction  des  rayons  de  coi 
bure  dans  l'expression  de  la  surface,  etc. 

Chapitre  III.  Détermination  des  volumes. 

Chapitre  IV.  Calcul  de  Fattraction  des  corps  solides. 
Loi  générale  de  l'attraction.  Solide  de  plus  grande  attractif 
Attraction  d'une  sphère,  d'un  ellipsoïde.  Potentiel.  Principe  i 

images. 

Chapitre  V.  Théorie  des  intégrales  multiples. 

Formule  de  Poisson.  Méthode  de  Diriehlet.  Changement  de  var 
blés.  Courbure  totale  d'une  surface  fermée.  Formide  de  Grei 
Théorie  des  surfaces  de  niveau  par  M.  Chasles.  Théorème 
M.  Crofton.  Le  dernier  théorème  est  celui  qui  a  été  oommnniqai 
l'Académie  des  Sciences,  et  qui  établit  une  relation  entre  une  inl 
grale  double  étendue  à  l'extérieur  d'une  courbe  convexe,  l'aire  et 
périmètre  de  cette  courbe.  Nous  croyons  nouvelle  la  démonstrati 
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que  propose  M.  Bertrand  et  qui  est  fondée  sur  le  calcul  des  proba- 
bilités. 

Chapitre  VI.  Calcul  inverse  des  intégrales  définies. 

Transformation  d'une  série  en  intégrale  définie.  Série  bypergéo- 
métrique  de  Gauss.  Fonctions  génératrices  d'Abel. 

Les  problèmes  qui  font  Tobjet  de  ce  Chapitre  ne  sont  pas  suscep- 
tibles d*une  définition  précise.  On  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
exprimer  une  quantité  par  une  intégrale  définie.  M.  Bertrand  a  réuni 
les  exemples  les  plus  élégants.  Nous  avons  plus  particulièrement 
remarqué  le  problème  général  traité  par  Abel,  à  l'occasion  de  la 
uutocbrone  dans  le  vide. 

Chapitek  VII.  Quelques  développements  en  série. 

Formule  de  Tajlor.  Théorème  de  Laurent.  Fonctions  bien  défi- 
nies. Série  de  Lagrange,  démontrée  par  la  méthode  si  simple  de 
M.  Rouché.  Séries  trigonométriques  conformément  aux  principes  de 
Dirichlei.  Fonctions  Y„  de  Laplace.  Développements  en  séries  ordon- 
nées suivant  ces  fonctions. 

CHAPmuB  Vin.  Intégrabilité  des  fonctions  différentielles. 

Cette  question,  on  le  sait,  a  fait  l'objet  des  recherches  de  plusieurs 
géomètres  et  de  M.  Bertrand  en  particulier.  On  trouvera,  dans  ce 
Chapitre,  des  résultats  élégants  obtenus  par  l'auteur  et  quelcpies 
lutres  géomètres,  Poisson,  Joachimsthal,  etc. 

LIVRE  in.  Théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Ce  Livre,  le  dernier  du  volume,  contient  seulement  les  points 
essentiels  de  la  théorie.  Les  fonctions  elliptiques  ont  acquis  aujour- 
d'hui une  grande  importance  ^  pour  les  traiter  complètement,  il  fau- 
drait leur  consacrer  au  moins  tout  un  volume.  Si  M.  Bertrand  nous 
avait  donné  une  étude  aussi  complète,  nous  lui  en  aurions  été  certai- 
nement très-reconnaissants,  mais  il  faut  bien  avouer  qu'un  tel  dé- 
veloppement aurait  établi  une  grande  disproportion  entre  les  dif- 
férentes parties  de  l'œuvre.  On  sait  que  deux  méthodes  principales 
et  tout  à  fait  différentes  peuvent  être  adoptées  dans  l'exposition  de 
la  théorie.  Jkcobi  et  M.  Hermite,  laissant  de  côté  le  Calcul  intégral, 
ont  commencé  par  la  théorie  développée  des  fonctions  0.  M.  Ber- 
trand est  resté  fidèle  i  l'ordre  historique.  La  méthode  qu'il  a  suivie  et 
qu'il  avait  déjà  développée  dans  son  cours  du  Collège  de  France,  est 
celle  qui  a  son  origine  dans  les  travaux  d'Abel  et  de  Cauchy. 
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Chapitre  P'.  Théorêtnes  relatifs  â  Vaddition  des  iniégraleê. 

Méthodes  de  Lagrange,  de  Jacobi.  Théorèmes  de  Poncelet.  liW 
rème  d'Abel.  Interprétation  géométrique  de  M.  Clebsch. 

Le  théorème  d*Abel  ne  nous  a  pas  paru  développé  d'une  manU 
suffisamment  complète.  Espérons  que,  dans  la  prochaine  éditk 
M.  Bertrand  lui  consacrera  une  place  plus  honorable,  ainsi  qu'i 
théorie  des  fonctions  abéliennes  qui  a  fait  dans  ces  derniers  tem 
des  progrès  si  considérables. 

Chapitre  U.  Double  périodieité  des  fonctions  elliptiques. 
Addition  des  ai^ments.  Définition  précise  des  fonctions  elli| 
ques.  Théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  périodiques.  Proposili 
de  M.  Liouville  :  l'auteur  fera  un  emploi  fréquent  de  cette  imp 
tante  proposition  qui  introduit  tant  de  simplicité  dans  la  théoi 
Elle  remplace,  en  effet,  d'une  manière  avantageuse,  la  considérât 
des  fonctions  symétriques  des  racines  qui  a  été  le  point  de  déf 
d'Abel  dans  ses  Mémoires  sur  la  multiplication  et  la  transfon 
tion. 

Nous  avons  aussi  remarqué  une  démonstration  géométrique  ti 
simple  de  l'impossibilité  d'une  troisième  période.  Cette  démonsl 
tion  avait  été  déjà  donnée  dans  le  cours  de  M.  Bertrand,  mais  il 
juste  d'indiquer,  à  cause  de  l'importance  du  principe  employé,  i 
DIrichlet  avait  fait  usage  de  considérations  semblables  dans  son  J 
moire  sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  ternaires,  inséré 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  2*  série,  t.  IV,  p.  a 

Chapitre  III.  Multiplication  et  division  de  V argument. 
D'après  la  méthode  d'Abel,  simplifiée  par  Jacobi.  Application  1 
points  d'inflexion  des  courbrs  du  troisième  ordre. 

Chapitre  IV.  Expressions  des  fonctions  elliptiques  sous  forme 
produits. 

La  théorie  de  la  multiplication  indique,  comme  pour  les  fonctii 
circulaires,  la  forme  de  ces  développements  qui  sont  ensuite  étal 
v.n  toute  rigueur.  Influence  de  l'ordre  des  facteurs  dans  les  prodi 
infinis.  Théorèmes  de  M.  Cayley. 

Chapitre  V.  Fonctions  H  (x)^  0  (x)  de  Jacobi. 
Développements  en  série.  Intégrales  de  deuxième  et  de  troisiè 
espèce. 
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Chapit&b  VI.  Transformation  des  fonctions  elliptiques, 
Transfonnations  linéaires.  Échelle  des  modules  de  Lagrange,  de 
Ganss.  Principe  algébrique  de  Jacobi.  Théorie  d'Abel. 

CfliPiraE  Vn.  Calculs  numériques.  Tables, 

Ce  dernier  Chapitre  est  consacré  à  des  applications  et  à  des  calculs 
très-intéressants.  II  se  termine  par  quatre  Tables  donnant  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  elliptiques. 

C'est  avec  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  que  se  termine  ce 
premier  Volume  de  Calcul  intégral.  L'analyse  rapide  que  nous  venons 
d*en  faire  ne  peut  donner  qu'une  idée  bien  imparfaite  des  nom- 
breuses richesses  réunies  et  mises  en  oeuvre  dans  ce  volume  de  plus 
de  700  pages,  dont  la  lecture  est  pourtant  si  facile  et  si  attrayante. 
Espérons  que  nos  jeunes  mathématiciens  sauront  mettre  à  profit  les 
leçons  d'an  maître  si  dévoué,  et  lui  fournir  l'occasion  d'ajouter  de 
nouveaux  Chapitres  à  son  livre  dans  la  prochaine  édition.  En  tous 
cas,  nous  serons  l'interprète  de  tous  auprès  de  l'auteur  en  le  remer- 
ciant sincèrement,  et  en  le  priant  de  toutes  nos  forces  de  hâter  l'im- 
pression du  troisième  Volume  dont  tant  de  parties  sont  déjà  préparées 
et  communiquées  aux  savants  par  l'enseignement  même  de  M.  Ber- 
trand. 

G.  D. 


DUREGE  (ly  H.),  ord.  Professor  am  Polytechnicum  zu  Prag.  — 
Théorie  der  elliptiscbei9  Fukctionen.  Versuch  einer  elementaren 
Darstellung,  — Zweite  Auilage-,  1868.  Leipzig,  Druck  und  Verlag 
von  B.  G.  Teubner.  Prix  :  3  Tldr.  (*). 

M.  Durège,  à  qui  Ton  doit  le  premier  Ouvrage  spécial  qui  ait  paru 
sur  la  Théorie  des  quantités  complexes  (^),  avait  déjà,  en  1861, 
publié,  le  premier,  un  traité  élémentaire  des  fonctions  elliptiques. 


(•)  Théorie  des  Fonctions  elliptiques.  Essai  d'une  exposition  élémentaire  ;  par  le  D"'  H. 
Dnftcc,  profeateur  ordinaire  à  l'Institut  Polytechnique  de  Pra^e.  3*  édit.  Leipzig,  chez 
b.-G.  Teubner;  1868.  In-80,  xii-388  pages. 

'  ••  )  Elemente  der  Théorie  der  Punctionen  einer  complexen  verUnderlichen  Grosse ^ 
mu  hesomderer  Btrûektichtigung  der  Schôpfungen  Riemanns  bearbeitet  Don  D"*  H.  Dcrèce, 
ordenU.  Professor  am  Polytechnicum  zu  Prag.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.-G. 
Tevlmer;  i864-  ln-8^,  xii-'J38  pages. 
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destiné  à  remplacer  le  livre  déjà  vieiUi  de  Verhakt.  Le  tuccès  de 
traité,  attesté  par  récoulement  rapide  de  la  première  édition^  est  < 
aux  qualités  de  rédaction  qui  le  distinguent  et  au  choix  heureux  t 
plan  le  plus  propre  à  faciliter  aux  commençants  l'étude  de  oei 
branche  importante  du  Calcul  intégral. 

Dans  Tintervalle  qui  s'est  écoulé  entre  les  deux  éditions,  ont  pa 
deux  autres  Ouvrages  sur  le  même  sujet  et  destinés  au  même  but  q 
celui  de  M.  Durège.  Le  premier  de  ces  Ouvrages  est  le  volume  pub 
à  Berlin  en  1864  par  M.  Schellbach,  et  Intitulé  :  Die  Lehrewmi 
elUptiêchen  Integralen  und  dm  ThetOr-Funetianen.  L'auteur  de  ce  lii 
a  choisi  le  mode  d'exposition  recommandé  par  Jacobi  vers  la  fin 
sa  vie,  en  prenant  pour  point  de  départ  les  fonctions  6,  défin 
d'abord  comme  des  produits  infinis.  Une  fois  que  l'on  a  établi 
propriétés  fondamentales  de  ces  fonctions,  on  en  déduit,  avec  u 
grande  facilité,  les  formules  relatives  aux  fonctions  elliptiques, 
traité  de  M.  Schellbach  se  recommande  par  le  recueil  complet 
formules  qu'il  contient  et  par  le  soin  avec  lequel  sont  exposées 
méthodes  de  calcul  numérique.  Seulement  on  est  forcé  de  convei 
que  les  commencements  sont  présentés  sous  une  forme  synthétiq 
assez  pénible  à  suivre,  et  laissent  parfois  cpielques  inquiétudes  H 
le  rapport  de  la  rigueur  des  déductions.  Un  autre  inconvénient, 
point  de  vue  des  commençants,  résulte  des  changements  que  l'auteii 
cru  devoir  apporter  aux  notations  classiques  {*)  proposées  par  Jaool 
ce  qui  peut  causer  quelque  embarras,  lorsqu'on  veut  entreprendre 
lecture  d'un  autre  livre  que  celui  qu'on  a  étudié. 

L'autre  traité  dont  il  est  question  fait  partie  du  second  Yolm 
du  Campendium  der  hoheren  Analyiiê  de  M.  Schlômilch  ( Bruns wii 
1866),  et  comprend  186  pages  de  ce  volume.  Il  se  divise  en  de 
Chapitres,  dont  le  premier  traite  des  intégraki  elliptiques,  d'aprèi 
méthode  de  Legendre.  Le  second  Chapitre  est  consacré  k  l'étude  i 
foncliom  elliptiques,  en  partant  de  la  double  périodicité  des  foi 


(*)  H  serait  temps,  croyons-nous,  que  les  géomètres  s'entendissent  pour  faire  €i| 
la  Yariété  si  grande  des  notations  employées  pour  représenter  les  fonctions  ellipti^ 
«t  leurs  périodes.  Pourquoi  n'adopterait-on  pas  uniformément  les  notations  de  imi 

slnam»,    cosamu,    Aamii,  ^ 

«n  les  remplaçant,  quand  les  formules  seraient  trop  longues,  par  les  notations  abi 

de  Guderraann 

snif,    rn  Cl,    dn  ic?  G. 
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lions  inverses  de  l'int^;rile  de  première  espèce,  et  passant  de  là  aux 
fonctions  Al  de  Weierstrass  et  aux  fonctions  6  de  Jacobi. 

Malgré  les  avantages  que  peuvent  présenter,  à  certains  égards,  les 
méthcMles  suivies  par  ces  deux  auteurs,  M.  Durège  a  maintenu  à  très- 
peu  ]»és  le  plan  qu'il  avait  suivi  dans  sa  première  édition,  et  dont 
nous  allons  essayer  de  donner  une  idée,  en  analysant  rapidement  les 
diverses  SecUons  du  nouveau  volume. 

SfÊcnon  I.  t>ifMiimi  ie$  fonction»  ellipîiqueê. 
Ces  fonctions  sont  définies  comme  formées  avec  les  lignes  trigono- 
mélriqnes  de  la  fonction  f  =:  amn,  inverse  de  l'intégrale 


Jo   v^i  —  Ar'si 


sin'9 

L'aotetir  adopte  la  notation  de  Jacobi,  en  indiquant  les  abrévia* 
lions  très-€ommodes  proposées  par  Gudermann.  Comme  exemple,  il 
applique  ces  fonctions  1  la  théorie  du  pendule  circulaire. 

Sbctio9  n.  PiriaiieiU  des  fonctùmi  elliptique». 

La  double  périodicité  de  ces  fonctions  est  établie  d'après  la  mé- 
tliode  de  Jacobi,  qui  est  la  plus  simple ,  quoique  laissant  à  désirer  du 
côté  de  la  rigueur.  Mais  l'auteur  revient  sur  cette  question  dans  la 
dernière  Section,  où  il  emploie  une  méthode  à  l'abri  de  toute  objec- 
tion. 11  continue  à  prendre  pour  exemple  l'application  des  résultats 
obtenus  au  problème  du  pendule  circulaire. 

Section  m.  Réduction  de»  intégrak»  elliptique»  à  la  forme  nonnak. 

Cette  question  est  traitée  d'après  le  Mémoire  de  Richelot  :  Ueber 
die  SubeUêuHonen  der  ersten  Ordnung  und  die  Utnformung  der  ellip- 
ti»dun  Intégrale  in  die  Normal form  {Journal  de  Crelk,  t.  XXII). 
Applications  au  pendule  circulaire  et  à  la  rectification  de  la  lemnis- 
cate. 

SicnoH  IV.  De»  troi»  e»pêce»  d*intégrak»  eUiptiques. 
L'auteur  suit  la  marche  de  Legendre.  Comparaison  des  notations 
de  Legendre  et  de  Jacobi.  Arcs  d'ellipse  et  d'hyperbole. 

Section  V.  Sur  une  »ub$titution  du  second  ordre  pour  la  réduction 
de»  imiigrak»  elliptique»  d  la  forme  normak. 
Cette  substitution  sert  à  ramener  à  des  valeurs.du  module  et  de  la 
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limite  supérieure  moindres  que  l'unité  l'intégrale 


£ 


où  A  et  (/  sont  quelconques.  Application  au  pendule. 

Section  VI.  Le  théorème  d 'addition. 

Intégration  de  l'équation  diflérentielle  elliptique  par  les  méthod 
de  Sturm,  d'Euler  et  de  Lagrange.  Formules  fondamentales  qui  do 
nent  les  valeurs  de  sin  am  (u  +  u)^  cos  am  (u  +  i^),  etc.,  et  recui 
des  formules  les  plus  importantes  qui  s'en  déduisent. 

Section  VII.  Liaison  entre  les  fonctions  elliptiques  et  la  Triganom 
trie  sphérique. 

Triangle  sphéricpie  dont  les  côtés  sont  amu,  ami^  et  am  (u  ±:  ( 
Déduction  des  formules  de  Gauss  au  moyen  des  propriétés  des  foi 
tions  elliptiques.  Démonstration  du  théorème  d'addition  par  la  T 
gonométrie  sphérique. 

Section  VIII.  Le  théorème  d'addition  pour  les  intégrales  de  secoi 
et  de  troisième  espèce. 

Section  IX.  Le  théorème  d'AbeL 

Cette  Section  constitue  l'addition  la  plus  importante  que  l'auti 
ait  introduite  dans  sa  seconde  édition.  Il  reproduit  la  démonstrati 
donnée  par  Abel  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Remarques  sur  quelq 
propriétés  générales  d*une  certaine  sorte  de  fonctions  transcendas 
{Journal  de  Crelle,  t.  III,  et  Œuvres  d'Abel,  t.  I,  p.  a88).  Ci 
démoristration  est  restreinte  au  cas  où  les  intégrales  contiennent 
radical  carré  portant  sur  un  polynôme  entier  quelconque,  M.  I 
rège  n'ayant  pas  cru  qu'il  fût  nécessaire,  dans  un  Ouvrage  élému 
taire  sur  les  fonctions  elliptiques,  de  parler  du  cas  le  plus  génâ 
traité  par  Abel  dans  ses  derniers  travaux.  De  ce  théorème  on  dédi 
comme  cas  particulier,  le  théorème  d'addition  pour  les  intégn 
elliptiques  des  trois  espèces.  La  méthode  d'Abel  est  exposée  d'aillé 
avec  la  plus  grande  clarté  et  les  plus  heureux  éclaircissements. 

Section  X.  Construction  géométrique  du  théorème  d'addition,  d'of 
Jacobi, 

Cette  construction  est  tirée  du  Mémoire  publié  par  Jacobi,  dan 
t  jme  III  du  Journal  de  Crelle,  et  intitulé  :  Ueber  die  Amwendung 
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eUipiiiehen  Trameendenlm  ouf  ein  Problem  der  Elementargeometrie , 
et  l*aateur  indique  les  additions  qu'y  a  faites  Richelot  {*).  Elle  est  fon- 
dée sur  la  considération  d'une  ligne  polygonale  inscrite  à  un  cercle  et 
circonscrite  a  un  autre,  intérieur  au  premier.  Intégration  géométrique 
de  Téquation  différentielle  elliptique.  Condition  pour  que  le  poly- 
gone se  ferme  ;  application  aux  polygones  de  trois,  de  quatre,  de  cinq 
côtés. 

Sbctioh  XI.  Transformation  de  Landen. 

Démonstration  géométrique  au  moyen  de  la  Section  précédente. 
Applications  au  calcul  numérique  des  intégrales  elliptiques. 

Sectioh  Xn.  Développement  des  fonctions  elliptiques  en  produits 
iM^n%Sm 

Sbctioh  XIII.  Développement  des  fonctions  elliptiques  en  séries, 

Sbctiox  XIV.  Développement  en  séries  des  intégrales  de  seconde 
especCm 

SicnoN  XV.  Développement  en  séries  des  intégrales  de  troisième 
t^pece» 

Dans  ces  trois  dernières  Sections,  l'auteur  a  suivi  les  méthodes 
indiquées  par  Jacobi  dans  ses  Fundamenta, 

Sectioîi  XVI.  La  fonction  de  Jacobi. 

M.  Dur^e  désigne  sous  ce  nom,  proposé  par  Dirichlet,  la  fonc- 
tion O,  i  laquelle  les  travaux  de  Jacobi  ont  donné  une  si  grande 
importance.  U  expose,  d'après  les  Fundamenta^  les  propriétés  de  cette 
fonction,  et  les  relations  de  ces  propriétés  avec  la  théorie  des  nom- 
bres. Démonstration  du  théorème,  que  tout  nombre  est  la  somme 
de  quatre  carrés. 

SccTioH  XVn.  Expression  des  fonctions  elliptiques  au  moyen  de  la 
fonction  de  Jacobi. 


(*)  Fbcr  aussi  Journal  de  Mathématiques  de  M,  UouviUe,  t.  X,  p.  4^^»  ~~  Jacobi  : 
«  Sar  Tapplicstion  des  transcendantes  elliptiques  k  ce  problème  connu  de  la  Géométrie 
>  élémeataire  :  Trouver  la  relation  entre  la  distance  des  centres  et  les  rayons  de  deux 

•  cercles  dont  l'un  est  circonscrit  à  un  polygone  irrégulier,  et  dont  Tautre  est  inscrit  à 

•  ce  même  polygone  ».  T.  XI,  p.  aS  ;  —  Ricbklot  :  «  Application  des  transcendantes  ellip- 

•  tiques  aux  polygones  sphériques  qui  sont  inscrits  à  un  petit  cercle  de  la  sphère,  et 

•  Hreonsrrits  à  un  autre  petit  cercle,  simultanément  ■. 
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Sbctioii  XVIII.  De$  trameendatUei  ^pliquei  d$  iroisUBie  eipée$, 
Étude  de  ces  transcendantes,  exprimées  i  l'aide  de  là  fonction 
Exposé  de  la  belle  découverte  de  Jacobi. 

Section  XIX.  Mauvemeni  du  pendule  iphérique. 

m 

Sectioh  XX.  FaneHom  d 'urne  variable  complexe^  ei  valeun  nmUif 
d^une  intégrale  définie. 

Cette  Section  contient  un  abrégé  de  la  théorie  des  quantités  OQ 

plexes  d'après  Cauchy,  Puiseux,  Riemann,  et  se  termine  par  l'api 

cation  de  cette  théorie  à  la  démonstration  rigoureuse  de  la  don 

périodicité,  telle  qu'on  la  trouve  dans  l'Ouvrage  de  MM.  Briol 

Bouquet. 

J.  HotxEL. 


SÂLMON  (G.),  professeur  au  Collège  de  la  Trinité,  k  Dublin. 
Leçons  d'algèbre  supérieure.  Traduit  de  l'anglais  par  M.  Bai 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  et  augmenté  de  Nom 
M.  Hermite,  Membre  de  l'Institut. — In-8®,  xii-a47  p^g^;  li 
Paris,  Gauthier- Villars.  Prix  :  7*^^,50. 

Lorsque,  dans  la  première  moitié  de  ce  siècle,  on  voyait  se  mu 
plier  les  découvertes  dues  aux  méthodes  si  fécondes  de  la  Géomé 
moderne,  on  pouvait  croire  cette  dernière  appelée  à  prendre  le 
sur  l'ancienne  méthode  de  Descartes  toutes  les  fois  qu'il  s'agi 
d'arriver  i  des  vérités  nouvelles.  Guidée  par  la  synthèse  en  quel 
sorte  intuitive,  la  méthode  analytique  devait,  disait-on  déjà,  se  boi 
k  vérifier,  à  généraliser  les  résultats  obtenus  sans  die.  Il  loi  m 
quait,  en  efiet,  un  principe  général  qui  pût  conduire  directema 
des  théorèmes  nouveaux ,  analogues  k  ceux  de  la  Géométrie  ai 
rieure. 

Ce  principe  est  fourni  par  la  théorie  des  inoarianii  et  des  a 
riante.  On  appelle  ainsi  les  fonctions  des  coefficients  et  des  varia 
d'une  expression  slgébnqae  qui  ne  changent  pas  de  valeur  Ion 
les  variables  sont  soumises  à  une  transformation  linéaire.  La  oQ 
dération  de  ces  fonctions  doit  évidemment  conduire  A  la  déoom 
de  propriétés  des  courbes  et  des  surfaces  qui  sont  indépendante 
choix  des  axes.  En  outre,  on  prévoit  l'importance  de  ces  théi 


i 
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pour  l'étude  des  propriétés  projectives  des  fig^ures,  puisque  la  per- 
spective repose  sur  une  substitution  linéaire. 

On  appelle  férmie  une  expression  algébrique  rationnelle,  entière  et 
komogène.  Toute  fonction  des  coefficients  d'une  forme,  qui  ne  change 
pas  de  valeur  lorsque  les  coefficients  changent  par  suite  d'une  sub- 
stitution linéaire  effectuée  sur  les  variables,  est  un  invariant  absolu 
de  cette  fiMrme;  on  Tappelle  inoariani  relatif,  ou  simplement  inca- 
rimU,  si  sa  nouvelle  valeur  ne  diffère  de  la  valeur  fMÎmitive  que  par 
me  pniasaiioe  du  module  de  la  substitution.  C'est  ainsi  que  l'exprès- 
sîoii  me  —  i*  est  un  invariant  de  la  forme  quadratique  binaire 

parce  que  €ld  —  fr'*  =  (oc  —  6*}  A*,  si  nous  désignons  par  ^,  V^  d  les 
valeurs  des  coefficients  après  la  transformation,  et  par  A  le  module 
de  la  transformation. 

Généralisant  la  définition  des  invariants,  on  appelle  eotariani  une 
fianctîoii  comprenant  k  la  fois  les  coefficients  et  les  variables  d'une 
forme^  et  dont  les  valeurs  successives,  obtenues  par  des  substitutions 
tinéaires,  ne  différent  que  par  un  facteur  égal  à  une  puissance  du 
module, 

9  (a',6',...,  a/, /',...)  =  A^.9  (a,6, ..  .j^fJ^'-O- 
Ua  tmitrecariani  est  un  covariant  qui,  au  lieu  des  variables  rr,  y,  • . . 
de  la  forme  donnée,  renferme  d'autres  variables  Ç,  yj,  .  •  • ,  qui  sont 
transformées  en  même  temps  que  les  premières,  mais  par  la  substi- 
tution inverse,  c'est-à-dire  qu'on  fera 

et 

Une  corrélation  de  ce  genre  a  lieu,  par  exemple,  entre  les  coordon- 
nées trilinéaires  d'un  point  et  les  coordonnées  tangentielles  d'une 
dicite;  die  a  lieu  encore  entre  les  variables  âP,  y, ...  et  les  caracté- 
rîsliqnes  Dj,,  D^,  • .  • ,  puisque 


•    •    •    a 


Dy  =  X|D«  -f-XiD,  H-...,    D/  =  fx, D, -+-fx,D, H- ..., 

Les  dk>airimiiê  ou  covariants  mixtes  renferment  les  deux  séries  de 
variables  Jr,  y,  •  •  • ,  et  |,  u,  . .  • ,  et  ainsi  de  suite. 
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A  côté  des  invariants  et  des  covariants  d'une  forme  unique,  c 
peut  encore  considérer  les  invariants  et  les  covariants  d'un  $ysiémê\ 
formes.  C'est  ainsi  que  le  déterminant  d'un  système  d'équation 
linéaires  est  un  invariant  du  système.  Le  déterminant  d'un  systàfl 
de  formes  quelconques  est  un  covariant,  auquel  on  donne  le  nom  < 
Jacobien. 

L'un  des  invariants  les  plus  simples  est  le  discriminant^  on  l'obtie 
en  cherchant  la  résultante  des  dérivées  partielles  d'une  forme,  prit 
par  rapport  à  chacune  des  variables.  Le  discriminant  est  d'aillei 
égal  au  carré  du  produit  des  différences  de  toutes  les  racines  de  la  ùm 
(  c'est-à-dire  de  toutes  les  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  éf 
lant  cette  forme  à  zéro).  Il  s'ensuit  que  la  réduction  à  zéro  du  dise 
minant  d'une  équation  exprime  la  condition  nécessaire  pour  q 
cette  équation  ait  des  racines  égales.  Si  l'équation  représente  t 
courbe  ou  une  surface,  la  réduction  à  zéro  du  discriminant  expri 
la  condition  nécessaire  pour  que  la  courbe  ou  la  surface  ait  un  po 
double.  Le  discriminant  de  la  forme  ax*  -f-  !ibxy  -h  cy*  est  ac  — 
c'est  le  seul  invariant  que  possède  la  forme  quadratique  binaire. 

Les  deux  équations 

ax^  -4-  2b xy  -4-  cy^  =  o, 
a!x*  -I-  ib'xy  -+-  cfy^  =  o, 

représentent  deux  couples  de  points  sur  une  ligne  droite,  ou  b 
deux  couples  de  droites  passant  par  un  même  point;  elles  ont 
commun  l'invariant 

ac'  -+-  a'c  —  2bb\ 

dont  la  réduction  à  zéro  exprime  la  condition  qui  doit  être  rem 
pour  que  les  quatre  points  ou  les  quatre  droites  soient  en  relal 
harmonique.  Les  covariants  auxquels  on  donne  le  nom  d'^mofii 
représentent  en  Géométrie  les  courbes  ou  surfaces  polaires  d'un  p 
par  rapport  à  une  courbe  ou  surface  donnée. 

Ces  quelques  exemples  suffiront  pour  faire  comprendre  Vivay 
tance  géométrique  de  la  théorie  des  invariants  et  des  covariants,  i 
elle  n'est  pas  moins  féconde  en  résultats  qui  intéressent  l'Algi 
ordinaire  et  la  Théorie  des  nombres.  La  Statique  et  la  sciena 
mouvement,  ainsi  que  la  Physique  mathématique,  y  trouveront  d 
mêmes  un  moyen  de  simplifier  l'énoncé  de  leurs  résultats. 

La  théorie  en  question  forme  déjà  une  nouvelle  branche  de  1 
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fjfbre  supérieure,  que  Ton  appelle  quelquefois  V Algèbre  des  iranefor- 
wmUionê  tinéairei.  On  peut  en  faire  remonter  Torigine  aux  travaux 
de  Gaoss  sur  les  formes  quadratiques  \  peut-être  même  faut-il  en  voir 
le  premier  germe  dans  la  découverte  des  déterminants  par  Leibniz 
(1^3  ),  renouvelée  par  Cramer  vers  1750;  mais  ce  n'est  que  depuis 
vingt  ans  que  la  nouvelle  branche  d'Algèbre  s'est  constituée  en  corps 
de  doctrine,  grâce  aux  travaux  de  Cayley,  Sylvester,  Hermite,  Aroii- 
Iiold,  Qebsch,  Brioschi,  et  de  quelques  autres  géomètres.  Ce  qui  en 
rend  Taccès  un  peu  difficile  au  premier  abord,  c'est  l'introduction 
d'une  foule  de  termes  nouveaux,  choisis  avec  plus  ou  moins  de  bon- 
heur; mais  cette  terminologie  est  d'un  grand  secours  poiu*  abréger  le 
langage,  et  les  inconvénients  qu'elle  offre  seraient  bien  moins  sen- 
siUes,  si  l'on  pouvait  s'accorder  sur  les  dénominations  à  employer, 
de  manière  i  en  restreindre  un  peu  le  nombre. 

La  noavelle  Algèbre  fait  l'emploi  le  plus  large  des  méthodes  sym- 
boliques. On  s'habitue  ici  à  manier  les  symboles  d'opérations  comme 
des  quantités,  à  les  soumettre  aux  procédés  de  calcul  ordinaires; 
cela  abrège  le  raisonnement,  à  peu  près  comme  les  lettres  de  change, 
iobsiituées  au  numéraire,  abrègent  les  opérations  commerciales. 
Ainsi  nous  pouvons,  dans  un  contrevariant,  remplacer  les  variables 
(,  18,  •  •  •  par  les  symboles  D„  D^,  • .  • ,  et  nous  obtiendrons  un  sym- 
bole d'opération  qui  ne  varie  pas  lorsque  les  variables  or,  y, . . .  sont 
transformées  par  une  substitution  linéaire;   en  l'appliquant  à  la 
forme  primitive  ou  à  l'un  de  ses  covariants,  nous  aurons  un  nouveau 
cofariant,  ou  même  un  invariant,  si  les  variables  disparaissent  par 
la  diflerentiation.  De  même  nous  pouvons,  dans  un  covariant ,  rem- 
^acer  a:,  y ,  •  • .   par  Dç,    D,, . . . ,  pour  opérer  sur  un  contreva- 
riant, etc. 

La  méthode  très-simple  que  M.  Cayley  a  donnée  pour  la  formation 
des  invariants  et  des  covariants  repose  sur  les  mêmes  principes.  Étant 
données  plusieurs  formes  U,  V,  W, .  • . ,  nous  pouvons  donner  aux 
variables  x,  y,.  •  m  dans  U  l'indice  i,  dans  V  l'indice  a,  etc.  Or, 
d'après  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants,  le  symbole 

123...  =:(D,,,  D^,  D,,,. . .) 

n'est  pas  altéré  par  une  transformation  linéaire  des  variables  (en 
faisant  toujours  abstraction  du  facteur  numérique  ùf)^  puisque  les 
caractéristiques  D,,  D^,. . .  se  transforment  par  la  substitution  inverse. 

Bmi/.  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  I.  (Février  1870.)  5 
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11  s'ensuit  que  le  résultat  de  Topératioii 


123  .i34  ...UVW... 

sera  un  invariant^  si  les  variables  ont  disparu,  ou  bien  un  coYarian 
s'il  en  reste  et  si  Ton  supprime  les  indices.  Ainsi,  en  faisant 

on  aura,  en  supprimant  le  facteur  numérique  4) 

12  UV  =  «c'  -h  fl'f  —  ibV. 

Rien  n'empêche  d'ailleurs  de  prendre  pour  U,  V,  W, ...  la  mèn 
fonction;  ainsi 

MM.  Aronliold  et  Clebsch  ont  modifié  ce  procédé  comme  il  sui 
En  mettant  Xi^  x^^Xi^  pour  or,  y,  2,  la  forme  ternaire  de  degré  n  pe 
s'écrire 

où  il  faut,  après  développement,  remplacer  le  produit  a«-  a^  ai  par 
coefficient  am.  Si  l'on  fait  encore  6,  hu  6|  =  c^  c^  ^i  =:  •  •  •  =  ^ikh  ^^  ^^ 
par  exemple,  un  invariant  de  la  forme  cubique  ternaire  (ii  =  3)  < 
développant  le  produit  des  déterminants 

(aihtCi)[b^Cidi)(Ctdtaz)(dxaihi)  =  i!i3.234.34T.4^- 

Nous  n'insistons  pas  plus  longuement  sur  le  détail  de  ces  méthod 
ingénieuses  et  fécondes  \  ceux  qu'elles  intéressent  les  trouveront  ex| 
sées  d'une  manière  très-lucide  dans  l'Ouvrage  du  Rév. George  Salmo 
dont  M«  Bazin  vient  de  nous  donner  la  traduction.  M.  Salmon,  pr 
fesseur  au  0)llége  de  la  Trinité  à  Dublin,  a  publié  en  out,re  une  Gi 
tnétrie  analytique  des  sections  coniques  et  une  Géométrie  à  Éroiê  dimê 
sions,  où  les  nouvelles  méthodes  sont  appliquées  d'une  manU 
magistrale  ;  ses  Ouvrages  sont  devenus  classiques  en  Angleterre^ 
les  excellentes  traductions  de  M.  Fiedler  les  ont  popularisés  en  AU 
magne.  M.  Bazin  a  certainement  rendu  service  à  la  science  en  faisi 
connaître  en  France  un  abrégé  substantiel  des  Lessons  introdudorfi 
ike  modem  higher  Algebra,  complété  par  quelques  applications  ei 
pruntées  aux  traités  de  Géométrie  du  même  auteur.  M.  Hermiu 
bien  voulu  enrichir  le  livre  de  plusieurs  Notes  extraites  de  ses  Reclu 
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dies  sur  l'équation  du  cinquième  degré.  On  peut  donc  espérer  que 
les  Leçons  d'Algèbre  supérieure  trouveront  en  France  l'accueil  que  cet 
OuTnige  mérite  a  un  si  haut  degré. 

R.  Radau. 
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et 


I        I        1        I        I        I        i        I 
'"'^■^3"4"^5"6"^7~8'^9~ 


I        I        I        I        I       1         I         I 
325749^1^ 


• . . 
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quoiqu'elles  contiennent  les  mêmes  termes,  ont  une  somme  tout  à  fait 

3 
différente  :  la  première  ^2,  la  seconde  -  1.2.  Ce  résultat  est  suscep- 

tîMe  d'une  double  généralisation,  en  ce  sens  qu'on  peut  d'abord 
prendre,  au  lieu  de  la  série  considérée  par  Dirichlet,  la  suivante 

q— *       _L-.-i._L. 
a      a-hi       aH-a 

et  en  second  lieu  en  ce  que,  au  lieu  de  prendre  deux  termes  positifs 
sutIs  d'un  terme  n^atif,  on  peut  faire  suivre  j»  termes  positifs  et  q 
termes  négatifs,  et  l'on  forme  une  nouvelle  série  T,  qui  ne  difiëre  de 
S  que  par  l'ordre  des  termes.  Cela  posé,  on  a 

T  =  S+l/.f. 
2     q 
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une  droite  une  conique. 

(*  )  Journal  et  CretU,  t.  VUI,  p.  Ji. 
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WrrrwEE  (  W.-C).  —  Application  de  la  théorie  du  choc  des  corps 
HÊsHquet  à  quelques  phénomènes  calorifiques.  (28  p.) 

Schubert  (H.).  —  Propriété  géométrique  des  seize  sphères  tangentes 
à  quaire  sphères  données  quelconques.  Relations  métriques  entre  les 
rmfons  des  seixe  sphères,  (i  i  p.) 

Wetr  (E.).  —  Consiruction  du  centre  de  courbure  des  courbes  po- 
èmres.  (5  p.) 

GmrirwiLD  (Â.-K.).  —  Sur  la  théorie  du  potentiel.  (4  p) 

Matthicsseh  (L.).  —  Grandeur  apparente  et  absolue  du  SoleU. 
<7P) 

JocHMAHN  (E.).  —  Sur  la  représeniation  conforme  du  rectangle  sur 
ia  surface  du  cercle. 

Les  problèmes  de  la  nature  de  celui  que  traite  M.  Jochmann  ont  été 
d'atx>rd  proposés  par  Riemann.  On  peut  les  énoncer  d'une  manière 
^érale  comme  il  suit  :  Faire  correspondre  les  points  d'une  portion 
dn  plan  limitée  par  une  courbe  Â  à  ceux  d'une  autre  portion  donnée 
limitée  par  une  courbe  B,  de  mani^  que  les  parties  infiniment 
petites  correspondantes  soient  semblables.  On  peut  encore,  au  lieu 
de  deux  portions  de  plan,  considérer  deux  portions  de  surface  limi-r 
tées  par  des  courbes  déterminées.  Nous  aurons  l'occasion  de  revenir 
«or  ces  problèmes  à  propos  des  recherches  de  Riemann. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*)« 
T.  LXX;  1870. 

iV  7.  g&Mhi4Kvrieri87«. 

M.  Beuhulnd  fait  hommage  à  l'Académie  du  second  Volume  de  son 
Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral. 

M.  de  Saint-Venant.  —  Sur  une  détermination  rationnelle^  par 
epproximation^  de  la  poussée  qu*  exercent  des  terres  dépourvues  de 
cohésion,  contre  un  mur  ayant  une  inclinaison  quelconque. 

f*)  Voir  Baileeùi,  p.  29. 
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M.  Momiif.  —  Rapport  iur  le  Mémoire  prétenlé  à  l'Académie 
29  mai  1869,  P^  I^*  Tresca,  $wr  le  poinçonnage  et  sur  la  théorie  m 
canique  de  la  déformation  des  corps  solides. 

M.  DE  SAiNT-VEiffÂHT.  —  Prcuve  théorique  de  VégaUté  des  dm 
coefficients  de  résistance  au  cisaillement  et  à  l'extension  ouà  Im  cm 
pression  dans  lemout>ement  conUnu  de  déformation  des  solides  dueâ 
au  delà  des  limites  de  leur  élasticité. 

M.  DE  SiiifT-VEHAifT.  —  Rapport  sur  cis^g  Mémoires  de  M.  Fé 
Lucas,  intitulés  :  Recherches  concernant  la  Mécanique  des  atom 
présentés  les  ^o  juillet,  5  octobre,  iSet^i  novembre,  et  î""  déeemi 

1868. 

M.  JoEDAN.  —  Sur  une  nouvelle  combismison  des  vingt-sept  droi 
d'une  surface  du  troisième  ordre. 

IVI.  Pellet.  —  Sur  les  fonctions  irréductibles  suivant  un  module  p 
mier  et  une  fonction  modulaire. 

M.  RiBAucouE.  —  Note  sur  la  déformation  des  surfaces. 

M.  Mannheim  a  montré  que  lorsqu'un  corps  invariable  de  fon 
est  assujetti  à  quatre  conditions,  ses  points  décrivent  des  surfaces, 
qu'à  un  instant  déterminé,  les  normales  â  ces  surfaces  s'appuM 
toutes  sur  deux  droites.  Cela  posé,  dans  le  cas  où  ces  deux  droitei 
rencontrent  toujours,  les  lieux  de  leurs  points  de  rencontre  di 
Tespace  et  dans  le  corps  sont  deux  surfaces  applicables  l'une  1 
Taiitre. 

C'est  là  un  des  principaux  théorèmes  énoncés  dans  la  Note 
M.  Ribaucour.  On  voit  que  cette  proposition  est  l'analogue  de 
suivante  :  Quand  une  figure  se  déplace  dans  un  plan,  le  lieu  1 
c«*iitres  instantanés  de  rotation  dans  la  figure  forme  une  courbe  4 
roule  sur  la  courbe  lieu  des  centres  instantanés  sur  le  plan  fixe. 

>o8.  SéaeeJi2lfifrierl87«. 

M.  DE  Saiht-Vei«aht.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Boni 
n«*i»(i,  présenté  le  19  avril  1869,  ^^^^  additions  du  19  novembre,  et 
iatifàla  théorie  des  ondes  liquides  périodiques, 

M.  DE  SAiifT-VENAfiT.  —  Rapport  sur  un  complément,  présenté  1 
M.  Tresca,  le  7  février  1870,  à  son  Mémoire  du  27  iioreiiiôrc  i84 


i 
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rdmHfd  VéanUemetU  des  corps  solides  malléables p<mssés  hors  d'un  vase 
o^mdriçue  par  «m  ori/iee  dreulaire. 

M.  Hai^hbn.  —  Mémoire  sur  les  courbes  gauches  algébriques. 
L'auteur  donne^  dans  Textrait  inséré,  des  théorèmes  généraux  sur 
la  théorie  difficile  et  importante  des, courbes  gauches  algébriques. 
L'one  des  conséquences  les  plus  simples  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Les  surfaces  de  d^ré  minimum  qui  passent  par  une  ligne  algé- 
brique quelconque  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre  coupent 
en  outre  cette  dernière,  seulemeni  suivant  des  droites  d'un  même 
système. 

M.  NswcoMB.  —  Aperçu  d'une  méthode  directe  et  facile  pour  effec- 
tuer le  développement  de  la  fonction  perturbairiee  et  de  ses  coefficients 
diférentiels. 

M.  MiiftTiH  (Ad.).  —  Sur  la  méthode  suivie  par  L.  Foucault,  potif 
reeonnaUre  si  la  surface  d'un  miroir  est  rigoureusement  parabolique. 

N"»  9.  Silice  h  28  féfrier  1«7«. 

M.  Lambert  (Gustàte).  —  Détermination  expérimentale  de  la  forme 
te  la  Terre. 

M.  Lambert  soumet  au  jugement  de  l'Académie  différents  pro- 
cédés simples  de  mesure,  qu'il  se  propose  d'employer  dans  son  expé- 
dition prochaine  au  pôle  Nord. 

M.  LvcÀs  (F.).  —  Note  relative  à  Vétat  physique  des  corps. 

M.  Moutucci.  —  Sur  la  méthode  de  Gauss  pour  rabaissement  des 
équations  trinômes. 

M.  Montucci  fait  observer  qu'à  l'époque  où  il  a  publié  une  mé- 
thode pour  l'abaissement  des  équations  trinômes,  il  ignorait  que 
Gauss  eut  traité  le  même  sujet  {*).  «  Cet  illustre  mathématicien 
arrive,  dit-il,  par  un  artifice  algébrique,  aux  résultats  que  j'obtiens 
par  une  voie  rigoureusement  géométrique  {**)  n. 

M.  Martin  (Ad.).  —  Méthode  d^autocoUimation  de  L.  Foucault^ 
ion  application  à  V élude  des  miroirs  paraboliques. 


(*)  OEuyres  de  Gaoss,  t.  111,  p.  87. 

)  Voir  Comptes  rendus,  t.  LXIX,  p.  5'j,')  et  7^7 . 
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fi^  10.  Scaci  h  1  mn  I87«. 

M.  DE  Saiht-Venant.  —  Surl'étabUs9ementde$équalûm$de$fmm 
vementi  miérieun  opérés  dam  les  corps  solides  dueiiks  au  delà  d 
limiies  où  VélasHeiié  pourraii  les  ramener  à  leur  présider  ékU. 

M.  Brioscbi.  —  Sur  la  bissection  des  fondions  kjfperdUpHçues. 

L'éminent  géomètre  italien  établit  on  théorème  important^  relal 
aux  fonctions  abéliennes  k  radicaux  carrés.  Si  le  polynôme  scos 
radical  est  de  degré  ap  +  i^  on  n'a  pour  effectuer  la  bissection  qa 
résoudre  une  équation  de  degré  ji.  «  Ce  résultat,  dit-Il,  vient  ooi 
firmer  et  préciser  le  caractère  exceptionnel  des  équations  de  la  bi 
section  que  M.  Jordan  a  mis  en  évidence  au  n^  491  de  s<m  exceUe 
Traité  des  subsiiluHons  et  des  équations  algébriques,  n 

M.  BoL'RGET.  —  Sur  le  développement  algébrique  de  la  foneHonps 
turbatrice. 

Nous  ne  parlerons  pas  encore  de  cette  importante  Note,  rmta 
se  proposant  de  présenter  ses  recherches  développées  a  l'Académi 

M.  Lucas  (F.).  —  Calcul  des  paramètres  physiques  et  des  axespri 
cipaux  en  un  point  quelconque  d*un  système  atomique. 


»0) 


MÉLANGES. 

Kvnci  SCI  u  m  n  US  niim  ii  m.  LwiTcnnn. 

Les  importants  travaux  auxquels  ont  donné  lieu  les  découvert 
de  Lobatchefsky  dans  ces  dernières  années,  les  débats  auxquels  H 
nom  s'est  trouvé  mêlé  ont  attaché  à  la  biographie  de  ce  géomèt 
un  intérêt  réel,  et  M.  le  prince  Boncompagni  a  rendu  un  vrai  sa 
vice  à  Thistolre  scientifique  en  insérant  dans  son  B%Metiss  (*)  ui 
traduction  d*un  éloge  de  Lobatchefsky,  par  M.  le  professeur  lan 
chefskv,  de  TUnlversIté  de  Kazan. 

Ce  discours^  en  nous  retraçant  la  vie  du  savant  dont  les  travai 
tendent  à  prendre  une  place  importante  dans  la  science,  nous  monti 

(*)  Notice  historique  sur  la  rie  et  les  travaux  de  >'.-!.  Ix>batchefsky.  Discoart  pu 
uoncé  dans  la  séance  solennelle  de  ITniTersitè  impériale  de  KaxAn,  le  ^  noTemb 
iS<>8,  par  E.  lanichersky.  Traduit  du  russe  par  A.  Potocki.  {BuUettino  di  Bihliografim  9 
Moria  deiie  Scienze  ntafemariche  e  fisicke,  X.  Il  ;  mai  iWîqO 
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«issi,  dans  le  même  hoimne,  l'administrateur  éminent  et  infatigable 
dont  le  dévouement^  secondé  par  la  libéralité  habituelle  du  Gouver- 
it  russe  pour  tout  ce  qui  touche  au  progrès  scientifique,  a  fait 
iter,  en  peu  d'années,  l'Université  de  Kazan  au  rang  si  élevé 
qu'elle  occupe  maintenant  dans  le  haut  enseignement  européen.  Nous 
regrettons  que  les  limites  imposées  à  cet  article  ne  nous  permettent 
pas  d'insister  sur  l'histoire,  si  instructive,  de  la  création  de  ce  grand 
ÉuMissement,  et  d'étudier  les  causes  auxquelles  il  doit  sa  prospé- 
rité. Si  nous  pouvions  montrer,  par  le  détail  des  faits,  comment, 
pour  arriver  k  de  si  prodigieux  résultats,  pour  implanter  en  si  peu 
de  temps  les  hautes  études  à  l'extrême  frontière  de  l'Europe  civi- 
lisée, il  a  suffi  de  laisser  se  développer  librement  l'admirable  organi- 
sation universitaire  empruntée  à  l'Allemagne,  en  lui  accordant  gé- 
uérensement  les  subventions  nécessaires,  peut-être  fermerions-nous 
k  bouche  i  ceux  qui  osent  prétendre  que  notre  pays  est  incapable 
de  pareils  résultats,  et  que,  seul  entre  tous,  il  doit  concentrer  sur 
«n  seul  point  toute  son  activité  intellectueUe.  Nous  nous  contente- 
rons, pour  le  moment,  d'extraire  du  travail  de  M.  lanichefsky  ce 
<pd  touche  particulièrement  à  la  biographie  du  géomètre,  nous  ré- 
Knrant  de  revenir,  dans  d'autres  articles^  sur  ses  travaux,  dont  une 
ptrtie  seulement  est  connue  dans  l'Europe  occidentale,  et  dont  l'im- 
portance historique  est  accrue  par  les  vues  nouvelles  qu'ils  ren- 
Cerment  et  qui  intéressent  encore  les  progrès  de  la  science. 

Nicolas-Ivanovitch  Lobatchefsky  naquit  en  1793,  dans  le  district 
de  Makarief,  dépendant  du  Gouvernement  de  Nijni-Novgorod.  Son 
père  appartenait  à  la  classe  des  petits  fonctionnaires,  et  ses  minces 
émoluments  lui  suffisaient  à  grand 'peine  pour  soutenir  sa  famille, 
composée  de  sa  femme  Praskovia  Ivanovna,  et  de  ses  trois  fils 
Alexandre,  Nicolas  et  Alexis  {*),  H  mourut  vers  Tannée  1800,  lais- 
sait sa  famille  dans  la  misère.  Sa  veuve  vint  s'établir  à  Kazan  avec 
ses  enfants,  qui  entrèrent  successivement  comme  boursiers  au  Gym- 
luse  de  cette  ville.  Nicolas  y  fut  inscrit  le  -^  novembre  1802.  Il  y 
fit  de  bonnes  études,  et  cultiva  principalement  le  latin  et  les  mathé- 
matiques. 
L*Université  de  Kazan  ayant  été  fondée  en  i8o5,  il  y  fut  admis, 


*  ;  L'ainé,  Alexandre,  ftc  noya  en  1807  dans  la  Kazanka.  Le  plus  jeune,  Alexis,  habite 
••turllement  liazan,  comme  professeur  retraité. 
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deux  ans  plus  tard,  comme  élève  de  l'État.  Vers  cette  époque,  gri 
aux  soins  du  curateur  Roumofsky,  le  personnel  de  rUniversité 
fortifia  par  l'arrivée  de  plusieurs  professeurs  allemands,  parmi  I 
quels  nous  remarquons  les  noms  de  Bartels,  l'ami  d'enfance 
Gauss;  de  J.  Littrow,  le  futur  directeur  de  l'Observatoire  de  Vieni 
et  du  professeur  de  physique  Bronner.  Ces  trois  hommes  émine 
reconnurent  bientôt  l'aptitude  extraordinaire  du  jeune  Lobatchefil 
ils  le  prirent  en  affection,  et  lui  consacrèrent  leur  attention  parti 
lière.  Ce  fut  par  leur  intervention  qu'il  obtint,  en  1811,  ses  gra 
de  candidat  et  de  magister,  qu'il  avait  mérités  par  ses  fortes  étnd 
mais  que  l'Administration  universitaire  voulait  lui  refuser  pool 
punir  de  quelques  infractions  à  la  discipline. 

n  fit  ses  débuts  dans  l'enseignement  en  181  a,  et  fut  chargé 
cours  d'Arithmétique  et  de  Géométrie  pour  les  aspirants  foneti 
naires,  d'abord  comme  suppléant  de  son  frère  Alexis,  et  bient6t  a| 
comme  titulaire.  En  1 8149  on  le  nomma  professeur  adjoint,  en  aj 
tant  à  ses  fonctions  celles  de  suppléant  de  Simonof,  qui  venait  à*i 
attaché,  comme  astronome,  à  un  voyage  de  circumnavigation.  Proi 
en  1816,  au  titre  de  professeur  extraordinaire,  il  continua  i  s'd 
per  de  ces  divers  enseignements,  en  faisant  en  outre  un  cours  1 
plémcntaire  de  Physique. 

Depuis  l'année  1819  jusqu'à  la  fin  du  règne  de  l'empei 
Alexandre  P',  l'Université  de  Kazan  eut  à  traverser  une  crise 
sastreuse,  et  l'enseignement  fut  entravé  et  mutilé  par  l'esprit  tra 
sier  et  le  fanatisme  étroit  du  curateur  Magnitsky.  Pendant  ce  ten 
Lobatchcfsky,  déjà  absorbé  par  la  multiplicité  des  leçons  de  divi 
nature  dont  une  mesquine  économie  surchargeait  alors  les  "pn 
seurs,  réduits  à  un  nombre  insuffisant,  dut  encore  fournir  les  inn 
brablcs  Rapports  de  toute  espèce  qu'exigeait  une  Administra: 
inquisitoriale  sur  les  étudiants,  ainsi  que  sur  les  Écoles  et  les  G 
nases  du  district. 

En  i8ao,  trois  ans  avant  sa  promotion  au  titre  de  professeur  c 
naire,  il  commença  à  prendre  part  à  la  direction  de  l'Université 
succédant  à  Bartels  comme  doyen  de  la  Faculté  physico-math^ 
tique,  et,  sauf  une  seule  année  d'interruption,  il  ne  cessa  d'ooci 
ce  poste  qu'au  moment  où  il  fut  élevé  à  des  fonctions  supérieure 

Outre  son  enseignement  et  la  direction  du  personnel,  Lobatche 
rul  à  s'occuper  de  la  bibliothèque  et  des  collections  de  l'Univer 
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ÎDSijae-li  dans  un  désordre  incroyable.  Longtemps  ses  eilbrts 
paiisation  rencontrèrent  des  obstacles  insurmontables,  et  il 
.  de  résultats  sérieux  qu'après  la  chute  du  système  de  Mag- 

I,  en  1827,  après  Tavéncment  de  Tempereur  Nicolas,  Mag- 
tomba  en  disgrâce,  et  le  gouvernement  confia  à  Moucine- 
ine  les  fonctions  de  curateur  de  TUnivcrsité  de  Kazan,  pour 
e  •*oavrit  dès  lors  une  ère  de  prospérité.  Le  nouveau  curateur ^ 
peoonna  dans  Lobatchefsky  Thomme  le  plus  capable  de  le 
er,  usa  de  son  influence  pour  le  faire  élire  recteur.  Quelques 

après,  rUniversité  était  régénérée^  le  personnel  enseignant 
mplété  et  mieux  choisi;  la  direction  de  l'enseignement  avait 
ré  la  liberté  nécessaire  au  développement  de  l'esprit  scienti- 
les  bâtiments  de  l'Université  étaient  reconstruits  à  neuf;  l'Ob- 
are  était  fondé  et  muni  des  meilleurs  instruments  \  la  biblio- 
,  mise  en  ordre,  s'enrichissait  de  toutes  les  publications 
res  et  scientifiques  de  l'Europe;  un  atelier  de  construction 
sa  instruments  de  Physique  était  installé  dans  l'Université; 
lenses  trésors  minéralogiques  de  la  Russie  s'étalaient  dans  les 
QHS,  les  plus  belles  peut-être  du  continent. 
itchefsky  ne  reculait  devant  aucune  fatigue  pour  l'exécution 
travaux,  dont  il  avait  tant  de  droits  d'être  fier.  Afin  de  pou- 
ieux  diriger  la  construction  des  édifices  universitaires,  il  ap- 
irchitecture,  et  ses  connaissances  dans  cet  art  le  mirent  à 
de  rendre  d'importants  services,  en  re visant  les  plans  et  en 
lant  les  dépenses,  qui,  chose  bien  rare,  restèrent  notablement 
wmB  des  devis  primitifs.  Il  travaillait  de  ses  propres  mains  à 
igement  des  livres  et  des  collections.  Un  voyageur  qui  visita 

en  1 843  nous  a  raconte  qu'il  trouva  Lobatchefsky  livré  à  ces 
liions  manuelles  dans  un  costume  peu  solennel,  et  qu'il  par- 
;  avec  lui  les  cabinets  et  les  ateliers,  sans  se  douter  pendant 
î  temps  que  son  obligeant  cicérone  fut  le  Conseiller  d'État  ac- 
recteur  de  l'Université.  Elbloui  de  toutes  les  merveilles  qui 
Ht  de  passer  sous  ses  yeux,  il  eut  même,  en  sortant,  la  velléité 
ioigner  pécuniairement  sa  reconnaissance.  Les  regards  indi- 
le  son  interlocuteur  lui  firent  bien  vite  comprendre  son  erreur. 
r,  tout  était  oublié,  lorsqu'ils  se  nnrouvcrent  à  la  table  hospi- 
t  du  Gouverneur. 
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Le  courage  de  Lobatchefsky  et  son  dévouement  pour  le  persona 
confié  à  sa  direction  se  montrèrent  avec  éclat  pendant  la  terrifa 
invasion  du  choléra  qui  vint  décimer  la  ville  de  Kazan  à  la  fin  i 
l'année  i83o.  Lobatchefsky  recueillit  plusieurs  des  professeurs,  w 
leurs  familles^  et  une  partie  des  étudiants,  dans  les  bitimenta  < 
l'Université,  dont  il  fit  fermer  rigoureusement  les  portes,  et  qi 
pendant  toute  la  durée  de  l'épidémie,  resta  séquestrée  du  reste  à» 
ville,  sans  autre  communication  avec  le  dehors  que  celles  qui  ëtaia 
nécessaires  aux  approvisionnements.  Grâce  aux  précautions  hygi 
niques  qu'il  prescrivit  et  à  la  salutaire  influence  qu'il  exerça  sur 
moral  de  ceux  qui  l'entouraient,  la  colonie  des  réfugiés,  oompd 
de  cinq  cent  soixante  personnes,  n'eut  à  déplorer  que  seize  TiGtin 
du  fléau,  chiffre  insignifiant  en  comparaison  de  l'eflfrayante  moii 
lité  qui  régnait  dans  le  reste  de  la  ville. 

En  184^)  lors  du  violent  incendie  qui  dévora  la  moitié  de  la  vi 
de  Kazan,  Lobatchefsky  eut  la  douleur  de  voir  ses  plus  belles  o( 
structions,  son  observatoire,  à  peine  terminé,  devenir  la  proie  i 
flammes.  Sa  courageuse  activité  ne  se  démentit  pas  dans  cette  4 
constance,  et  il  parvint  à  sauver  ses  précieux  instruments  et  la  '. 
bliothèquc.  Deux  ans  après,  les  bâtiments  étaient  rétablis  et  toi 
trace  du  désastre  avait  disparu. 

Ainsi  vécut  Lobatchefsky  pendant  près  de  vingt  ans,  au  milieu  1 
soins  multiples  du  professorat  et  de  l'administration,  absorbé  tt 
entier  par  des  travaux  auxquels  on  eût  eu  peine  â  croire  que  l'ei 
tence  d'un  seul  homme  put  suffire.  Sauf  quelques  courtes  exci 
sions  pour  visiter  les  autres  Universités  de  l'Empire,  il  ne  s'abseï 
guère  de  Kazan,  et  l'histoire  de  sa  vie  se  confond  avec  celle  de 
chère  Université. 

C'est  â  cette  même  époque  qu'il  se  livra  aux  recherches  mathéi 
tiques  qui,  depuis,  ont  illustré  son  nom,  mais  qu'il  n'eut  pas  la 
tisfaction  de  voir  apprécier  par  la  plupart  de  ses  contemporai 
Cependant  le  sufVragc  de  (jrauss  put  le  dédommager  de  l'indiiférei 
générale,  et  lui  valut  l'honneur  d'être  élu,  en  184^9  correspond 
de  la  Société  Royale  de  Gœttinguc.  Il  faut  ajouter  que  ses  ouvrt] 
les  plus  considérables  et  les  plus  clairement  développés  ont  été  ri 
gés  en  langue  russe,  et  que  ceux  qu'il  a  fait  paraître  en  firançaii 
en  allemand  ne  contiennent  peut-être  pas  tous  les  détails  nécessai 
pour  des  lecteurs  non  proparés. 
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Vers  le  milieu  de  l'année  1846,  pour  des  raisons  qui  nous  sont 
inroonaes,  Lobatchefsky  fut  mis  à  la  retraite  et  enlevé,  malgré  le 
\œa  unanime  de  ses  collègues,  à  ses  doubles  fonctions  de  professeur 
tt<ie  recteur,  bien  que  son  âge  et  sa  santé  semblassent  lui  permettre 
de  rendre  encore  d'utiles  services.  On  le  chargea  de  remplir,  comme 
lice-curateur,  Tintérim  de  la  place  laissée  vacante  par  le  départ  du 
ciinteor  Moucine-Pouchkine,  appelé  au  même  poste  près  de  TUni- 
versité  de  Saint-Pétersbourg.  Cette  disgrâce  déguisée  lui  fut  extrê- 
Biement  pénible.  Au  regret  de  quitter  sa  chaire  de  mathématiques 
se  j(Hgnit  celui  de  voir  changer  le  caractère  de  ses  relations  avec  ses 
coUiboratenrs,  et  affaiblir  l'autorité  morale  qu'il  avait  puisée  jusque- 
là  dans  leur  libre  choix.  Ses  rapports,  autrefois  si  bienveUIants  avec 
le  Conseil  de  l'Université,  devinrent  plus  difficiles,  lorsque  ses  an- 
riens  coUègnes  purent  voir  en  lui  un  chef  imposé  par  TAdministra- 
tioD.  A  l'arrivée  du  nouveau  curateur,  en  18479  Lobatchefsky  aban- 
donna définitivement  ses  fonctions,  et  ne  reparut  plus  à  l'Université 
qne  pour  prendre  part  quelquefois  aux  examens. 

An  chagrin  que  lui  causa  son  changement  de  position  vint  s'ajou- 
ter la  perte  d'un  fils  aimé,  et  ce  nouveau  malhem*  porta  un  coup 
iaul  a  sa  santé  physique  et  morale,  déjà  ébranlée.  Pendant  quelques 
anres  encore,  il  se  survécut  a  lui-même,  et  ses  amis  virent  avec 
tristesse  s'obscurcir  cette  noble  intelligence.  Un  seul  sentiment  l'ani- 
Buit  encore,  son  afiection  pour  son  Université.  Lorsque  celle-ci,  en 
iSjS,  célébra  le  cinquantième  anniversaire  de  sa  fondation,  Loba- 
uhefsLy  recueillit  le  reste  de  ses  forces  pour  lui  apporter  son  dernier 
tribut,  sa  Pangéométrie^  résumé  de  ses  belles  découvertes  et  digne 
cooroanement  d'une  vie  si  bien  remplie.  Il  acheva  de  mourir,  quel- 
ques mois  après,  le  77  février  i856,  à  l'âge  de  soixante-deux  ans. 

J.  Hoi^EL. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
PLUECKER  (J.).  —  Neue  Géométrie  des  Ràumes,  oEGRiJNDET  jlvt 

DIS  BCTVACHTUHG  DE&  GERIUEN  LlNIE  ALS  RàUMELEMENT.  I  Abth., 

1868.    n  Âbth.   (herausg.    von  F.   Klein),   1869.  —  Leipzig, 
Teubner.  Prix  ;  5  thlr. 

Dans  les  derniers  temps  de  sa  vie,  Pliicker  avait  repris  ses  recher- 
cli€S  de  Géométrie  abandonnées  depuis  près  de  trente  ans.  Un  Mé- 
iiK»re  inséré  aux  Transactions  philosophiques  pour  i865,  et  qui  a  été 
traduit  en  français  (*),  pose  les  fondements  d'une  doctrine  nouvelle 
dont  le  développement  promet  de  conduire  à  d'importantes  décou- 
Tertes.  L'impression  d'un  Ouvrage  qui  devait  résumer  ses  travaux  rela- 
tifs i  la  «  Nouvelle  Géométrie  de  l'espace  »  était  commencée  sous  les 
jeux  de  l'auteur,  quand  la  mort  vint  le  surprendre,  comme  Ârchi- 
mède,  au  milieu  de  ses  calculs.  L'éditeur  a  fait  paraître  la  première 
Partie  de  l'Ouvrage  avec  une  préface  de  M.  Clebsch  *,  la  seconde  Partie, 
achevée  par  M.  Félix  Klein,  le  collaborateur  de  Pliicker  et  le  confi- 
dent de  ses  desseins,  vient  d'être  mise  en  vente  également.  Quelques- 
uis  des  résultats  contenus  dans  la  première  Partie  avaient  été  déjà 
établis  par  M.  Battaglini  (**}  en  1866^  de  son  côté,  M.  Klein. a  dé- 
feloppé  les  théories  de  Pliicker,  par  les  méthodes  beaucoup  plus 
élégantes  de  l'Algèbre  supérieure,  dans  une  Thèse  et  dans  deux  Notes 
insérées  aux  Mathematische  Annalen  (*^).  Nous  allons  essayer  d'in- 
di^er  brièvement  le  point  de  départ  de  ces  recherches  et  de  donner 
nne  idée  de  leur  portée. 

L'équation 

est  celle  d'un  plan  (^,  19,  (^),  considéré  comme  lieu  géométrique  des 
points  (jr,  y,  jt),  ou  bien  celle  d'un  point  (or,  y,  js),  considéré  comme 
pivot  des  plans  (I9  ic,  (').  Un  point  est  donc  déterminé  par  trois  coor- 
données jr,  y,  jr,  un  plan  par  trois  coordonnées  ^^  ri^  ^\  Une  ligne 
droite  serait  complètement  déterminée  par  quatre  constantes  ou  coor- 
données, mais  l'on  obtient  des  formules  plus  symétriques  en  intro- 

(*)  Jomrmal  de  Mathémaiiques  pures  et  appliquées,  a*  série,  t.  XI. 
f  **)  Jtti  délia  i?.  Âee,  di  NapoU,  t.  III. 
'♦♦•)  Math,  jinn.^  t.  II,  p.  198  et  371. 

Bmll.  des  Sciences  mathém.  et  astron.  t.  I.  (Mars,  1870.)  6 
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duisant  six  coordonnées  liées  par  une  équation  homogène,  et  c 
n'entrent  dans  les  équations  de  la  droite  que  par  leurs  rapports.  ,. 

Ces  six  coordonnées  peuvent  d'ailleurs  être  choisies  de  deux 
nières  diSerentes,  selon  qu'on  voudra  définir  la  droite  comme  fi 
c'est-à-dire  comme  lieu  géométrique  des  points  (Xj  y,  x) ,  ou 
comme  ojre,  c'est-à-dire  comme  intersection  des  plans  ({,  yj,  ^). 

Plûcker  prend  pour  coordonnées  radiaks  de  l'a  droite  les  six 

tités 

X  =  x-^x',        Y=/  — /,  Z=«  — «%  Il 

L=j^z'— «y,    M=:zx'  —  xz',    a  z=  xy' ^ y^x^ .  \ 

Les  trois  premières  sont  les  projections  de  la  distance 


de  deux  points  de  la  droite  \  les  trois  dernières  sont  les  projectiona 
l'aire  1 

S  =  v^L'-hM^-f-N'  " 

qui  représente  le  double  du  triangle  formé  par  les  deux  points  ci  ] 
l'origine.  On  a 

(i)  XL-f-YM-i-ZN  =  o,  } 

et  les  équations 

Yz  — Z7-  =  L,    Za:  — X2  =  M,    X/— Ya:  =  N 
sont  celles  des  trois  projections  d'un  rayon.  Les  rapports 

X      Y      Z       L      M      N 

R'    r'    r'    s'    s'    s' 

déterminent  la  direction  du  rayon  et  son  plan,  c'est-à-dire  le  p 
passant  par  l'origine  qui  le  renferme  \  le  rapport 

s 

'•=R 

donne  la  distance  du  rayon  à  l'origine.  Si  R  représente  une  force 
sera  le  moment  de  cette  force.  Les  valeurs  absolues  des  composai 
X,  Y,  Z,  L,  M,  N  la  déterminent  dans  l'espace  ;  ce  sont  les  six  et 
données  radiales  d*une  force,  et  elles  représentent  cinq  constanti 
cause  de  la  relation  (i).  Si  Ton  supprimait  cette  relation,  les  six  en 
données  deviendraient  indépendantes.  Les  trois  premières  (X,  Y, 

donneraient  la  direction  et  l'intensité  d'une  force  Jes  trois  autres 
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M,  N)  l'axe  et  le  moment  d'un  couple  \  on  pourrait  donc  l(*s  appeler 
ks  fur  coordonnées  d*un  dyname,  en  entendant  par  ce  mot  la  cause 
qn  produit  le  mouvement  d'un  système  rigide. 

Les  coordonnées  axiales  d'une  droite  sont  les  six  quantités  ^,  7, 2b, 
{jOH^  X,  qu'on  obtient  en  écrivant  (^  >})  (^  à  la  place  de  x^  y,  z  dans 
lo  expressions  des  coordonnées  radiales.  Elles  satisfont  à  la  relation 
komogène 

(a)  5G<^ -I- yOlU- 2bOt»  =  o, 

et  les  trois  équations 

iont  celles  des  points  d'intersection  d'un  axe  avec  les  plans  coordon- 
Ks.  En  désignant  encore  par  ^,  $  les  quantités  analogues  à  R,  S,  on 
trooTe,  pour  la  même  droite, 

X_\^Z_R_L_MNS 

Les  six  coordonnées  axiales,  multipliées  par  un  certain  facteur, 
Jéterminent  une  rotation.  Si  l'on  supprime  la  relation  (2),  elles  re- 
pRsentent  les  six  coordonnées  d'un  mouvement,  car  elles  déterminent 
lion  une  rotation  autour  d'un  certain  axe  et  une  translation  paral- 
lèle à  un  autre  axe. 

Toutes  ces  formules  deviennent  encore  plus  symétriques  par  l'in- 
troduction des  coordonnées  homogènes  ou  tétraédriques  du  point  et 
do  plan.  Soit  donc 

Xtlt-h  x^l^-^  Xilt-^  x^l,=  o 

léqoation  d'un  plan  (Çi,  (1,  ^S)  10)  ou  celle  d'un  point  (oTi,  Xf^  or,,  x^). 
Lm  coordonnés  radiales  d'une  droite  seront  les  six  déterminants 

/  » 

Cft  ■    «^0        8  """   ^^P  X^  y 

fû  satisfont  k  la  relation 

(3)  XijXw-f- X,jX4a-+- X,4X»=  o, 

^  la  droite  sera  représentée  par  quatre  équations  de  la  forme 

Xf  Au  "T"  X^  /Lji  "T"  Xi  /W.H  —  0« 

On  obtiendra  les  coordonnées  et  les  équations  axiales  en  écrivant 

6. 
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partout  4  pour  x,  et  l'on  aura  généralement 

OU  bien 

(4)  \^=k.s^i, 

en  désignant  par  k  une  constante  et  en  associant  les  indices  a^^ 
comme  dans  l'équation  (3). 

Considérons  maintenant  une  équation  /=o,  dont  les  yarii 
soient  les  six  coordonnées  radiales  X.^  \  elle  représente  ce  que 
cker  appelle  un  faisceau  ou  compkxe  de  dynamet.  Si  les  X  satisfc 
la  condition  (3),  Téquation  f=o  est  celle  d'un  complexe  de  forci 
si)  de  plus,  f  est  une  fonction  homogène  des  X,  l'équation  /=  o  fl 
présente  un  compkxe  de  rayons.  Si  nous  remplaçons  les  coordonnf 
radiales  par  les  coordonnées  axiales,  nous  avons  des  complexée* 
mouvements,  de  rotations  simples  et  d'axes.  | 

n  est  clair  d'ailleurs  que,  dans  l'équation  homogène  /=o,  I 
peut  écrire  les  X  à  la  place  des  X,  ou  vice  versâ^  à  cause  de  la  rd 
tion  (4)-  On  prévoit  aussi  que  les  coordonnées  absolues  d'un  q 
name  pourront  remplacer  celles  du  mouvement  dont  il  est  la  canj 
puisqu'il  y  a  proportionnalité  entre  la  cause  et  l'effet  ^  on  pool 
confondre  le  dyname  et  le  mouvement.  «  Ainsi,  dit  Plûcker,  dani 
ligne  droite  se  résout  la  réciprocité  du  point  et  du  plan,  dans  le  i 
name  la  réciprocité  des  forces  et  des  rotations.  Un  complexe  de  droi 
peut  se  mettre  en  équation  de  deux  manières,  un  complexe  de  i 
names  également.  Les  propriétés  des  deux  espèces  de  complexes 
frent  une  dualité  analogue.  » 

On  peut  encore  supposer  que  l'équation  ^=  o  soit  homogène,  n 
que  la  condition  (3)  ne  soit  pas  remplie.  <c  Dans  ce  cas,  dit  Mûd 
on  se  trouve  en  présence  de  lieux  géométriques  qui  sont  aux  ( 
names  ce  que  les  lignes  droites  sont  aux  forces  et  aux  rotations.  » 
s'assure  facilement  que  l'équation  ^=o  représente  alors  des  oo 
plexes  d'axes  principaux. 

Le  degré  d'un  complexe  est  celui  de  son  équation.  Les  coordonx 
X«^,  qui  y  figurent  comme  variables,  peuvent  être  considérées  cou 
des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  a:.,  x'  de  deux  points, 
conséquent,  si  l'un  de  ces  points  est  donné,  l'équation  f=o  re{ 
sente  un  faisceau  de  droites,  ou  un  cône  de  degré  n,  dont  le  somme 
trouve  au  point  donné.  En  coordonnées  axiales,  elle  représente 
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cwrbe  de  la  classe  n^  située  dans  un  plan  donné.  Les  lignes  droites 
appartenant  à  un  complexe  peuvent  donc  être  groupées  de  deux  ma- 
nières :  par  cônes  émanant  de  tous  les  points  de  Tespace,  et  par  tan- 
gfiites  enveloppant  une  courbe  dans  tous  les  plans  de  l'espace. 

Les  droites  communes  à  deux  complexes  forment  une  congruenee  ; 
«Des  qui  appartiennent  à  trois  complexes  forment  une  surface  ré- 
^.  Quatre  complexes  déterminent  un  nombre  fini  de  droites  dans 
l'espace.  Les  complexes  de  droites  réalisent  donc  une  Géométrie  k 
<putre  dimensions.  On  s'élève  à  six  dimensions  par  la  considération 
des  (Carnes. 

Piûcker  n'a  élaboré  que  la  théorie  des  complexes  du  premier 
et  du  second  degré.  Ceux  du  premier  degré  s'appellent  complexes 


Toutes  les  droites  d'un  complexe  linéaire  qui  passent  par  un  point 
donné  sont  dans  un  plan,  et  toutes  celles  qui  tombent  dans  ce  plan 
se  coupent  en  ce  point.  Chaque  point  de  l'espace  a  donc  son  plan 
coordonné,  et  réciproquement.  La  ligne  qui  joint  deux  points,  et 
fintersection  de  leurs  plans  coordonnés,  forment  un  couple  de  |>o- 
Ittref  cmgug^iées.  Lorsqu'un  plan  tourne  autour  d'un  axe,  le  point 
coQfdoniié  décrit  un  rayon  qui  est  la  polaire  conjuguée  de  l'axe, 
tt  cette  relation  des  deux  droites  est  réciproque.  Toute  droite  qui 
meontre  deux  polaires  conjuguées  fait  partie  du  complexe. 

Un  complexe  linéaire  est  déterminé  par  cinq  de  ses  droites,  ou  par 
oe  droite  et  deux  polaires  conjuguées.  Les  deux  droites  qui  rencon- 
trent quatre  droites  du  complexe  sont  toujours  deux  polaires  conju- 
guées. 

Les  points  coordonnés  à  des  plans  parallèles  forment  une  ligne 
drcMte  que  Piûcker  appelle  le  diamètre  du  complexe.  Tous  les  diamè- 
tres du  même  complexe  sont  parallèles  entre  eux.  D  y  en  a  toujours 
m  qtii  est  perpendiculaire  à  ses  plans  :  c'est  Vaxe  du  complexe,  et  ses 
plans  s'appellent  sections  principales.  Si  nous  prenons  cet  axe  pour 
ne  des  jt,  l'équation  du  complexe  ne  renferme  plus  qu'une  seule  con- 
stante, le  paramètre  ft;  elle  devient 

N-f-ArZ  =  o,    ou  bien    S> -f- Ar^i:»  =  o. 

Un  complexe  linéaire  n'est  point  altéré  par  une  translation  paral- 
lèle k  son  axe,  ni  par  une  rotation  autour  de  cet  axe.  Le  rapport  de 
la  composante  Z  d'une  force  dirigée  suivant  un  rayon  du  complexe. 
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au  moment  N  de  cette  force  par  rapport  à  Taxe  du  complexe,  ei 
constant. 

Un  complexe  linéaire  peut  être  envisagé  comme  la  réunicm  di 
tangentes  menées  à  des  hélices  qui  entourent  l'axe  du  complexi 
Le  complexe  est  droit  ou  gauche j  selon  que  le  paramètre  est  pont 
ou  négatif.  Le  plan  coordonné  a  un  pcHut  est  un  plan  osculalenr  i 
rhélice  qui  passe  par  ce  point. 

Dans  une  congruence  linéaire,  qui  est,  pour  ainsi  dire,  rinterseï 
tion  de  deux  complexes  linéaires,  chaque  point  de  l'espace  a  sa  droi 
adj ointe quile  ti:a verse  (c'est  Tintersection  de  ses  deux  plans  coordo 
nés).  Chaque  plan  renferme  deux  points  qui  lui  sont  coordonnés, 
la  droite  qui  les  joint  est  la  droite  adjointe  à  ce  plan.  Ces  relatioi 
définissent  la  congruence  linéaire.  On  peut  encore  la  définir  :  l'e 
semble  de  toutes  les  droites  qui  coupent  deux  droites  données  (I 
directrices  de  la  congruence).  La  droite  adjointe  à  un  plan  est  da 
celle  qui  joint  les  points  d'intersection  de  ce  plan  et  des  deux  dire 
trîces. 

Une  congruence  est  déterminée  par  quatre  de  ses  droites.  Dei 
polaires  conjuguées  d'un  complexe  sont  les  directrices  d'une  ca 
gruence  qui  appartient  à  ce  complexe.  Les  deux  directrices  d'une  oc 
gruence  sont  deux  polaires  conjuguées  de  chacun  des  comjdei 
dont  cette  congruence  fait  partie. 

Trois  complexes  linéaires  déterminent  une  surface  du  second  ord 
et  de  la  deuxième  classe.  Pliicker  fait  voir  que  toutes  les  proprié 
de  ces  surfaces  peuvent  être  déduites  de  la  discussion  des  trois  éqi 
tions  linéaires  qui  représentent  trois  complexes. 

Les  complexes  du  second  degré  donnent  lieu  à  des  théorès 
analogues. 

Chaque  plan  de  l'espace  renferme  une  courbe  de  la  deuxiè 
classe,  appartenant  au  complexe  donné. 

Un  plan  étant  transporté  parallèlement  à  lui-même,  sa  courbe  c 
crit  une  surface  équatoriafe  ;  s'il  tourne  autour  d'un  axe,  sa  ooui 
décrit  une  surface  méridienne  ;  ces  surfaces  sont  du  quatrième  oit 
et  de  la  quatrième  classe.  Les  courbes  génératrices  s'appellent  resp 
tivement  parallèles  et  méridiens  de  la  surface  qu'elles  engendrent. 

Les  centres  des  parallèles  d'une  surface  é(|uatoriale  sont  situés  i 
une  (lit>ite  :  c'est  le  diamètre  de  la  surface.  Les  pôles  de  l'axe  d'à 
surface  méridienne,  pris  par  rapport  aux  méridiens  successifs,  ii 
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neot  aussi  une  droite,  la  polaire  de  la  surface.  Chaque  point  de  Taxe 
d'une  surface  méridienne  est  d'ailleurs  le  sommet  d'un  cône  du  com- 
plexe qui  enveloppe  cette  surface.  Les  plans  polaires  de  l'axe,  pris 
pv  rapport  à  tous  ces  cônes,  enveloppent  la  polaire  de  la  surface  mé- 
ffidieiine.  Une  surface  équatoriale  est  enveloppée  par  une  infinité  de 
cylindres  parallèles  au  plan  dont  le  mouvement  engendre  la  surface 
en  question. 

Le  diamètre  d'une  surface  équatoriale  est  un  diamètre  du  complexe^ 
cm  l'appelle  axe  du  complexe^  s'il  est  perpendiculaire  au  plan  qui  en- 
gendre la  surface.  Un  complexe  du  second  degré  a  trois  axes  rectan- 
golaires,  qui  sont  parallèles  aux  axes  d'une  surface  de  la  deuxième 
dasse  dont  le  centre  et  les  dimensions  restent  indéterminés  ]  Plûcker 
l'appelle  la  caractéristique  du  complexe.  A  trois  diamètres  conjugués 
de  la  caractérbtique  correspondent  trois  diamètres  conjugués  du 
oosnplexe,  qui  sont  parallèles  aux  premiers,  mais  qui  généralement 
ne  se  coupent  pas.  Les  complexes  du  second  degré  ont,  en  général,  un 
centre.  Dans  certains  cas,  ils  enveloppent  une  surface  du  second  degré. 

Dans  un  complexe  du  second  degré,  à  chaque  plan  correspond  un 
point,  qui  est  le  pôle  de  ce  plan,  et  à  chaque  point  un  plan,  qui  est 
Itplan  polaire  de  ce  point.  Cette  correspondance  est  réciproque,  si 
le  complexe  enveloppe  une  surface  du  second  degré. 

Plûcker  appelle  point  singulier  du  complexe  un  point  dont  le  cône' 
se  réduit  à  deux  plans,  et  plan  singulier  un  plan  dont  la  courbe  se 
réduit  à  deux  points.  La  ligne  d'intersection  des  deux  plans  et  la 
ligne  de  jonction  des  deux  points  sont  des  droites  singulières  du  com- 
plexe. Les  points  singuliers  d'un  complexe  du  second  degré  for- 
ment une  surface  du  quatrième  ordre  et  de  la  quatrième  classe, 
qu'enveloppent  les  plans  singuliers,  et  qui  possède  i6  points  doubles 
et  16  plans  doubles. 

Nous  ne  suivrons  pas  Fauteur  dans  la  discussion  des  cas  particuliers 
qui  peuvent  se  présenter,  ni  dans  sa  classification  des  surfaces  appar- 
tenant aux  complexes  du  second  degré.  11  fait  voir  qu'il  est  facile  de 
construire  ces  surfaces  de  manière  à  en  avoir  l'intuition  géométri- 
que. M.  Epkens  a  fait,  sous  la  direction  de  Plûcker,  de  nombreux 
modèles  de  surfaces  de  ce  genre. 

Ce  qui  précède  suffira  pour  donner  au  lecteur  une  idée  des  résul- 
tats auxquels  conduit  la  méthode  du  géomètre  allemand.  M.  Félix 
Klein,  à  qui  nous  devons  la  publication  de  la  seconde  Partie  de 
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rOuvrage,  achevée  par  lui  à  l'aide  de  ses  souvenirs,  a  déjà  consao 
à  la  théorie  des  complexes  plusieurs  Mémoires,  où  il  traite  le  sojel 
un  point  de  vue  nouveau.  H  suppose  que  l'équation  de  condition  (3 
à  laquelle  satisfont  les  coordonnées  d'un  complexe  de  droites,  a  i 
transformée  par  une  substitution  linéaire  de  telle  manière  qa*c| 
ne  renferme  plus  que  les  carrés  des  nouvelles  variables  : 

Les  équations  X|  =  o,  a:i  =  o, . . .  sont  alors  celles  de  six  complei 
linéaires,  que  M.  Klein  appelle  les  complexes  fondameniaux^  et  do 
deux  quelconques  sont  «  en  involution  » .  L'équatioi^  d'un  complexe  * 
second  degré,  étant  transformée  à  l'aide  des  mêmes  variables,  devif 

ktxl  -4-  kixl  -4-  ...  -h  k^xl=zo. 

C'est  en  discutant  ces  formes  canoniques  de  l'équation  du  oa 
plexe  et  de  l'équation  de  condition  que  M.  Klein  arrive  à  une  aé 
de  théorèmes  très-intéressants  sur  les  surfaces  de  Kunmier  (surfri 
du  quatrième  ordre,  qui  sont  ici  formées  par  les  points  singuli 
d'un  complexe  du  second  degré). 

Nous  nous  arrêtons  là,  pour  ne  pas  dépasser  les  limites  impôt 

k  un  compte  rendu  sommaire.  Il  est  fort  possible  que  les  nouvd 

théories  que  Plûcker  a  léguées  à  ses  successeurs  conduisent  un  ji 

à  des  applications  d'une  grande  importance.  H  en  a  déjà  indii 

une,  en  traitant  par  la  méthode  des  complexes  la  double  réfiracl 

d'un  faisceau  lumineux  dans  un  cristal. 

R.  Râdâi). 

BAUrZER  (D' Richakd),  Prof  essor  am  stâdtischen  Gymnasiun 
Dresden,  Mitglied  der  k.  sâchsischen  Gesellschaft  der  Wîsa 
schaften  zu  Leipzig.  —  Die  Eléments  der  1\Lithemàtik.  Et 
Band : Gemeine  Arithmetik,  Allgemeine  Arithmelik,  Algebra.^—ïk 
verbesserte  Auflage.  In-8^;  i868.  Leipzig,  Verlag  von  S.  I 
zel  (*). 

Le  succès  de  ces  Eléments,  dans  un  pays  où  les  traités  dassi^ 
ne  manquent  pas  plus  que  chez  nous,  et  où  la  concurrence  n'est 

(*)  Éléments  de  Mathématiques,  par  le  D^*   R.  Baltzu,  profesienr  an  GyniMte 
Ville  à  Dresde»  Membre  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Saxe  àLeipiig(aetiieUo 
professeur  à  TU  Diversité  de  Giessen  ).  Tom^l*^  i  Arithmétique  élémemtéure,  jiritkmé 
générale,  Al§j^re.  3*  édit.,  reroe  et  corrigée.  Leipiig,  chei  S.  Hirxel;  i868.  ln-9*. 
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cniniTée  par  des  programmes  uniformes,  est  une  preuve  de  la  haute 
Taleor  de  cet  Ouvrage,  dont  la  première  édition  a  paru  en  1860,  et 
^m  M.  Cremona  a  traduit  en  i865  pour  Tusage  des  écoles  publiques 
de  lluUe. 

Noos  avons  déjà  rendu  compte,  dans  un  autre  Recueil  (*) ,  des 
Eléments  de  Géométrie,  qui  forment  la  seconde  Partie  du  cours  de 
Bf.  Baltzer,  et  dont  la  seconde  édition  a  été  imprimée  en  1867.  11 
nous  reste  à  parler  avec  détail  de  la  première  Partie. 

En  parcourant  la  Table  des  matières  de  ce  mince  volume  de 
289  pages,  on  est  tenté  de  croire  qu'on  n'y  rencontrera  qu'un  simple 
recueil  d'énoncés.  En  lisant  l'Ouvrage,  on  est  surpris  d'y  trouver, 
sons  une  forme  concise,  mais  claire  et  complète,  les  démonstrations 
et  les  développements  de  tant  de  théories  diverses,  dont  un  autre 
luteor  aurait  pu  remplir  plusieurs  gros  volumes. 

Comme  nous  l'avons  fait  remarquer  ailleurs,  ce  livre  n'est  point 
destiné  aux  personnes  qui  veulent  étudier  sans  maître,  et  qui  ont 
besoin  d'une  exposition  beaucoup  plus  détaillée  et  ne  laissant  rien  à 
deviner.  Mais  s'il  s'agit  d'un  précis  à  mettre  entre  les  mains  des 
jeimes  gens  qui  suivent  les  leçons  d'un  professeur,  le  cadre  adopté 
par  M.  Baltzer  nous  semble  réunir  au  plus  haut  degré  toutes  les  con- 
ditions désirables.  Nous  nous  permettrons  d'insister  d'autant  plus 
sur  ce  point,  que  les  livres  élémentaires  qui  se  publient  dans  notre 
pays  semblent  s'éloigner  de  plus  en  plus  de  cet  idéal,  les  auteurs 
cherchant  i  dissimuler  la  banalité  du  fond  par  la  surcharge  des  acces- 
soires ^  d'où  il  résulte  ce  double  inconvénient,  de  ne  point  s'adapter 
i  la  méthode  d'enseignement  d'un  autre  professeur,  et  d'empêcher 
les  élèves  de  chercher  par  eux-mêmes,  en  leur  présentant,  qu'on 
nous  passe  le  mot,  la  besogne  toute  mâchée  {**).  Le  livre  de  M.  Baltzer, 
au  contraire,  ne  donnant  que  le  résumé  des  démonstrations,  laisse  le 
professeur  libre  de  les  développer  à  sa  guise,  et  ses  sommaires  sont 


(*)  Nou^elUt  Jnnales  de  Mathématiques,  2*  série,  t.  Il,  p.  i34-i3a. 

{**)  Tfont  netaarions  trop  recommander  aux  professeurs  un  OuTrage  peu  connu  en 
France  et  conçu  dans  le  même  esprit  que  le  cours  de  M.  Baltzer  : 

J.  H.  YAX  SwiNDEii'i  Elemente  der  Géométrie,  aus  dem  Hollândischen  ûbersetzt  und 
verm^rt,  Ton  C.  F.  A.  Jacobi,  Professor  an  der  Landêsschule  Pforta.  lena,  Fr.  From- 
Buna  ;  1834.  ln-8^. 

Ce  livre  est  précieux  par  le  grand  nombre  d'énoncés  de  problèmes  qu'y  a  joint  le 
traducteur. 
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cependant  assez  étendus  pour  que  Télève  y  trouve  la  substanœ  di 
leçons,  avec  des  exemples  bien  choisis  pour  la  fixer  dans  resprit* 

Un  des  principaux  mérites  qui  distinguent  les  Ouvrages  de  M.  Bi 
t^er,  c'est  Térudition  aussi  sure  qu'étendue  dont  il  fait  preuve  dans  11 
courtes  notes  placées  au  bas  des  pages,  et  indiquant  l'origine  i 
chaque  proposition  et  de  chaque  dénomination.  L'ensemble  de  o 
notes  forme  un  précieux  résumé  de  l'histoire  des  Mathématiqii 
élémentaires. 

Le  Voliune,  comme  l'indique  le  titre,  se  divise  en  trois  Livre 
subdivisés  eux-mêmes  en  Paragraphes,  et  dont  nous  aUons  faire  cdi 
naitre  brièvement  le  contenu. 

LIVRE  1.  — Arithmétique  élémentaire  (p.  3-58). 

,   §§  1,  2,  3.  Les  quatre  opérations  fondamentales.  —  Nous  y  troi 
vons  entre  autres  cette  indication,  de  commencer  la  multiplicatii 
par  la  gauche  du  multiplicateur,  ce  qui  est  très-commode  pour 
pratique  de  la  multiplication  abrégée. 

S  4.  Calcul  des  mesures  exprimées  en  fractions  duodécimak 
Calcul  du  temps. 

§  5.  Proportionnalité  des  nombres. 

S  6.  Règles  de  trois,  d'intérêts,  etc. 

S  7.  Propriétés  élémentaires  des  nombres  entiers  :  Divisibilil 
nombres  premiers,  etc. 

§§  8-11.  Opérations  sur  les  fractions  ordinaires. 

§  12.  Règle,  de  trois  avec  des  fractions  et  des  mesures  duodéc 
maies.  —  La  complication  de  ces  calculs  est  de  nature  à  faire  désii 
l'établissement  universel  du  système  métrique  décimal. 

§  13.  Partages  proportionnels,  règles  d'alliage,  etc.  (Fotr  ci-apn 
Livre  m,  §1.) 

§§  14-17.  Opérations  sur  les  fractions  décimales. 

^  18.  Calcids  d'approximation;  opérations  abrégées. 

LIVRE  II.  —  Arithmétique  générale  (p.  61-197). 
S  1 .  Préliminaires  :  Dt'finitions  et  notations. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  83 

Si  2-4.  Opérations  directes  (addition,  multiplication,  élévation 
anx  poissances).  —  A  partir  d'ici,  l'auteur  indique,  pour  chaque 
Paragraphe,  les  exercices  correspondants  du  Recueil  de  Heis  {*). 

S  5.  Opérations  inverses. 

S  6.  Formules. 

S  7.  Soustraction.  Nombres  positifs  et  négatifs*,  quantités  oppo- 
sées. —  L'auteur  laisse  au  professeur  le  soin  de  donner,  sur  la  ques- 
tion délicate  des  quantités  négatives,  les  développements  nécessaires. 

SS  8-9.  Addition,  soustraction,  multijdication  des  polynômes. 

SS  10-12.  Division  des  polynômes . 

S  13.  Propriétés  des  nombres  entiers  :  Divisibilité,  nombres  pre- 
miers et  composés.  Combien  il  y  a  de  nombres  premiers  à  un  nombre 
donné  et  moindres  que  lui.  Résidus  des  puissances.  Théorèmes  de 
Fermât  et  d'EuIer.  Résidus  et  non-résidus  quadratiques.  Théorème 
de  Wilson. 

SS  14-15.  Carré  et  racine  carrée  d'un  nombre  décimal. 

S  16.  Radicaux  carrés.  Nombres  rationnels  et  irrationnels.  Nom- 
bres réels,  imaginaires,  complexes. 

SS  17-18.  Puissances  et  racines.  Exposants  négatifs  et  fraction- 
naires. Racines  de  l'unité^  racines  primitives. 

$  19.  Logarithmes  des  divers  systèmes. 

$3  20-21 .  Logarithmes  décimaux.  Construction  et  usage  des  tables. 
Calculs  au  moyen  des  logarithmes.  Logarithmes  d'addition  et  de 
soustraction.  —  L'auteur  aurait  pu  indiquer  la  méthode  très-simple 
de  Briggs  pour  calculer  les  logarithmes  décimaux,  en  déterminant, 
par  de  simples  multiplications  abrégées ,  le  nombre  des  chillres  dont 
se  compose  la  puissance  lo"  d'un  nombre  donné.  II  n'emploie  pas  la 
manière  adoptée  en  France  pour  écrire  les  caractéristiques  négatives 
et  qui  est  cependant  beaucoup  plus  commode  que  celle  dont  on  fait 
usage  en  Allemagne.  U  calcidc  tous  ses  exemples  numériques  au 
moyen  des  Tables  de  logarithmes  à  4  décimalesde  J.-H.-T.  Millier  (**) . 

[*)  Sammltimg  jfon  BeUpielen  und  Aufgaben   aiis  der  allgemeinen  Arithmetik  und 
Al^a.  a3M  AuO.  KOln,  Du  Moot-Schauberg,  1869.  Prix  :  1  Thlr. 

[**)  VientelUge  Logarithmen  der  natûrlichen  Zahlen  und  fVinkelfunctionen,  Halle, 
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S  22.  Progressions  géométriques.  Intérêts  composés.  Annuités. 

S  23.  Formule  dn  binôme  pour  un  exposant  entier  et  positi 
Limite  des  racines  d'un  binôme. 

SS  24-25.  Permutations,  arrangements,  combinaisons. 

S  26.  Déterminants  (*). 

$  27.  Produits  et  puissances  des  polynômes. 

S  28.  Nombres  figurés  et  progressions  arithmétiques. 

S  29.  Notions  sur  le  calcul  des  probabilités. 

S  30.  Fractions  continues. 

SS  31-32.  Série  exponentielle.  Exposants  imaginaires.  Théorèi 
de  Moivre.   Série  du  binôme.   Série  logarithmique.  Influence 
l'ordre  des  termes  sur  la  valeur  d'une  série  dont  la  convergei 
dépend  des  signes  des  termes. 

LI\TŒ  m.  —  Algèbre  (p.  201-289). 

S  1.  Proportions.  Grandeurs  commensurables ,  incommensm 
blés.  Moyenne  entre  des  quantités  données. 

S  2.  Variables,  fonctions.  Proportionnalité.  Continuité.  Fcmctii 
algébriques  et  transcendantes.  Fonctions  homogènes.  Fonctions  syi 
triques  et  alternées. 

S  3.  Méthode  analytique.  Calculs,  constructions. 

S  4.  Équations.  Identités.  Équations  non  identiques, leurs  racia 
Équations  transformées  équivalentes.  Degré  d'une  équation.  Eqi 
tions  algébriques  et  transcendantes. 

S  5.  Systèmes  d'équations  k  plusieurs  inconnues.  Équations  < 
terminées  et  indéterminées.  Résolution  d'un  système  d'ëquati 
linéaires,  déterminées  ou  indéterminées. 

xiv-75  p.,  gr.  in-8<>.  Il  serait  temps  de  renoncer  en  France  k  la  eoutome  pea  rttioM 
d'employer  dans  l'enseignement  des  tables  à  sept  décimales.  Ce  luxe  de  chiftret  im 
qu'à  masquer  les  méthodes  de  calcul,  et  à  faire  naître  l'idée  fausse  d'une  prédiJkMi 
les  éléments  du  calcul  ne  peuvent  jamais  fournir.  Une  table  k  trois  décimalaa,  tar 
carte  {grande  comme  la  main,  remplacerait  bien  utilement  les  gros  in-octavo,  qui 
fierdre  tant  de  temps  aux  élèves,  et  les  empêchent  d'apprendre  k  calculer. 

(*)  Les  éléments  de  la  théorie  des  déterminants  font  partie  de  tous  les  THdIés 
dernes  d'Algèbre  édités  en  Allemagne,  en  Angleterre,  en  Italie. 
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J  6.  Équations  du  second  degré.  Maximum  ou  minimum  d'une 
ioDctîon  du  second  degré.  Réduction  d'une  forme  quadratique.  Sys* 
tcmes  d'équations  non  linéaires.  Exercices  sur  les  systèmes  d'équa- 
tions symétriques  qui  se  ramènent  à  des  équations  du  second  degré. 

J  7.  Equations  du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Équations 
r«dproques.  Calcul  approché  de  la  plus  grande  racine  réelle  de 
l'équation  x"  —  x  —  a  =o. 

J  8.  Équations  transcendantes.  Résolution  des  équations  numé- 
riques. Méthode  de  Newton. 

J  9.  Résolution  des  équations  indéterminées.  Résolution  des  équa- 
tions linéaires  en  nombres  entiers.  Équation  de  Pythagore,  équation 
«^  =  STi  etc. 

5  10.  Théorèmes  sUr  les  fonctions  algébriques.  Diviseurs  d'une 
Ibnction  entière.  Diviseurs  rationnels.  Une  équation  du  n'^'  degré  a 
«  racines.  Racines  multiples.  Règle  de  Descartes.  Théorèmes  de 
Suirm  et  de  Cauchy.  Valeurs  conjuguées  d'une  fonction  algébrique. 
Norme  d'une  fonction  irrationnelle.  Résultante  de  deux  fonctions 
mtîères. 

J.    HoLEL. 

BRIOT  (Ch.),  professeur  suppléant  à  la  Faculté  des  Sciences.  — 
TetoRiE  MÉcAifiQUB  DB  LÀ  CHALEUR.  —  In-8,  avcc  figurcs  dans  le 
texte,  xii-352  pages  ;  1 869.  Paris,  Gauthier-Villars.  Prix  :  7  fr.  5o  c. 

«  La  Théorie  mécanique  de  la  Chaleur  date  seulement  d'un  petit 
nombre  d'années,  mais  elle  s'est  développée  avec  une  telle  rapidité, 
qu'elle  constitue  aujourd'hui  un  vaste  corps  de  doctrines  appuyé 
SOT  de  nombreuses  recherches  expérimentales.  M.  Briot  en  donne, 
dans  son  livre,  une  exposition  théorique  ;  il  s'est  attaché  i  mettre 
en  relief  les  principes  et  les  hypothèses  fondamentales ,  ainsi  que  les 
conséquences  les  plus  importantes,  sans  insister  sur  les  points  de 
détail,  sur  la  discussion  des  expériences  ni  sur  les  questions  encore 
controversées. 

»  Dans  un  premier  Chapitre,  l'auteur  développe  les  principaux 
tbéorèmes  de  mécanique  dont  on  fera  particulièrement  usage,  les 
propriétés  générales  des  systèmes,  la  définition  de  l'énergie  et  les 
différentes  formes  sous  lesquelles  elle  se  présente  dans  les  phéno- 
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mènes.  L'Ouvrage  est  ensuite  divbë  en  deux  Parties,  dont  Tiii 
comprend  la  Chaleur  proprement  dite  et  l'autre  VÊleciricité. 

»  L'étude  de  la  Chaleur  repose  sur  deux  principes,  dont  le  premii 
appelé  Principe  de  V équivalence  de  la  Chaleur  et  du  Travail  m^eofNfi 
est  la  conséquence  directe  de  l'assimilation  de  la  chaleur  i  un  moi 
▼ement  moléculaire.  Le  second  principe,  établi  d'abord  par  Cira 
dans  l'hypothèse  de  la  matérialité  du  calorique,  conserve  toute  K 
importance  dans  la  nouvelle  théorie  ;  on  n'en  peut  pas  donner  u 
démonstration  rigoureuse,  parce  qu'il  renferme  un  élément,  la  im 
pérature,  dont  on  ne  connaît  pas  les  conditions  mécaniques,  mais  « 
peut  le  considérer  comme  une  définition  de  la  température. 

»  Ces  deux  principes,  joints  aux  données  de  l'expérience,  penu 
tent  d'établir  les  propriétés  générales  des  gaz  et  des  vapeurs,  le  j 
des  machines  i  feu,  1  écoulement  des  fluides,  etc. 

»  Jusque-là  on  a  laissé  complètement  indéterminée  la  constituti 
moléculaire  des  corps  \  une  première  tentative  dans  cette  voie  nt 
velle  a  été  faite  par  M.  Clausius  pour  les  gaz;  l'examen  de  ce 
théorie  des  gaz  termine  la  première  Partie  de  l'Ouvrage. 

n  L'électricité  statique  repose  sur  la  notion  des  iluides  électriqo 
dont  les  molécules  obéissent  à  la  loi  de  Coulomb  ;  tous  les  phéi 
mènes  deviennent  des  conséquences  de  cette  loi  élémentaire,  et 
théorie  du  potentiel  donne  à  cette  partie  de  la  science  un  remarqua 
caractère  de  précision  et  d'élégance. 

»  Pour  la  théorie  des  courants  électriques,  il  faut  une  nouvi 
hypothèse,  celle  de  la  force  électromotricc,  que  la  plupart  des  pi 
siciens  attribuent  aujourd'hui  au  simple  contact  de  deux  cor 
comme  l'avait  énoncé  Volta. 

))  Dans  la  théorie  de  l 'Électrodynamique ,  on  admet  qu'il  ex: 
entre  deux  éléments  de  courant  une  force  dirigée  suivant  la  droite 
joint  leurs  centres,  et  l'expérience  indique  qu'elle  varie  en  raison 
verse  du  carré  de  la  distance.  Cette  loi  d'Ampère  n'est  pas  liée  à  o 
de  Coulomb,  et  ne  suffit  pas  pour  expliquer  les  phénomènes  d'ind 
tion.  II  y  a  là  une  lacune  que  M.  Weber  a  essayé  de  combler,  en 
mettant  que  l'action  de  deux  molécules  électriques  dépend non-seï 
ment  de  leur  distance,  mais  encore  de  leurs  vitesses.  Cette  formula 
Weber  a  l'inconvénient  d'entraîner  Thypothèse  de  deux  fluides  é 
triques  -,  mais  elle  a  l'avantage  de  renfermer  les  lois  de  Couloml 
d'Ampère,  et  de  rendre  compte  des  phénomènes  d'induction.  » 
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Les  lignes  précédentes,  extraites  du  Bulletin  de  l^AssocialUm  seien^ 
tifique,  expliquent,  mieux  que  nous  ne  saurions  le  faire,  la  nature 
dn  questions  traitées  dans  le  livre  de  M.  Briot.  Cet  important  sujet 
àa  lois  de  la  transformation  des  forces  physiques  est  maintenant, 
f*3  est  permis  d'employer  ici  une  expression  parlementaire,  à  Tordre 
da  jour.  Verdet,  M.  Briot  l'ont  successivement  exposé  à  la  Faculté 
àa  Sciences  ;  M.  Bertrand  Ta  pris  cette  année  pour  texte  de  ses 
leçons  au  Collège  de  France.  M.  Briot  aura  donc  contribué,  a  la  fois 
par  son  enseignement  si  apprécié  et  par  son  livre,  à  la  diffusion  de 
ces  beOes  et  récentes  idées  qui  paraissent  destinées  à  renouveler  la 
Pkjsique  tout  entière.  11  serait  superflu,  d'ailleurs,  de  louer  la  forme 
qaeraatear  a  su  donner  à  son  exposition.  Ceux  qui  nous  lisent  con- 
naissent les  Ouvrages  élémentaires  de  M.  Briot  qui  rendent  tant  de 
Mnrices  aux  élèves  de  nos  Lycées  ou  de  nos  Facultés,  la  Théorie 
du  fomeHam  doublement  périodiques  publiée  en  collaboration  avec 
M.  Bouquet,  et  VEssai  sur  la  théorie  mathématique  de  la  lumiéri  dont 
l'iiitérèt  et  le  succès  sont  attestés  par  la  traduction  récente  qui  vient 

d'en  être  faite  en  Allemagne. 

G.  D. 


EBTUB  DBS  PUBLICATIONS  PËRIODIQUES. 

\STRONO\HSCHE  NACHRICIITEN,  gegrûndet  von  H.  C.  Schl- 
VACHn,  faerausgegcben  vonProfessor  D'C.-A.-F.  Peters,  Director 
der  Sternwarte  in  Altona  {*). 

T.LXXffl,  n«  1729-1752,  1869. 

ScHÔNFELD.  —  Sur  les  changements  d'éclat  des  étoiles  variables. 
3ac<J.;all.) 

Spôbce.  —  Observations  des  taches  du  SoleiL  {S  col.  ]  ail.) 

Weiugaeten  (Jul.).  —  Sur  un  problème  de  géodésie  (12  col.^  ail.) 


'*;  Som^elles  Astronomiques,  fondées  par  H.  C.  Schcmacher,  publiées  par  C.-A.-F. 
^Irrt,  dtrertear  de  l'Obsenratoire  d'Altona.  Altona,  imprimerie  et  litho(rraphie  de  Ham- 
■mekct  LMier. 

Cctie  pvblieation  a  été  fondée  en  182?,  par  H.-Chr.  Schumacher,  et  parait  en  alle- 
<um1,  es  anglais  et  en  français,  par  feuilles  in-ij^  à  deux  colonnes;  vin{;t-cinq  feuilles 
("rmrnt  on  Tolame. 


88  BULLETIN  DBS  SCIENCES 

Secchi  (A.).  —  Sur  les  spectres  d*étoile$,{8  col.  ;  fr.) 
Fàlb  (R.).  —  La  comète  de  Halley  et  ses  météorites.  (4  col.  ;  ail.) 
LûROTH  ( J.) .  —  Sur  la  détermination  de  l'erreur  frohabU,  (4  col. ;  «K 

HoER  (M.).  —  Sur  la  différence  entre  les  constantes  d^aherratiom 
Delambre  et  de  Struve.  {y  col.  ;  fr.) 

Discussion  de  la  question  :  Si  un  rayon  de  lumière  est  entraîné  | 
le  mouvement  du  milieu  dans  lequel  il  se  propage. 

Liais  (E.).  —  Observation  du  passage  de  Mercure  sur  le  SokU, 
S  novembre  i868,  faite  d  Atalaïa  {Brésil).  (5  col.;  fr.) 

Kayser  (E.).  —  Étude  de  la  Lune  au  point  de  vue  de  la  forme  eil 
soïdale,  (i6col.;  ail.) 

L'auteur  trouve  0,0329  pour  la  valeur  de  rexcentricité. 

ScHMiDT  (  J.).  —  Détermination  des  changements  périodiques  iê 
Comète  II,  i86i.  (18  col.-,  ail.) 

ScHUR  (W.).  —  Stir  la  détermination  de  l'orbite  de  l'étoile  douMê 
d*Ophiuchus.  (3  p.  -,  ail.) 

Lehmànn  (  W.).  —  Éléments  des  orbites  des  huit  planètes  prineipt 
pour  V époque  fondamentale  iSoo^  janvier  i,  avec  leurs  variations  si 
laires  du  premier  et  du  second  ordre.  (Suite  et  fin  d'articles  ina^ 
dans  les  volumes  précédents;  ail.) 

Ràdâu  (R.)  —  Considérations  sur  le  théorème  des  aires.  (8 col.;  1 

TiETJEN  (F.).  — Sur  rincertitude  d'une  détermination  d' orbite 
trois  observations^  lorsque  celles-ci  sont  situées  dpeu  près  géoceniri^ 
ment  sur  un  même  grand  cercle.  (10  col.  -,  ail.) 

T.  LXXIV,  n^'  1753-1776,  1869. 

OuDEMANs  (J.-Â.-C).  —  Observations  de  Véclipse  totale  de  Si 
du  18  août  1868,  dans  Vile  du  Petit  Montawalu,  baie  de  Tomini  ( 
Est  de  Célébes).  (2  art.,  24  col.,  i  pi.;  ail.) 

Peters  (C.-H.-F.).  —  Sur  certains  corps  passant  devant  le  Soleil.  (; 

U   s'agit  de  corpuscules  observés  à  Naples,  considérés  d'al 
comme  des  astéroïdes,  et  reconnus  ensuite  pour  n'être  que 
oiseaux. 
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ScmfiDT  (I.-F.-J.).  —  PointM  de  radiation  et  densité  horaire  des 
météores.  (16  col.  ;  ail.) 

TiETXEii  (F.).  —  Observations  spectroscopiques  du  Soleil.  (6  col.; 
«D.) 

WnLBA  (A.).  —  Sur  rélimination  du  nœud  dans  le  problème  des 
tms corps.  (16  col.;  ail.) 

SoDSLLKEUP.  —  Une  uranométrie  du  x'  siècle.  (8  col.  ^  ail.) 

Cbuxis.  —  Sur  la  théorie  de  la  constante  de  l'aberration,  (angl.) 

ScBVBEmT  (E.).  —  Perturbations  générales  des  coordonnées  rectan- 
fiktret  de  Parthénope  par  Jupiter  et  Saturne,  en  unités  du  septième 
etért  décimal,  et  détermination  de  l'orbite  par  leur  moyen.  (14  col.; 

Radâd  (R.).  —  Nouvelles  remarques  sur  le  problème  des  irois  corps. 
(8col.;aU.) 

WiTTSTEUi.  —  Sur  la  déviation  de  la  verticale  d  de  grandes  hauteurs. 
(4 col.;  ail.) 

JoiDAH  ( W.).  —  Sur  la  détermination  de  l'exactitude  des  observa- 
lismrépéiées  d'une seuk inconnue.  (18  col.;  ail.) 

Toi  ÂKDmjB.  —  Letire  au  sujet  du  Mémoire  précédent,  (dan.) 

PowÂLKT.  —  Les  phénomènes  dans  les  contacts  intérieurs  du  passage 
4e  Yénms  en  1769.  (6  col.  ;  ail.) 

ZôLum(F.).  —  Observation  des  protubérances.  (4  col.,  ipl.;  ail.) 

BtcEH  (H.).  —  Sur  les  corrections  des  éléments  de  Jupiter  et  de  Sa- 
Ismu  donnés  par  Bouvard  {Paris,  1821). 

ZôLum  (J.-C.-F.).  —  Nouveau  spectroscope  et  contributions  à 
leuhfse  spedrale  des  étoiles.  (12  col.  ;  ail.) 

ScBÔHFELD.  —  Tables  des  variations  d'éclat  de  â  de  la  Balance. 
(i6cQl.;all.) 

Ekmui  (A.).  —  Sur  quelques  déterminations  magnétiques, 
i.  Éléments  du  magnétisme  terrestre  et  ses  variations  sécidaires 
pour  Berlin.  (22  col.;  ail.) 

B»U.  des  Sciemcet  mathém.  et  astron.^  t.  I.  (Mars  1870.  )  7 
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T.  LXXV,  n~  1777-1796;  1869.70. 

ScHÔziFELD.  —  Résultats  d'études  sur  la  variation  de  ^  de  la  lA/rt 
de  d  de  Céphée.  (  24  col.  ;  ail.) 

Celoria  (G.).  —  Détermination  de  Vorbite  de  Clytie.  (a  col.;  iti 

Argelàuder.  —  Sur  les  étoiles  observées  par  Piazxiy  mais  mm 
scrites  dans  son  nouveau  Catalogue,  (29  col.  ;  ail.) 

Peters  (C.-F.-W.).  —  Quelques  remarques  sur  leproduwmpam 
de  Vénus^  en  1874-  (6  col.;  ail.) 

Klizirerfves.  —  Lettre  au  Rédacteur.  (6  col.  ;  ail.) 
Sur  la  détermination  des  orbites  par  des  observations  géoceo 
ques. 

BoGusLÂW  VON  Prondztnsri.  —  Sur  le  nombre  des  équaiion$a 
les  angles  et  les  sinus  dans  la  comparaison  des  réseaux  de  Inmif 
(4  col.;  ail.) 

Weingàrten  (J.).  —  Sur  la  réduction  des  angles  d*un  triangle  9§ 
roïdique  d  ceux  d'un  triangle  plan  ou  sphérique.  (6  col.  ;  ail.) 

Oppolzer  (Th.).  —  Sur  la  comète  vue  par  Pons  en  février  ifl 

(ail.) 

Weilek  (A.).  — Sur  Vélimination  du  nœud  dans  le  problème 
trois  corps,  (i5  col.  ;  ail.) 

Spôrer.  —  Observations  des  taches  du  Soleil,  (2  art.,  21  col.;  i 

Veltmawh  (  VV.)  —  Hypothèse  de  Fresnel  pour  l'explication  des  j 
nomènes  d'aberration.  (i5  col.  ;  ail.) 

Leppig  (H.).  —  Observations  des  taches  du  Soleil^  faites  d  TOI 
valoir e  de  Jjcipzig,  (8  col.;  ail.) 

MôLLER  (Axel).  —  Perturbations  générales  de  Pandore.  (7C0I.;  i 
Les  calculs  ont  été  faits  par  la  méthode  de  Hansen. 

Erman  (A.).  —  Sur  quelques  déterminations  magnétiques. 
2.  Deux  déterminations  magnétiques  dans  Tlndc,  par  K.  Koi 
et  leur  emploi  théorique.  (17  col.;  ail.) 

JoRPAïf  (  W.).  —  Sur  l'exactitude  des  triangulations  de  VAUemi 
du  Sud.  (18  col.;  ail.) 
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Pocsm.  —  Sur  VapplicatUm  de  la  photographie  à  V observation  des 
fis$Êfes  de  Vénus  sur  le  Soleil.  (i4  col.;  ail.) 

JOURNAL     DB    MATHÉMATIQUES     PI3RES     ET     APPLIQUÉES    OU   ReCUeil 

mensuel  de  Mémoires  sur  les  diverses  parties  des  Mathématiques, 
publié  par  Joseph  Liocville,  membre  de  T Académie  des  Sciences 
et  du  Bureau  des  Longitudes,  professeur  au  Collège  de  France. 
»•  série,  T.  XIV;  1869  (*). 

LiouviixB  (J.).  —  Exk'ait  d*une  lettre  adressée  d  Jf .  Besge.  (6  p.) 
LiouTiLLS  (J.).  — '  Sur  les  nombres  entiers  de  la  forme  12^4- 5. 

(»p) 

GovmvnuE  (J.  de  ul).  —  Mémoire  sur  les  lignes  spiriques.  (54  p.) 

f  Les  lignes  spiriques  ou  sections  planes  du  tore,  dit  M.  de  la 
Goornerie,  ont  anciennement  occupé  les  géomètres,  comme  on  le 
voit  dans  les  savantes  Notices  historiques  que  MM.  Quételet  et 
dasles  ont  données  sur  ces  courbes;  mais,  jusque  dans  ces  der- 
années,  on  s'était  borné  i  étudier  leurs  diverses  formes.  C'est 
i  cet  ordre  de  recherches  que  se  rapporte  le  Mémoire 
ityL  Pagani,  couronné  par  l'Académie  de  Bruxelles  en  1824* 

■  Depuis  cette  époque,  MM.  Yvon  Villarceau,  J.-A.  Serret,  Garlin, 
Gnhu,  Mannheiin  et  Darboux  ont  trouvé  des  théorèmes  importants 
tories  spiriques.  E^fin,  leur  théorie  a  été  enrichie  des  résultats  con- 
fidénbles  obtenus  par  MM.  Salmon,  Mouurd,  Darboux,  Laguerre  et 
Crofton  sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  deux  points 
doubles  a  l'infini  sur  un  cercle,  car  les  spiriques  sont  une  variété  de 
CCS  lignes. 

»  Je  me  propose  de  faire  connaître  plusieurs  propriétés  nouvelles 
des  spiriques,  et  de  présenter  une  classification  de  ces  courbes.  )> 

Le  Mémoire  commence  par  Tétude  d'une  involution  spéciale  du 


>*)  Ce  Eecaeil  parait  tout  les  mois  depuis  i836  par  cahiers  in-4''  de  4o  pa3e8.  La  pre- 
pfièrc  série  se  eompose  de  so  volumes  et  se  termine  en  i856;  la  deuxième  série  com- 
pKad  14  TolaBMs  jusqu'au  mois  de  janvier  1870.  Prix  par  an  :  3o  fr.  Nous  saisissons 
««s  occssioB  pour  féliciter  M.  Gauthier-Villars  des  soins  si  éclairés  qu*il  apporte  à 
^ÎBpttsnoA  de  ce  Journal,  et  qui  en  font  une  des  plus  belles  publications  périodiques 
lit  BOUS  connaissions.  G.  D. 

7- 
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quatrième  ordre,  étude  d'où  l'auteur  déduit  une  nouvelle  méthode  d 
résolution  de  Téquation  du  quatrième  degré. 

La  deuxième  Partie  comprend  quelques  théorèmes  très-simplei 
relatifs  aux  courbes  nonmiées  anallagmaiiques  par  M.  Moutard,  f 
qui  ne  changent  pas  de  forme  quand  on  opère  une  transformatMl 
par  rayons  vecteurs  réciproques  avec  un  pôle  convenablement  choU 

La  troisième  Partie  comprend  l'étude  spéciale  des  spiriques  et  é{ 
tores  droits  ou  obliques  qui  passent  par  ces  courbes.  | 

Mathieu  (E.).  —  Mémoire  sur  le  mouvement  de  la  température  difl) 
le  corps  renfermé  entre  deux  cylindres  circulaires  excentriques  et  im^ 
des  cylindres  lemniscatiques.  (i6  p.) 

GouRivERiE  (J.  DE  LA.).  —  Mémoire  sur  les  liynes  spiriques  (suite 
(36  p.) 

Spiriques  homofocalcs.  Propriétés  métriques  relatives  aux  foyer 
Classification  des  spiriques.  Etude  des  différentes  classes. 

Jordan  (C).  —  Théorèmes  sur  les  éqtiations  algébriques.  (8  p.) 
Nous  rendrons  compte  de  ce  travail  en  même  temps  que  du  Trm 
des  substitutions  et  des  équations  algébriques. 

Jordan  (C).  —  Sur  l'équation  aux  vingt-sept  droites  des  surfm 
du  troisième  degré,  (sto  p.) 

Radau  (R.).  —  Sur  une  propriété  des  systèmes  qui  ont  un  plan  im 
riable.  (5j  p.) 

L'auteur  reprend  d'abord  l'idée  de  Jacobi,  qui  consiste  a  élimia 
deux  variables  à  l'aide  d'une  seule  intégrale  des  aires.  Le  plan  i 
aires  étant  pris  pour  celui  des  x^  y,  on  peut  introduire  des  ai 
mobiles  déterminés  par  une  équation  ^{x^  y)  =  o  {*) ,  qui  don 

encore  -^  =  o.  Soit  SI  la  longitude  de  l'axe  des  x^  les  vitesses  absoli 

seront  x'  —  yiî',  y'-haril',  z'.  En  les  substituant  dans  H =T  — 
si  la  fonction  des  forces  U  ne  dépend  que  des   [vositions  irlatives, 
renfermera  Î2',  mais  non  ft.  Si  dès  lors  on  désigne  par  /),  ç,  r,  K 
dérivées  de  T  par  rapport  à  x',  y',  z\  il',  et  qu'on  exprime  H  en 
y,  J5,  p,  q^  r,  K,  on  aura  pour  n  points  6n-|-  2  équations  diffère 


(•)  Pour  abroger,  nous  ôcriron»  x,  j^  au  Iûmi  de  .r,,  J",,...,  J^m*  Xt* X*t"  •  Jw 
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tielles,  dont  deux  seront  : 

dQ  _dE      rfK  _ 

rfF-dï'    rfT"-''' 

rane  donne  l'intëgrale  des  aires,  K  =  const.,  l'autre  se  réduit  à  une 
quadrature,  il  ne  reste  donc  que  6n  équations  différentielles,  d'où 
imx  yariablcs  s'éliminent  par  les  équations /*==  o,  /^  =  o.  De  même, 
tm$  intégrales  des  aires  permettent  d'éliminer  quatre  variables.  Ou 
déterminera  trois  axes  mobiles  par  trois  équations  /î  =  o,  /i  =  o, 
/,  =  o,  et  désignant  par  x*,  y^,  z^  les  trois  rotations  du  système 
lutour  de  ces  axes,  on  prendra  pour  les  vitesses  les  expressions 
x'  -+-  y*x  —  sfiy^ Les  intégrales  des  aires  pourront  s'écrire  : 

^        iwi ;  •  ^T        im ;  ^T 

^  =  v'lL'-7t'sin9.     ^  =  VK'-n>cos9,      ^  =  ir, 

K  étant  une  constante,  jr  le  cosinus  de  l'inclinaison  du  plan  des  a;,  y 

Im. 

sur  le  plan  invariable,  et  (f  la  distance  de  l'axe  des  x  au  nœud.  La 
fonction  H  étant  exprimée  en  â?,  y,  jt,  f ,  p,  f ,  r,  tt,  les  équations  du 


«vement,  au  nombr 

ede  om-a,  i 

teront  : 

dx      dU        dp 
dt~  dp^      dt~ 

du 

dx""' 

d<f      dïL 
dt~  an' 

dit 
dt~ 

du 

d<t  ' 

mais  les  six  équations/l  =  o,y",  =  o, ...  les  réduisent  à  6n  —  4?  oi^ 
a  donc  éliminé  ftiafre  variables.  En  outre,  on  trouvera  la  longitude 

du  nœud  il  par  la  quadrature  --r-  =  ^  • 

Eji  ajoutant  aux  équations  des  axes  les  six  intégrales  du  centre  de 
gravité,  Smx  =  o,  ^mx'  =  o, . . . ,  on  réduit  le  nombre  des  varia- 
bles a  6n —  lo,  età6n  —  12  par  l'intégrale  des  forces  vives  et  par 
Télimination  directe  du  temps  ^  le  problème  des  trois  corps  revient 
ainsi  a  6  équations  du  premier  ordre.  L'élimination  peut  se  faire  en 
prenant  pour  T  l'expression 

T4-ai/',  -h.  ..  4-  p.Smx'-h... 

et  en  supposant  les  multiplicateurs  ff],  a^^  a^,  j3i,  |3t,  ^s  déterminés 
par  la  condition  que  six  des  dérivées  p-,  q^  r  s'annulent  identique- 
ment. M.  Radau  développe  le  calcul  pour  le  cas  où  les  axes  mobiles 
sont  les  axes  principaux  d'in«rtie,  et  pour  quelques  autres  cas  en  se 
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bornant  à  trois  corps.  Si,  au  lieu  de  rapporter  le  système  isonoenttf 
de  gravité,  on  le  rapporte  à  l'un  des  points  que  l'auteur  appelle  |nmI 
eanoniqueê,  un  corps  du  système  se  trouve  eo  ipso  éliminé,  sans  np 
la  forme  des  intégrales  soit  changée.  C'est  un  cas  particulier  de  1 
transformation  bien  connue  que  Jacobi  a  proposée  pour  le  problèaf 
des  trois  corps.  Dans  le  cas  de  trois  corps,  on  exclut  ainsi  le  c  oor| 
principal  m,  les  orbites  des  deux  ce  planètes  »  se  coupent  dans  le  pb 
invariable,  et  en  désignant  par  r,  Vi  leurs  rayons  vecteurs,  par  «,f 
leurs  distances  au  nœud,  par  y,  7i, /*,/*!  leurs  vitesses  radiales  i 
aréolaires,  on  aura 

la  fonction  U  renfermera  r,  fi,  n,  «i  et  l'inclinaison  relative  2  i 
orbites,  qui  s'exprime  en  y*,  /i  par  l'équation 

Les  équations  du  mouvement  deviennent 

dt'^dy'      A""       dr'       dt'^'df'      di"       du^ 

puis  quatre  analogues  où  les  variables  ont  l'indice  i .  Après  avoir  i 
tégré  par  deux  ellipses,  on  aurait  pour  chaque  corps  quatre  équ 
lions  donnant  les  variations  des  constantes  canoniques. 

L'auteur  montre  encore  que  la  réduction  des  variables  i  6fi  —  i 
peut  s'obtenir  directement  par  la  considération  des  orbites  instas 
tances,  et  qu'on  arrive  alors  à  la  classification  des  intégrales  du  pr 
bième  des  trois  corps  donnée  par  M.  Bertrand.  Il  termine  en  fidsa 
voir  que  la  même  réduction  résulte  de  l'emploi  des  formules  relatn 
à  des  axes  mobiles  : 

dx 

-jjz=  % -h  yz' -  zy,, . . 

^  =XH-»ja'-Ç/',... 

oïl  X,  y,  z  sont  les  coordonnées  (absolues  ou  relatives),  4)  »>  {  1^  ' 
tosses,  X,  Y,  Z  les  forces  données,  enfin  x**,  y*,  x*  les  trois  rotatia 
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àm  système  sntoar  des  axes  mdbiles.  Le  n<«ibre  de  ces  équatioBs 
Myfffintîflles  est  6fi — 6,  si  Ton  emploie  les  coordonnëes  relatives. 
Fmd*  âiminer  les  rotations,  ou  a  les  trois  équations  f\  =  o,/*',  sso, 
/*,  =  o,  qui  dérivent  de  c^es  des  axes  mobiles  ;  ces  dernières  et  l'ëli- 
«nation  de  di  réduisent  les  variables  k6n  —  i o.  Ou  arrive  k6n  —  i  a 
pv  les  intégrales  H  =  const.,  K'  =  const.  Mais  ou  peut  aussi  arri- 
ver k  6n  —  II,  font  emphyer  une  seule  intégrale,  si  les  forces  sont  des 
(Mictions  homogènes  des  coordonnées  de  la  dimension  e  ^  il  suffit, 
pour  cela,  de  diviser  les  coordonnées  par  une  distance  p  du  système, 


»•+♦  I— * 


les  vitesses  par  p  *  ,  et  dl  par  p  *  ;  la  variable  p  disparait  alors,  et 

Von  gagne  une  relation  entre  les  nouvelles  variables  —9  -9  .,.*•• 
•  P     P     P 

DiDOH  (F.).  —  Méthode  de  Cauchy  pour  Vinversion  de  Vintégrale 
eS^fifue.  (n  p.) 

Cette  méthode  se  trouve  développée  dans  une  série  de  Notes  insé- 
rées par  Cauchy  en  1 843,  dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  VAca- 
Umie  des  Sciences,  t.  XVII.  Ces  Notes  sont  consacrées  à  Tétude  de 
ffodoits  que  Cauchy  appelle  factorieUes  réciproques^  et  qui  ne  sont 
iQUe  chose  que  les  fonctions  6  de  Jacobi.  M.  Didon  expose,  avec  les 
Boutions  de  Jacobi,  les  méthodes  de  Cauchy^  il  en  déduit  en  outre, 
ce  que  n'avait  pas  fait  Caudiy,  le  théorème  relatif  à  l'addition  des 
irguments. 

Hatbisu  (E.).  — Sur  le  mouvemeni  vibratoire  des  plaques.  (19  p.) 
Poisson  (*)  et  Cauchy  (**)  avaient  déjà  étudié  le  mouvement  vi- 
bratoire des  plaques.  Mais  leur  solution  a  été  critiquée  par  M.  Kirch- 
hoff,  qui  a  montré  que  les  conditions  aux  limites  imposées  par 
Foision  et  Cauchy  sont  incompatibles.  M.  Mathieu  adresse  à  son 
tour  des  objections  à  la  méthode  de  M.  Kirchhoff  {***)'i  et  traite  de 
Mmvean  la  théorie  du  mouvement  vibratoire. 

Liou VILLE  (J.).  — Nouveau  théorème  concernant  la  fonction  numé- 
rij«  F(*).  (3  p.) 
On  sait  que  F(i)  désigne,  dans  les  études  de  M.  Liouville,  le 

(*)  Mémoires  dé  V Académie  det  Sciencei,  t.  VIII. 
{**)  Ktmrmettde  Maikémaiiques ;  1828. 
(*^)  KiMBMWf  JouriHU  tU  CrtlU,  t.  XL. 
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nombre  des  formes  quadratiques  binaires,  primitives  ou  non,  de  i 
terminant  —  i,  dont  un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  i 
impair. 
Cela  posé,  considérons  toutes  les  valeurs  de  I  telles  que 

lom  —  a5/*>o 

on  aura 

F(iom)  -4-  22F(iom  —  iSi^)  =  2Ci(in). 

Cl  (^)  désigne  la  somme  des  diviseurs  de  m. 

Liou VILLE  (J.).  —  Remarque  au  iujet  de  la  fonction  ^i(n)  qui  i 
prime  la  somme  des  diviseurs  dem.  {2  f.) 

BoussiNESQ  (J.).  —  Étude  sur  les  surfaces  isothermes  et  sur  les  d 
rants  de  chaleur  dans  les  milieux  homogènes  chauffés  en  un  de  kn 
points.  (34  P-) 

Liou  VILLE   (J.).  —  Extrait  d'une  lettre    adressée    d    M.  Brt| 

(4  p) 

M.  Liouville  déduit  de  l'intégrale  définie 


X 


~^i- --^  dx  =  ^l0g%y 

I  -h  x'  o      '^ 


donnée  par  M.  Bertrand,  l'intégrale  suivante 


X 


'  arc  tango:  ,        tt  , 

—  rfar==glog2 


o        »-*-^ 


La  lettre  se  termine  par  des  théorèmes  relatifs  aux  formes  a 
dratiques.  « 

Liouville  (J.).  —  Théorème  concernant  la   fonction  numiri 
/p,(n).  (3  p.) 

Si  l'on  a  n  ==  di^  voici  la  définition  de  la  fonction  p%{n)  :        ij 

Weiler  (A.).  —  Note  sur  le  problème  des  trois  corps.  (16  p.)  | 

Saint-Venant  (de).  —  Rapport  à  l* Académie  des  Sciences  sur\ 
Communication  de  M.  Vallès^  faite  le  m  décembre  1S68  sous  ce  tH 
«  Expériences  faites  à  l'écluse  de  l'Aubois  pour  déterminer  Vi 
utile  de  l'appareil  à  l'aide  duquel  M.  de  Caligny  diminue  dans 
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proportion  considérable  la  consommation  d'eau  dans  les  canaux  de 
navigation  ».  (11  p.) 

Caligrt  (A,  de).  —  Note  sur  les  moyens  de  rendre  automaiique 
k  système  d'écluses  de  navigalion  décrit,  tome  XI,  a*  série,  page  i45. 

(7P-) 

CA1.1G11T  (A.  de).  —  Note  sur  un  appareil  d  faire  des  épuisements 
en  moyen  des  vagues  de  la  mer.  (6  p.) 

L10DT11.1.E  (  J.).  —  Sur  la  forme  ternaire  x*  -h  2y*  -h  iz*.  (2  p.) 

Soit  m  un  entier  de  la  forme  6  m  ±:  1 ,  le  nombre  des  solutions  de 

Téquation 

m.=:  x^  -4-  a/*  -4-  33* 

est  donné  par  la  formule 

N=x:F(6m). 

BoiLEAu  (P.).  —  Mémoire  sur  les  bases  de  la  théorie  du  régime  uni- 
forme  des  courants  liquides.  (16  p.) 

Mathieu  (E.).  —  Mémoire  sur  V équation  aux  différences  partielles 
Al  quatrième  ordre  AAu  ^o  et  sur  l'équilibre  d'élasticité  d'un  corps 
to/ûfe.  (45  p.) 

On  sait  que  les  géomètres  ont  fondé  sur  l'étude  de  l'équation 

.  d^u      d^u      d}u 

Que  des  plus  admirables  et  des  plus  fécondes  théories  des  mathéma- 
ûqnes  modernes.  L'équation  plus  compliquée  AAu  =  o  n'avait 
peut-être  pas  encore  été  considérée  d'une  manière  générale,  et,  ce- 
pendaiit,  elle  se  rencontre  dans  plusieurs  théories  importantes  de  la 
Physique  mathématique.  M.  Mathieu  l'étudié  en  employant  une 
formule  analogue  à  la  célèbre  équation  de  Green,  et  il  arrive  au 
théorème  suivant  : 
V  n  existe  une  fonction,  et  une  seule,  qui  satisfait  à  l'équation 

AA{i  =  o 

dans  l'intérieur  d'une  surface  a,  qui  y  varie  d'une  manière  continue 
avec  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres,  et  dont  la  valeur  et  celle 
de  son  A  sont  données  à  la  surface.  » 
Le  Mémoire  se  termine  par  différentes  applications. 
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Calighy  (A.  de).  —  Note  sur  des  appareils  hydrauliques  fometùm' 
nant  au  moyen  de  l'aspiration  résultant  du  moui^emenl  acquis  d^um 
colonne  liquide  :  addition  à  un  Mémoire  publié  dans  U  tome  XI  de  a 
Journal  en  1866,  p.  a83.  (3  p.) 


GouRNERiE  (de  la).  —  Notc  sur  les  singularités  élevées  des 
planes.  (10  p.) 

ce  Dans  un  Mémoire  inséré  au  VU*  volume  du  Quarterly  Journal 
M.  Cayley  a  établi  que  toute  singularité  d'une  courbe  plane  est  équi 
valente  à  des  nombres  déterminés  de  points  doubles,  de  rebroussa 
ments,  de  tangentes  doubles  et  d'inflexions,  de  telle  sorte  que  lorsqui 
ces  quatre  nombres  sont  connus  pour  toutes  les  singularités  d'oni 
courbe,  on  peut  immédiatement  appliquer  à  cette  courbe  les  troi 
équations  de  Plûcker,  et  aussi  savoir  à  quel  genre  elle  appaitiefl 
d'après  sa  déficience  {deficiency)^  c'est-à-dire  d'après  la  différeno 
qui  existe  entre  les  deux  nombres  de  points  doubles  que  son  ordr 
comporte  et  qu'elle  possède  réellement.  M.  Cayley  a,  de  plus,  dona 
des  formules  pour  calculer  les  quatre  nombres  qui  représentent  un 
singularité,  lorsqu'on  connaît,  pour  les  différentes  branches  qui  1 
constituent,  des  équations  distinctes  résolues  par  rapport  à  l'une  de 
coordonnées.  Je  me  propose  de  montrer  conmient  on  peut  déduir 
ces  équations  de  l'équation  générale  de  la  courbe. 

»  Je  donnerai  ensuite  quelques  résultats  sur  les  rayons  de  cour 
bure  à  un  point  multiple,  et  sur  les  contacts  que  les  différente 
branches  peuvent  avoir  les  unes  avec  les  autres. 

»  Cette  Note  est  composée  de  deux  Parties  ^  la  seconde,  entiers 
ment  consacrée  à  des  applications,  a  été,  faute  de  place,  rejetée  « 
numéro  de  janvier  du  volume  suivant.  » 

Calight  (A  de).  —  Note  sur  un  appareil  propre  d  élever  Veau  ê 
moyen  des  vagues  de  la  mer  ou  des  grands  lacs,  (a  p.) 
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graûa  délie  Scienze  matematiche  et  fisiche^  Via  Lata,  n^  an  (*)« 


(*)  Fondé  en  1R68,  paraissant  chaque  mois  par  fascicules  de  6  à  7  feuillet  in-4^;  < 
iUliea  et  en  français.  Prii  :  35  centimes  la  feuille. 
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T.  II,  janvier-septembre;  1869. 

BoncoMPAGiii  (B.).  —  La  vie  et  len  travaux  du  baron  Cauchy, 
membre  de  V Académie  des  Sciences;  par  C.-A.  Vafson,  professeur  à  la 
FëcuUé  des  Sdenees  de  Grenobk. 

Analyse  détaillée  de  l'Ouvrage  de  M.  Valson,  suivie  d'une  Indica- 
tion des  écrits  d'Augustin  Cauchy ,  contenus  dans  huit  Recueils  scien- 
tificjues;  par  E.  Nàrducci.  (loa  p.  ;  ital.) 

NAmDucci  (E.)  —  Sur  la  vie  et  hs  écrits  de  François  Woepcke. 
(34  p.  )  ital.) 

BoacoMPAGVi  (B.).  —  Sur  Vihmrage  d'Albiroum  sur  Vinde.  (  54  p.  ^ 
ital.) 

Iahichitskt  (E.).  —  Notice  historique  sur  la  vie  et  les  travaux  de 
Ifieolas  Ivanovitch  Lobatckefsky.  Discours  prononcé  dans  la  séance 
i9kmuttede  iWniversité  de  Kaxan,  le  -^  novembre  1848.  (Traduit  du 
rosse,  par  A.  Fotocki.)  (4o  p. ,  fr.) 

Rot  (A.  lb).  —  Notice  sur  la  vie  et  les  Êravaux  de  J.-B.  Brasseur. 
(10  p.  -,  fr.) 

Jacoli  (F.).  —  Anecdote  inédite  relative  d  Bonaventure  Cavalieri. 
(14  p.  î  ital.) 

WoLF  (R.).  —  Matériaux  divers  pour  l'histoire  des  Mathématiques. 
(3op.,  I  pi.;  fr.) 

Sur  Tinvention  du  niveau  à  bulle  d'air.  Mort  de  G. -G.  Strauch. 
Correspondance  littéraire  de  Bemoulli .  Nicolas  Fatio  de  Duillier. 
Uarc-Michel  Bousquet.  Cosimo  Bartoli. 

Sédiixot  (L.-Am.).  —  Les  professeurs  de  Mathématiques  et  de  PAy- 
fique  générale  au  Collège  de  France,  r*  et  a*  Période  (i53o-i589). 
{38p.;fr.) 

ABHANDLUNGEN  der  kôniglichen  bôhmischen  Gesellschaft 
DEt  WissEKSCHAFTEif.  6**  Rcîhe,  Bd.  I;  1867.  —  P^^«  ^  Commis- 
sion der  J.  G.  CALVE'scIien  k.  k.  Universitats-Buchhandlung  (*). 


(*)  Mémoires  de  la  SocUti  royale  des  Sciences  de  Bohême.  Prague,  librairie  univers!- 
l'ire  de  Calve.  Parait  par  volumes  iD-4®  tous  les  deux  ans,  en  allemand  et  en  bohème. 
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ScHMiDT  (G.).  —  Sur  ki  constantes  physiques  de  la  vapeur  d'eau, 
(do  p.;  ail.) 

Ces  constantes  sont  la  densité  relative,  les  deux  capacités  calori* 
fîques  de  la  vapeur  fortement  surchauffée  et  les  constantes  de  la  for- 
mule de  M.  Regnault  pour  la  chaleur  totale  X,  qu'il  faut  commoniqiier 
à  Tunilé  de  poids  de  Feau  à  partir  de  2;éro  pour  l'amener  à  la  tempé- 
rature I,  et  la  réduire  en  vapeur  sous  la  pression  de  p  kilogrammes 
par  mètre  carré.  L'auteur  examine,  au  point  de  vue  théorique,  les 
résultats  obtenus  par  Zeuner  et  par  Him. 

ARCHIV  DEK  Mathematik  uifD  Physik  mit  besonderer  Rûcksicbt 
auf  die  Bediirfnisse  der  Lchrer  an  hôheren  Unterrichtsanstalten. 
—  Herausgegeben  von  Johann  August  Grunert,  Professor  sa 
Greifswald  (*).  T.  L;  1869. 

Nawrath.  —  Sur  la  construction  d*un  polygone  simple^  d  la  fais 
inscrit  et  circonscrit  à  un  polygone  de  même  espèce.  (10  p.  ^  ail.) 

Bretschneider  (C.-A.).  —  Le  théorème  de  Matthew  Stewart.  (9  p.^ 
ail.) 

Soit  D  un  point  de  la  base  BC  d'un  A  ABC,  AD  =  I,  BD  =  < 
CD  =  a'';  a,  6,  c les  trois  côtés  du  A.  Onaol*  =  b^af  -hc^cf — aefef. 
Ce  théorème  de  Géométrie  élémentaire  est  très -utile  et  n'est  pas 
encore  assez  connu. 

KuDELKA  (Jos.).  —  Les  lois  de  la  réfraction  de  la  lumière.  (3  trt«9 
m  p.;  ail.) 

Bjorlimg  J'.  (C.-F.-E.)  —  Sur  le  mouvement  reetiligne  d'une  «lotf- 
cule  soumise  d  une  force  attractive  ou  répulsive^  qui  est  une  fonction  al' 
gébrique,  rationnelle  et  entière  de  la  distance  à  un  centre  fixe.  (i3p.  ^  fr.) 

Grunbrt  (J.-A.)  —  Sur  les  cordes  communes  des  sections  coniques 
et  de  leurs  cercles  de  courbure^  et  en  particulier  sur  les  maxima  et  les 
minima  de  ces  cordes.  (34  p-  ;  ail.) 

Verslvys  (J.).  —  Applications  nouvelles  des  déterminants  d  rAl- 
gèbre  et  d  la  Géométrie.  (19  p.;  ^>*0 

(*>  Fondé  en  1841.  Prii  :  3  Thlr.  pour  chaque  volume  composé  de  quatre  cahiers 
gr.  in-8®.  U  parait  un  ou  deui  Tolamea  par  an,  en  allemand»  en  françaii  et  en  latia. 
Grcifiwald,  C.  A.  Koch*»  Veriagtbnchhandlunc,  Th.  Ennike. 
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« 

Le  principal  théorème  contenu  dans  ce  travail  se  rapporte  à  l'équâ!-. 
tion  homogène  d'une  surface  du  second  degré  en  coordonnées  tétraé- 
driques  ;  suivant  que  le  discriminant  de  cette  équation  est  négatif  ou 
positif,  la  surface  admet  ou  n'admet  pas  de  génératrices  rectilignes. 

GauimT  (J.-A.).  —  Sur  ks  projections  conformes  des  cartes  géo- 
fr^hiques.  (34  p-î  ail.) 

GauHSRT  (J.-A.).  —  Sur  le  centre  de  gravité  du  trapèze  et,  enpar^ 
UeuHer,  mr  sa  détermination  graphique,  (7p.;  ail.) 

LiHDMÀif  (Chr.-Fr.).  —  Remarques  sur  quelques  séries.  (4p*9  lat.) 

GauHEUT  (J.-A.) .  —  Sur  une  lettre  remarquable,  écrite  par  Lagrange, 
é^  de  diX'huit  ans,  au  comte  6.-C.  da  Fagnano.  (9  p.  ;  ail.) 

Seelihg  (P.).  —  Diverses  propositions  de  la  théorie  des  nombres. 
(3  p.;  ail.) 

iMscHraETSKT  (  V.-G.).  —  Sur  Vintégration  des  équations  aux  déri^ 
téet  partielles  du  premier  ordre  (*).  (  ig8  p.  ;  fr.) 

Ce  Mémoire  contient  un  exposé  complet  et  très-intéressant  des 
travaux  de  Jacobi,  de  Bour,  de  Boolc,  de  M.  Bertrand  et  de  M.  Lieu-, 
fille  sur  cette  branche  importante  de  l'Analyse. 

Nous  reproduisons  d'ailleurs  une  partie  de  l'Introduction  : 

«  La  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
do  premier  ordre  de  la  forme  la  plus  générale,  créée  par  les  travaux 
des  plus  grands  géomètres  des  temps  modernes,  forme  actuellement 
la  partie  la  plus  approfondie  et  la  plus  achevée  du  calcul  intégral. 
Dans  l'histoire  du  développement  de  cette  théorie,  on  rencontre  ce 
fait  remarquable,  que  les  successeurs  immédiats  de  Lagrange,  son  vé- 
ritable fondateur  (1772),  considérèrent  comme  impossible  de  suivre 
la  Toie  qu'il  avait  tracée;  tandis  qu'au  contraire  les  derniers  progrès 
de  cette  théorie  l'ont  ramenée  de  nouveau  aux  principes  de  Lagrange. 
Pfaflr,  le  premier,  se  plaçant  à  un  nouveau  point  de  vue,  est  parvenu 
à  la  solution  complète  du  problème.   Mais  sa  méthode,  théorique- 
ment exacte,  s'est  trouvée  peu  commode  dans  la  pratique,  par  suite 
des  difficultés  que  présente  l'intégration  successive  de  plusieurs  sys- 
tèmes d'équations  différentielles.  Cauchy  (1819)  et  Jacobi  (1837),  P^^ 


(•)  Traduit  du  ru8«e  par  J.  Hoûcl.  Un  ttra(;o  à  part  a  été  fait  de  ce  Mémoire  et  a  déjà 
Hr  kignalc  dans  notre  précédent  numéro. 


»  ■ 
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*-  des  procédés  différents,  et  sans  que  le  second  eût  aaciine  connu» 
..  sance  des  travaux  du  premier,  montrèrent  qne  le  but  auquel  coa 
duisait  la  méthode  de  Pfaff  pouvait  être  atteint  plus  simplement  pi 
la  seule  intégration  complète  du  premier  des  systèmes  d'équatioH 
différentielles  qui  se  rencontrent  dans  cette  méthode.  La  questia 
paraissait  dès  lors  complètement  épuisée.  Néanmoins,  Tinfatigahl 
et  fécond  génie  de  Jacobi  n'abandonna  pas  ses  investigations  sur  C 
problème  auquel  il  avait  déjà  fait  faire  de  si  grands  pas,  et  auqw 
s'attachait  un  nouvel  intérêt  depuis  que  les  recherches  d*HamiIta( 
avaient  mis  en  évidence  la  liaison  qui  existe  entre  cette  théorie  i 
l'intégration  des  équations  différentielles  de  la  Dynamique.  Pendai 
que  Jacobi  se  livrait  à  ses  nouvelles  études  sur  cette  double  questioi 
la  théorie  continuait  ses  progrès,  grâce  aux  remarquables  publicatioi 
d'autres  analystes,  Liouville,  Bertrand,  Donkin,  Bour,  etc.,  qui  i 
sont  occupés  du  même  objet,  et  dont  les  découvertes  devaient  laim 
moins  à  faire  au  géomètre  allemand,  quoique  souvent  aussi  dl 
dussent  coïncider  avec  les  résultats  qu'il  obtenait  de  son  côté.  Noi 
ne  pouvons  émettre  ici  que  de  simples  conjectures,  puisque  le  tn 
vail  de  Jacobi  n'a  paru  qu'après  sa  mort,  rédigé  par  Qebsch  d'apr 
les  matériaux  trouvés  dans  ses  papiers. 

))  Ces  détails  expliquent  les  réclamations  de  priorité  auxqudl 
cette  publication  a  donné  lieu  de  la  part  de  plusieurs  auteurs,  relat 
vement  soit  aux  théorèmes  fondamentaux  de  la  nouvelle  méikoie  < 
Jacobi,  soit  à  son  principe  général.  Mais,  sans  aucun  doute,  le  no 
de  ce  grand  géomètre  restera  attaché  à  cette  théorie,  fondée  sur  i 
conceptions  et  constituée  par  lui-même  sous  une  forme  systématiqi 
complète,  lors  même  que  des  parties  isolées  et  secondaires  de  < 
ensemble  appartiendraient  à  d'autres  inventeurs. 

»  En  me  bornant,  pour  le  moment,  à  cette  courte  esquisse  dn  d 
veloppement  successif  de  ce  problème,  je  me  réserve  de  revenir  pi 
longuement  sur  les  détails  historiques  dans  les  notes  qui  accomp 
gnent  le  texte,  et  je  vais  donner  maintenant  un  aperçu  général  < 
contenu  de  ce  Mémoire. 

»  Dans  le  Chapitre  I,  j'examine  les  différentes  formes  d'inf 
gralcs  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ;  et, 
l'intégrale  complète,  je  déduis  l'intégrale  générale,  par  la  métho 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  en  me  fondant  sur  les  pi 
priétés  des  déterminants  fonctionnels. 
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»  Dans  le  Chapitre  U,  je  considère  la  forme  particulière  d'inté- 
grale qui  conduit  k  des  équations  linéaires  par  rapport  aux  dérivées 
partielles,  et  je  donne  un  abrégé  de  la  théorie  de  ces  dernières, 
d'après  Lagrange  et  Jacobi. 

9  Dans  le  Chapitre  m,  j'expose  l'état  général  de  la  question,  con- 
fimnément  aux  vues  indiquées  dans  le  dernier  travail  de  Jacobi,  et 
j'y  introduis  les  conditions  d'intégrabilité  de  Liouville  et  de  Donkin. 
i^vès  avoir  montré  que,  dans  le  cas  particulier  de  deux  variables 
indépendantes,  la  méthode  de  Jacobi  revient  identiquement  à  celle 
de  Lagrange  et  de  Charpit,  je  reprends  la  question  générale,  et  j'ef- 
fectue une  première  simplification  des  équations,  par  l'élimination 
de  la  fonction  inconnue,  en  tant  qu'elle  y  entrait  explicitement;  je 
ngnale,  en  outre,  le  défaut  du  procédé  employé  par  Jacobi. 

»  On  Toit,  par  le  contenu  des  Chapitres  précédents,  que  l'objet 
principal  de  mon  étude  est  la  nouvelle  méthode  de  Jacobi.  Après 
l'avoir  exposée,  j'ai  fait  remarquer,  d'accord  avec  l'opinion  exprimée 
par  Bout  dans  un  Mémoire  imprimé,  et  par  Bertrand  dans  ses  le- 
çons publiques,  que  Jacobi  n'a  pas  donné  à  la  construction  de  sa 
théorie  toute  la  simplicité  possible.  En  suivant  les  indications  de  ces 
deux  géomètres,  conformes  aux  résultats  de  mes  propres  recherches, 
j'ai  essayé,  dans  le  Chapitre  IV,  d'établir  le  théorème  fondamental  de 
ia  méthode  de  Jacobi  sur  les  principes  les  plus  simples. 

»  Dans  le  Chapitre  V,  j 'expose  avec  détail  la  marche  des  intégra- 
lions  qu'exige  la  méthode  de  Jacobi.  D'abord,  pour  présenter  le  pro- 
cédé fondamental  sous  la  forme  la  plus  simple,  je  n'ai  pas  réduit, 
dans  les  équations,  les  variables  à  leur  nombre  minimum  \  en  outre, 
j'ai  indiqué  les  difficultés  qui  pouvaient  se  rencontrer,  et  j'ai  exa- 
miné des  cas  ou  le  procédé  s'applique  très-simplement.  Enfin,  par 
l'élimination  des  variables  superflues,  j'ai  établi  la  théorie  de  la 
méthode  dans  tout  son  développement,  et  j'ai  donné  des  exemples 
pour  bien  faire  comprendre  la  marche  du  calcul. 

»  Le  Chapitre  VI  est  consacré  à  l'intégration  des  équations  simul- 
tanées aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Après  avoir  montré 
que  la  solution  de  cette  question  plus  générale  peut  se  faire  par  les 
procédés  qui  ont  servi  à  résoudre  le  problème  traité  dans  les  Cha- 
pitres précédents,  j'applique  cette  théorie  à  des  problèmes  déter- 
minés et  indéterminés  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  con- 
'luisanl    h   l'intégration  d'équations   simultanées    linéaires  ou   non 
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linéaires.  Pour  terminer,  je  considère  à  un  nouveau  point  de  vue 
la  question  générale,  intéressante  d'ailleurs  par  elle-même,  des  con- 
ditions d*inlégrabilité  immédiate  d  une  expression  aux  diflëreniielleft 
ordinaires  d'ordre  quelconque. 

))  Dans  le  Chapitre  Vil,  j'expose  la  théorie  de  l'intégration  des 
équations  simultanées  aux  dilTérentielles  ordinaires  de  la  forme  oh 
nonique  -,  j'explique  la  liaison  qui  existe  entre  le  théorime  de  Poisson 
relatif  aux  intégrales  de  ces  équations  et  le  théorème  fondamental  de 
la  méthode  de  Jacobi,  et  je  démontre  le  procédé  de  Bertrand  pour 
l'intégration  des  équations  de  la  dynamique  au  moyen  du  théorème 
de  Poisson-,  j'applique  à  un  même  exemple  les  deux  théories. 

»  Enfin,  dans  le  Chapitre  VIII,  pour  compléter  l'aperçu  des  mé* 
thodes  d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  j'ai  pensé  qu'il  ne  serait  pas  inutile  d'ajouter  un  exposé  géoé* 
rai  de  la  méthode  de  Cauchy.  » 

M.  Imschenetsky  a  fait  une  autre  étude  aussi  consciencieuse  que 
celle  dont  nous  venons  de  citer  l'Introduction,  et  relative  aux  équa- 
tions du  second  ordre.  Nous  en  parlerons  prochainement. 

Bketschneidek  (C.-A.). —  Les  courbes  polaires  harmoniques,  (MP'î 
ail.) 
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Mayr  (A.).  —  Construction  der  DifTcrentialglcichungen  aus  partiku- 
laren  Integralcn.  Gr.  in-8,  Wûrzburg,  Kellncr.      i  Thlr.  a4  Ngr. 

Oppolzer  (Th.).  —  Lchrbuch  der  Bahnbestimmung  der  Kometen  und 
Plancten.  i  Bd.  Lex-8.  Leipzig,  Engelmann.  4  t  TUr. 

Padova  (E.).  —  Sul  moto  di  un  elissoide  fluido  ed  omogeneo. 
Tesi  per  Tesame  di  abilitazione  ail'  insegnamento,  présentât^  alla 
rcgia  Scuola  Normale  supcriore  di  Pisa.  In-8,  87  p.  Pisa,  tip. 
Nistri.  a  I.  5o. 

Piaxxi  (G.).  —  Sulle  scopertc  di  Herschel.  Lcttere  édite  per  cura  di 
B.-E.  Maineri.  In-i6,  3a  p.  Milano,  tip.  Pirola. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

VALSON  (C.-A.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 
— La  vie  et  les  teayaux  du  baron  Caucht,  membre  de  TAcadémie 
des  Sciences;  avec  une  Préface  de  M.  Heemite,  membre  de  l'Aca- 
démie des  Sciences.  —  a  vol.  in-8^  1868.  Paris,  Gauthiers-Villars. 
Prix:  8  francs. 

Le  {»emier  volume  de  M.  Valson  raconte,  avec  de  minutieux 
détails,  la  vie  de  l'illustre  géomètre,  considéré  conmie  chrétien  fer- 
Ycnt  plus  encore  que  comme  savant.  Nous  nous  proposons  ici  de 
rendre  compte  du  second,  spécialement  consacré  a  l'œuvre  scien- 
tifique de  Cauchy.  En  présence  de  sept  cent  quatre-vingt-neuf 
Mémoires  relatifs  aux  théories  les  plus  diverses  incessamment  abor- 
dées, abandonnées  et  reprises,  M.  Valson  a  renoncé  à  la  tache  de  tout 
analyser,  même  sommairement,  mais  il  a  tout  énuméré  et  tout  classé  ; 
nous  ne  pouvons  avoir  la  prétention  d'en  faire  autant,  et  nous  nous 
bornerons  à  signaler  les  traits  principaux  de  l'Œuvre  dont  l'impor- 
tance, qui  grandit  chaque  jour,  assure  à  Cauchy  l'un  des  plus  grands 
noms  que  puisse  citer  l'histoire  des  Mathématiques. 

Augustin-Louis  Cauchy,  né  à  Paris,  le  ai  août  1789,  entra  à  l'École 
Pbljtechnique  à  l'âge  de  seize  ans.  Quatre  ans  plus  tard,  en  181 1,  il 
débutait  avec  éclat  dans  la  science  par  la  solution  aussi  simple  qu'élé- 
gante d'une  question  proposée  par  Poinsot.  Tout  en  rendant  justice 
an  consciencieux  et  utile  travail  de  M.  Valson,  je  dois  signaler  l'ab- 
sence regrettable  du  nom  de  l'illustre  géomètre  dans  l'analyse  de  ce 
premier  Mémoire,  aussi  bien  que  dans  le  récit  des  circonstances  qui 
s  j  rapportent.  Poinsot  et  Cauchy  ne  s'aimaient  pas  \  leurs  contem- 
porains ne  l'ont  pas  ignoré.  Candidats  tous  deux  à  la  succession  de 
Lagrange  dans  la  Section  de  Géométrie,  ils  étaient  dignes  l'un  et 
Tantre  d'un  tel  héritage.  Ampère,  dont  le  nom  est  resté  tout  au  moins 
r^al  de  celui  de  Cauchy,  était  au  nombre  des  concurrents,  et  l'échec 
h  jeune  géomètre,  âgé  alors  de  vingt-quatre  ans,  n'autorisait  nulle- 
ment son  trop  enthousiaste  biographe  à  écrire  :  a  S'il  ne  fut  pas 
nommé,  c'est  qu'au  scrutin  des  considérations  d'un  autre  ordre 
forent  mises  en  balance  avec  le  mérite.  »  La  question  ne  vaut  pas 
qu'on  l'étudié;  mais,  en  se  reportant  en  i8i3,  pour  comparer  les  tra- 
Hux  publiés  par  Cauchy  â  ceux  de  Poinsot  et  d'Ampère,  âgés,  l'un 
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de  trente-quatre  ans,  l'autre  de  trente-huit,  îl  semble  qu'un  jugenM 
équitable  pouvait  alors  les  préférer  tous  deux  à  leur  jeune  et  brilli 
concurrent. 

La  Section,  il  est  vrai,  plaçait  au  premier  rang  un  quatrième  CM 
didat  ;  mais  à  quoi  bon  le  rappeler  ?  L'histoire  des  méprises  a4 
miques  est  un  lieu  commun  inépuisable  qui  n'étonne  plus  maini 
et  n'instruit  personne.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  ne  rattache  nulli 
à  l'avantage  obtenu  par  Poinsot  l'inexplicable  absence  de  son 
dans  le  livre  de  M.  Valson.  Poinsot  avait  fait  en  Géométrie  ^ 
découverte  véritable,  celle  de  quatre  nouveaux  polyèdres  r^:uli^ 
il  s'était  demandé  s'il  en  existe  d'autres,  et  le  Mémoire  présenté  i 
Cauchy  à  la  première  Classe  de  l'Institut  était  la  réponse  i  a^ 
question. 

«  Le  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  de  soumettre  à  la  Classe,  disai 
jeune  auteur,  contient  diverses  recherches  sur  la  Géométrie  des. 
lides*,  la  première  partie  offre  la  solution  de  la  question  proposée] 
M.  Poinsot  sur  le  nombre  des  polyèdres  réguliers  que  l'on  peut  o 
struire.  » 

Le  doute  n'est  donc  pas  possible,  et  l'histoire  de  la  question  n'4 
geait  aucune  érudition. 

Cauchy,  dans  son  premier  Mémoire,  montrait  d'éminentes  quai 
devenues  chez  lui  de  plus  en  plus  rares.  La  forme  est  aussi  excelh 
que  le  fond,  et  la  rigueur  des  raisonnements  semble  s'allier  i 
cflbrt  à  la  plus  lumineuse  clarté.  Les  deux  Mémoires  de  181 1  e 
181 2,  sur  la  théorie  des  polyèdres  et  les  premières  études  sa 
nombre  des  valeurs  d'une  fonction  montrent  que  Cauchy,  en  a 
tant  plus  longtemps  son  esprit  sur  chacune  de  ses  découvertes,  av 
pu,  s'il  Teût  voulu,  leur  imprimer  ce  cachet  de  perfection  défini 
que,  trop  souvent  depuis,  il  n'a  pas  eu  le  loisir  de  chercher.  C'est 
sa  grande  hâte  de  produire  que  Cauchy  a  été  si  loin  de  mériter  Vi 
que  lui  décerne  cependant  M.  Valson  : 

ce  11  ne  quittait  pas  un  sujet  avant  de  l'avoir  complètement  ap 
fondi  et  élucidé,  de  manière  à  satisfaire  les  exigences  des  esprit 
plus  dilliciles.   » 

iS'il  est  un  nom  illustre  dans  l'histoire  de  la  science,  auquel  < 
louange  ne  soit  pas  applicable,  c'est,  sans  contredit,  celui  de  Can 
et,  lorsque  Ton  peut  louer  en  lui  tant  de  rares  et  exception 
mérites,  c'est  un  tort  véritable  envers  sa  mémoire  de  citer  pré 
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ment  celai  qui,  de  Tavcu  de  tous  et  évidemment  par  sa  faute,  lui  a 
conplétement  fait  défaut. 

La  théorie  des  intégrales  doubles,  et  leur  application  à  la  recherche 
ia  intégrales  définies,  fut  pour  Cauchy  Toccasion  d'un  succès  plus 
lirillant  encore,  et,  pour  les  géomètres  les  plus  illustres,  Tobjet  d'un 
féritible  étonnement. 

One  intégrale  simple  ou  double  est  la  limite  d'une  somme  d'élé* 
«eats infiniment  petits,  et  les  géomètres  jusqu'alors,  si  l'on  en  excepte 
llButre  Ganss,  admettaient  que,  sans  en  changer  la  valeur,  on  peut 
niervertir  les  opérations  et  ajouter  les  mêmes  éléments  dans  un  autre 
irare. 

D  fant  exdure  le   cas  où  certains  éléments  deviennent  infinis. 

Giisft,  dans  un  beau  Mémoire,  avait  remarqué  que,  réciproquement, 

4|uiid  rordre  des  intégrations  change  la  valeur  d'une  intégrale  double, 

l'flënfPl  intégré  devient  nécessairement  infini.  Cauchy,  conduit  par 

tes  propres  recherches  au  même  résultat,  en  a  su  déduire  des  consé- 

(pnces  (Jus  importantes  et  plus  précises.  Non  content  d'affirmer  que 

Voidre  des  int^;rations  peut  influer  sur  la  valeur  d'une  intégrale,  il 

caiade  dans  un  cas  étendu  la  différence  des  deux  résultats,  et,  par  un 

le  ces  artifices  élégants  qui,  chez  lui,  semblent  naturels,  en  déduit, 

pov  le  calcul  des  intégrales  définies,  la  méthode  la  plus  ingénieuse 

ctU  plus  féconde  qui  eut  été  donnée  jusque-là. 

Legendre  s'est  montré  strictement  et  un  peu  sèchement  juste 
knque,  en  rendant  compte  de  ce  beau  Mémoire,  il  écrivit  : 
«  Noos  n'examinons  pas  si  les  nouvelles  méthodes  de  M.  Cauchy 
i  mu  plus  simples  que  celles  qui  étaient  déjà  connues,  si  leur  appli- 
r  adoB  est  plus  facile,  et  si  l'on  peut  trouver  par  leur  moyen  quelque 
"  rfnhatqoe  ne  pourraient  donner  les  méthodes  connues;  car,  quand 
■eue  on  répondrait  négativement  à  ces  questions,  il  n'en  resterait 
fis  moins  i  l'auteur  le  mérite  : 

•  I*  D'avoir  construit,  par  une  marche  uniforme,  une  suite  de 
fcwdes  propres  k  transformer  les  intégrales  définies  et  à  en  faciliter 
h  détermination; 

•  a^  D'avoir  remarqué  le  premier  qu'une  intégrale  double  prise 
cstredes  limites  données  pour  chaque  variable  n'oflre  pas  toujours 
le  même  résultat  dans  les  deux  manières  d'effectuer  les  intégrations  ; 

»  3®  D'avoir  déterminé  la  cause  de  cette  différence  et  d'en  avoir 
<Wié  la  mesure  exacte  au  moyen  des  intégrales  singulières,  dont 
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ridée  apparlieiit  à  railleur  et  qui  peuvent  être  regardées  comme 
découverte  en  Analyse: 

»  4^  Enfin  d'avoir  donné  par  ses  méthodes  de  nouvelles  fonoi 
intégrales  fort  remarquables,  qui  peuvent  bien  se  déduire  des  forni 
connues,  mais  auxquelles  personne  n*était  encore  parvenu.  \ 

»  Il  nous  parait,  par  tous  ces  motifs,  que  M.  Cauchy  a  donnë^l! 
ses  recherches  sur  les  intégrales  définies,  une  nouvelle  preuve  m 
sagacité  qu*il  a  montrée  dans  plusieurs  de  ses  autres  productioai 

Legendre  aiu^ait  pu,  sans  exagération,  hausser  de  plusieurs  toi| 
note  de  ses  louanges.  En  signalant  une  erreur  commise  jusque-U| 
les  niaitres  de  la  science,  Cauchy  avait  fait  preuve  de  sagacité;  rif 
en  cherchant  et  trouvant  Texpression  précise  de  Terreur,  en  pona 
à  bout  les  conséquences  de  cette  remarque,  en  se  rendant  maître  4 
sujet  aussi  délicat  sans  eu  restreindre  la  généralité,  en  y  ratudj 
enfin  tant  de  conséquences  éloignées  et  imprévues,  il  prenait  nà 
Tàge  de  vingt-trois  ans,  parmi  les  géomètres  inventifs  de  sonépof 
Les  Commissaires  de  T  Académie  auraient  pu  le  proclamer  plus  M 
ment. 

L'idée  absolument  nouvelle  contenue  dans  le  Mémoire  sur  les  i 
grales  doubles  devait  être  mise  dans  tout  son  jour  par  les  écrits  1 
Heurs  de  Tillustre  analyste;  elle  forme,  pour  ainsi  dire,  le  motij 
minant  et  le  ressort  aussi  simple  que  précieux  de  ses  plus  admin 
découvertes. 

En  étudiant  les  intégrales  doubles,  Cauchy  avait  aperçu  le 
considérable  des  valeurs  infinies  d'une  fonction.  La  suite  des  nN 
idées  appliquées  à  la  recherche  des  intégrales  imaginaires  d 
bientôt  après  lui  fournir  la  remarque  la  plus  importante  peut 
aux  progrès  de  la  science  analytique.  La  définition  d^une  inlé 
prise  entre  des  limites  imaginaires,  sa  valeur  indépendante  de  la  ] 
suivant  laquelle  on  intègre,  son  changement  brusque  lorsque 
route  franchit  certains  points  pour  lesquels  la  fonction  devient  ii 
ou  mal  déterminée,  les  conséquences  relatives  au  calcul  des  intéf 
définies,  aux  racines  des  équations,  au  développement  en  série 
la  périodicité  des  intégrales,  forment  une  longue  chaîne  de  ▼< 
nouvelles  que  Ion  ne  saurait  trop  admirer,  et  dont  il  faut  reiu 
à  louer  dignement  la  découverte^  aucun  géomètre,  à  aucune  ëp 
n'a  fait  faire  à  l'Analyse  pure  un  progrès  plus  considérable. 

Cette  grande  théorie  n'est  pas  née  tout  d'un  coup  :  qui  poi 
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s  en  étonuer  ?  Elle  s'est  lentement  ordonnée  et  développée  dans  lesprit 
de  rillustre  inventenr,  et  je  reproche  à  M.  Valson  de  n  en  pas  avoir 
sifisainiiient  marqué  les  phases  et  signalé  le  progrès.  Les  premiers 
Mânoires  Gonticnnent  des  imperfections  et  des  inexactitudes,  corri- 
gées jdos  tard  par  Cauchy  lui-même.  Les  fonctions  imaginaires  n'y 
soBt  pas  distinctement  définies,  et  l'intervention  de  leurs  valeurs 
■nltiples  semble  n'y  jouer  aucun  rôle.  Sans  rien  enlever  à  la  gloire 
de  Cauchy,  cela  importe  au  lecteur,  que  Tadmiration  uniforme  de 
M*  ValsoD  ne  saurait  guider.  J'ajouterai  que  les  indications  du  savant 
«Ueor  sont  parfois  entachées  de  graves  inexactitudes  et  de  singulières 
inadveriances.  La  définitition  du  résidUy  ce  fondement  de  tant  de  tra- 
vaux de  Cauchy,  n'est  pas  exacte.  Quand  une  fonction /^  (â?)  devient 

infime  pour  la  valeur  â?  =  a,  a  est  racine  de  l'équation  j- — -  =  o,  cl, 


si  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  est  m,  le  produit  {x — ^)"*f(^) 
1  pour  jr  =:  a  une  valeur  finie.  En  la  nommant  C  on  peut,  pour  les 

C 
valeurs  de  x  voisines  de  a,  assimiler  la  fonctiony(j:)  à  — -- — r^'^  l'er- 
reur commise  sera  infiniment  petite  par  rapport  à  la  grandeur  éva- 
Inée^  mais  cette  substitution,  qui  semble  si  naturelle,  est  absolument 
inféconde;  Cauchy  a  donné,  en  s'en  apercevant,  une  grande  preuve 
de  pénétration,  et  le  réMu^  qui  joue  un  si  grand  rôle,  n'est  pas, 
comme  le  dit  M.  Valson,  la  valeur  de  la  constante  C.  Le  calcul  des 
résidus,  créé  en  apparence  pour  donner  plus  d'élégance  et  de  sim- 
plicité aux  résultats  relatifs  â  la  théorie  des  intégrales  définies,  s'ap- 
plique avec  grand  avantage  â  toutes  les  parties  de  la  science  ;  Caucliy 
la  introduit  très-utilement  dans  l'étude  des  équations  dillërentielles. 
Le  rôle  de  Cauchy  dans  cette  partie  de  la  science,  comme  dans  presque 
toutes  ses  branches  d'ailleurs,  est  considérable.  La  théorie,  si  coiii- 
plëiement  étudiée  avant  lui,  des  équations  linéaires  à  coefTicients  con- 
stants lui  doit  une  forme  nouvelle,  dans  laquelle  le  cas  particulier 
où  les  racines  de  l'équation  caractéristique  deviennent  égales   est 
compris  dans  les  mêmes  formules  que  le  cas  général.  J'attache,  je 
l'avouerai,  moins  de  prix  que  M.  Valson  a  l'idée  d'introduire  dans  les 
int^rales,  pour  remplacer  les  constantes  arbitraires,  les  valeurs  ini- 
tiales de  la  fonction  inconnue  et  de  ses  dérivées.  Si  Ton  veut,  en 
filf'l,  pousM>r  les  calculs  jusqu'au  bout,  les  opérations  exigées  par  les 
•ii\ersc!«»  formules  sont  non-seulement  équivalentes,  mais  identiques  : 
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des  plus  difficiles  problèmes.  Mais  toute  recherche  exige  des  tiitoa 
nements  et  des  essais  infructueux,  que  Lagrange,  Jacobi  et  Gani 
ont  connus  sans  aucun  doute  tout  autant  que  lui.  Ce  qui  distinga 
Cauchy,  dont  le  génie  a  égalé  le  leur,  c'est  d'en  avoir  longuement! 
minutieusement  informé  le  public. 

Cauchy,  en  s'exerçant  â  bien  des  reprises  sur  la  théorie  de  la  h 
mière,  a  montré  sous  une  forme  nouvelle  toutes  les  ressouroea  de  IQ 
esprit  d'invention,  et  la  théorie  créée  par  Fresnel  lui  doit  de  Tériti 
blés  progrès;  bien  souvent,  il  ne  faut  nullement  s'en  étonner,  sari 
tels  sujets  on  le  voit,  il  est  vrai,  tâtonner,  revenir  sur  ses  asseitiofl 
et  changer  avec  grand  profit  pour  la  science  le  principe  de  ses  m 
thodes. 

Cauchy,  par  exemple,  affirmait,  au  début  de  ses  recherches,  qi 
les  vibrations  de  la  lumière  polarisée  sont  dans  le  plan  même  de  p 
larisation,  auquel  peu  de  temps  après  il  les  suppose  perpendiculaire 
pour  renoncer  plus  tard  à  cette  hypothèse  et  revenir  à  sa  jNremii 
assertion,  qui  est  celle  de  Fresnel.  On  retrouve  les  mêmes  inoertitud 
et  les  mêmes  variations  relativement  à  la  densité  variable  de  Téth 
dans  les  divers  milieux,  et,  chaque  fois  qu'une  opinion  est  adopli 
elle  est  présentée  comme  certaine  et  rigoureusement  démontrée.  Qi 
qu'il  en  soit,  les  résultats  énoncés  parCauchy  sur  la  réflexion, la donl 
réfraction  et  la  polarisation  des  rayons  réfléchis  et  transmis  par  1 
corps  cristallisé  d'une  manière  quelconque  sont  justement  placés  | 
les  physiciens  au  nombre  des  lois  les  plus  complexes  et  les  jdus  neS 
à  la  fois  que  leur  fournisse  l'analyse  mathématique;  susceptiU 
par  leur  précision,  d'être  vérifiés  expérimentalement,  ils  ont  trou 
dans  les  belles  recherches  de  M.  Jamin  une  confirmation  édatan 
De  telles  rencontres  sont  dignes  d'admiration;  il  ne  faut  pas  toutef 
en  exagérer  la  portée,  et  l'on  doit,  au  point  de  vue  mathématiqi 
apporter  de  nombreuses  restrictions  à  la  rigueur  des  démonstraticM 
Cauchy,  après  avoir  établi  les  équations  diflérentiellesdumouvemi 
d'un  système  de  molécules  qu'il  assimilait  à  l'éther,  avait  commei 
par  en  chercher  l'intégrale  générale  en  assignant  à  la  fonction  ino 
nue  la  forme  d'une  intégrale  définie  quadruple.  Les  analystes  se 
pouvaient  apprécier,  dans  ce  résultat  qui  devait  renfermer  implid 
ment  la  science  entière,  le  mérite  d'une  grande  difficulté  vainc 
Mais  c'est  souvent  ne  rien  voir  que  de  tout  voir  à  la  fois  :  dans  a 
belle  formule  les  lois  physiques  du  phénomène  restent  tellement  < 
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dëcouvei-te  devait  couronner  ses  efforts,  il  forçait  le  lecteur  à  le  suivre 
dans  les  voies  souvent  stériles  essayées  et  abandonnées  tour  à  tour 
sans  que  rien  vint  Ten  avertir.  Prenons  pour  exemple  la  théorie  des 
nbstituiions  et  du  nombre  de  valeurs  d'une  fonction.  A  qui  doit-«lle 
tes  plus  grands  progrès  P'A  Cauchy  sans  aucun  doute,  et  il  est  vérita- 
lile  cpic  son  nom,  dans  l'histoire  de  cette  belle  question,  s'élève  à  une 
grande  hauteur  au-dessus  de  tous  les  autres.  Mais,  sur  cette  théorie 
pi  loi  doit  tant,  Cauchy  a  composé  plus  de  vingt  Mémoires.  Deux 
rcnlre  eux  sont  des  chefs-d'œuvre.  Que  dire  des  dix-huit  autres.^ 
rien,  sinon  que  l'auteur  y  cherche  une  voie  nouvelle,  la  suit  quelque 
temps,  entrevoit  la  lumière,  s'efforce  inutilement  de  l'atteindre  et 
({iiitte  enfin,  sans  marquer  aucun  embarras,  les  avenues  de  l'édifice 
qu'il  renonce  à  construire. 

Les  efibrts  des  plus  grands  géomètres  pour  démontrer  les  théorèmes 
laissés  par  Fermât  comme  autant  d'énigmes  à  la  postérité  mérite- 
raient peut-être  un  exact  historien.  Dans  cette  lice  glorieuse  où  sont 
descendus  tour  à  tour  Euler  et  Lagrange,  Gauss  et  Dirichlet,  Lcgen- 
dre  et  Kummer,  M.  Lamé  enfin,  dont  les  efforts  ont  été  dignemeat 
jogés  par  Cauchy,  on  pourrait  sans  injustice  accorder  la  palme  à  l'au- 
leor  des  Exercices  de  Mathématiques,  et  la  preuve  du  théorème  sur 
les  nombres  polygones  était  peut-être  la  plus  difficile  à  découvrir. 
Mais  est-U  possible  de  cacher  qu'en  revenant,  à  bien  des  reprises, 
sur  un  autre  théorème  de  Fermât,  il  en  a  remué  les  difficultés 
sans  en  avoir  résolu  i\ne  seule?  Les  habitués  de  l'Académie  des 
Sciences  n'ont  pas  oublié  avec  quelle  ardeur,  pendant  plusieurs  se- 
maines, Cauchy,  préoccupé  de  cette  question  et  toujours  plein  d'es- 
poir, apportait  à  chaque  séance  des  principes  nouveaux  entrevus  la 
reiUe  et  dont  il  n'avait  pu  encore  pénétrer  toutes  les  suites.  Combien 
le  fins,  dans  son  empressement,  l 'ont-ils  vu  déposer  sur  le  bureau  le 
itre  d'un  Mémoire  inachevé  qu'il  envoyait  à  l'imprimerie  à  la  der- 
nére  heure,  en  achetant  la  chance  d'antidater  de  quelques  jours  une 
léoouverte  importante  par  la  certitude  d'attacher  son  grand  nom  à  un 
ravail  hâtif  et  imparfait?  De  tels  souvenirs  sont  caractéristiques  ;  ils 
le  prouvent  nullement  qu'inférieur  à  lui-même  Cauchy  fût  quelque- 
ms  abandonné  de  sa  rare  perspicacité  :  l'appréciation  serait  très- 
njnste.  Cauchy,  pendant  toute  sa  carrière,  a  conservé,  avec  la  rapi- 
lité  de  la  pensée,  la  même  puissance  d'invention  el  de  pénétra- 
ion.  Son  génie  toujours  prêt  le  rendait  maître  en   peu  d'instants 
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La  science  fut  enrichie  d'un  Chapitre  réellement  nouveau,  et  la  mé^ 
thode  de  Cauchy,  commentée  depuis  avec  beaucoup  de  sagacité  et  de 
science  par  d'habiles  et  profonds  géomètres,  doit  prendre  rang  parmi 
les  théories  classiques  de  la  Mécanique  céleste. 

L'admiration  de  M.  Valson  pour  Tillustre  géomètre  est  absolue  ei 
sans  réserve,  et  l'absence,  peut-être  volontaire,  de  toute  critique,  di« 
minue  à  mes  yeux,  je  l'avoue,  le  mérite  considérable  pourtant  d'm 
travail  où  s'allie,  à  une  science  très-exacte,  un  esprit  méthodique  el 
soigneux.  Cauchy,  dit  M.  Valson,  était  un  éminent  professeur;  Il 
louange  est  méritée,  mais,  si  l'on  veut  la  développer,  il  ne  faut  pas, 
à  l'exemple  du  savant  auteur,  énumérer,  sans  en  omettre  un  seuL 
tous  les  mérites  de  méthode  et  de  diction,  qu'un  maître  plein  de  iHn 
puisse  unir  à  la  science  la  plus  profonde,  pour  les  attribuer  sans  di» 
tinction  à  Cauchy.  L'illustre  inventeur  a  grandement  contribué  pu 
son  enseignement  à  l'Ecole  Polytechnique  aux  progrès  des  haute 
études  mathématiques.  Il  a  laissé  dans  la  mémoire  des  élèves  d'élite 
tels  que  AL\L  Combes  et  de  Senarmont,  une  juste  et  reconnaissant 
admiration.  Il  a  formé  au  Collège  de  France  des  savants  qui,  devenu 
célèbres,  se  plaisaient  à  reporter  vers  lui  la  meilleure  part  de  leur 
succès  et  l'origine  de  leurs  plus  beaux  travaux  ;  il  a  permis  enfin . 
r Université  de  France,  aussi  longtemps  que  son  nom  a  brillé  sur  k 
afliches  de  la  Sorbonne,  de  l'opposer,  sans  accepter  d'infériorité,  an 
noms  de  Gauss,  de  Jacobi  et  de  Dirichlet,  dont  s'enorgueillissaient  le 
Universités  allemandes.  Tout  cela  est  strictement  vrai,  il  est  juste  c 
bon  de  le  dire*,  mais  ces  louanges  s'adressent  au  savant  éminent  bie 
plus  encore  qu'au  professeur  habile,  et,  s'il  m'est  permis  d'en  juge 
par  les  leçons  que  j'ai  entendues  à  une  époque  où  l'illustre  mattr 
avait  conservé  toute  la  vigueur  de  son  talent,  l'enseignement  de  Cai 
chy,  si  précieux  poiu*  les  vrais  géomètres,  n'était  nullement  fait  pou 
instruire  et  surtout  {)our  développer  les  esprits  ordinaires.  Lorsqu'e 
1 849,  aux  applaudissements  de  tous  les  amis  de  la  science,  Caucb 
fut  appelé  (1  occuper  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  la  chaire  d 
Mécanique  céleste,  ses  premières  leçons,  il  faut  l'avouer,  trompèrei 
complètement  l'espoir  d'un  auditoire  d'élite  plus  surpris  que  charm 
par  la  variété  un  peu  confuse  des  sujets  abordés.  La  troisième, 
m'en  souvient,  fut  presque  entièrement  consacrée  à  l'extraction  i 
la  racine  carrée,  et,  le  nombre  17  étant  pris  pour  exemple,  les  calcu 
i'urent  poussés  jusqu'à  la  dixième  décimale  par  des  méthodes  connut 
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tie  tons  les  auditeurs,  et  que  Cauchy  croyait  nouvelles  parce  que  la 
veille  sans  doute  elles  avaient  spontanément  traversé  son  esprit.  Je 
ne  revins  plus  et  j'eus  grand  tort,  car  les  leçons  suivantes  m'auraient 
initié  dix  ans  plus  tôt  aux  plus  brillantes  découvertes  de  l'illustre 
maître.  Me  contestera-t-on  le  droit  d'ajouter  que  je  n'aurais  pas  à 
exprimer  un  tel  regret,  si  à  ses  éminentes  qualités  comme  géomètre 
Cauchy  avait  ajouté  le  talent  et  l'art  du  professeur  ? 

M.  Valson,  dans  l'un  des  Chapitres  du  premier  volume,  a  assigné 
à  Cauchy  parmi  les  géomètres  contemporains  un  rang  tout  singulier, 
qui  ne  sou£^  que  pour  le  seul  Gauss  la  possibilité  d'une  compa- 
raison. C'est  de  quoi  je  ne  saurais  convenir;  mais  le  parallèle  de 
Cauchy  et  de  Gauss  serait  intéressant.  Si,  sans  craindre  de  com- 
mettre ces  deux  grandes  renommées,  j'osais  un  jour  le  tenter,  je 
voudrais,  par  des  études  préalables,  raviver  dans  mon  esprit  et  pré- 
ciser les  souvenirs  d'admiration  qu'elles  doivent  réveiller  l'une  et 
l'autre. 

Mais  il  ne  faudrait  pas,  pour  tous  deux,  procéder  de  même  façon, 
et  cela  seul  est  une  indication.  Les  écrits  de  Gauss  sont  classiques, 
les  découvertes  seules  de  Cauchy  le  deviennent  peu  a  peu,  et  le  temps, 
qui  n'enlèvera  rien  â  la  gloire  de  l'un,  doit,  sans  aucun  doute,  ac- 
croître celle  de  l'autre  ;  ce  n'est  donc  pas  en  relisant  les  ouvrages  de 
Cauchy  que  je  voudrais  me  préparer  à  le  louer,  c'est  en  repassant 
dans  mon  esprit  les  derniers  progrès  de  la  science,  en  y  retrouvant 
dans  plus  d'une  théorie  renouvelée  le  souvenir  et  la  marque  de  son 
génie,  en  contemplant  son  influence  croissante  sur  d'éminents  disci- 
ples, en  songeant  à  la  source  féconde  d'études  et  de  recherches  qu'il 
leur  a  léguée,  que  je  m'efforcerais  de  comprendre  l'importance  de' 
son  rôle  et  de  l'exprimer  dignement.  Pour  accroître,  au  contraire,  la 
juste  admiration  qu'éveille  le  seul  nom  de  Gauss,  il  suffirait  d'étu- 
dier, sans  en  passer  une  page,  Tun  quelconque  de  ses  beaux  Mémoires, 
si  bien  caractérisés  par  lui-même  dans  la  courte,  expressive  et  mo- 
deste devise  :  Pauca  $td  matura.  La  balance,  cela  n'est  pas  douteux, 
pencherait  du  côté  de  Gauss  :  c'est  le  sentiment  unanime  des  géomè- 
tres. La  comparaison,  sur  plus  d'un  point,  tournerait  cependant  à 
l'avantage  de  son  rival,  et  c'est  une  grande  gloire  pour  Cauchy.  Mais, 
lorsqu'en  remontant  la  série  des  siècles  pour  découvrir  un  émule  à 
Tillustre  analyste  français,  M.  Valson  a  intitulé  le  dernier  Chapitre 
de  son  premier  volume  :  Parallèle  de  Cauchy  et  de  Pascal^  il  a  préparc 


« 
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a  son  lecteur  une  impression  de  surprise  sans  mélange,  sur  laquelle 

je  ne  veux  pas  insister. 

J.  BERTRAND. 

Nous  croyons'  faire  plaisir  à  nos  lecteurs  en  ajoutant  à  Tarticie  si  intéressant 
qu'on  vient  de  lire,  et  qui  est  extrait  du  Journal  des  Savants  (avril  1869),  lo 
tableau  résumé  des  travaux  d^Augustin  Cauchy  qu'on  trouve  dans  le  second 
volume  de  M.  Valson,  p.  16. 

OUVRAGES  DÉTACHÉS  (  *  ) . 

Cours  d'Jnalyse  de  l' École  royale  Pofytechnique.  i"  Partie  (seule  publiée). 

Analyse  algébrique  ;  i  vol.  in-8*;  i8ai. 
Résumé  des  Leçons  données  à  V École  Polytechnique  sur  le  Calcul  infinitésimal; 

1  vol.  in-4**;  i8a3. 
Leçons  sur  les  applications  du  Calcul  infinitésimal  à  la  Géométrie;  1  vol.  in-4*; 

1826-1828. 
Leçons  sur  le  Calcul  différentiel;  i  vol.  in-4**;  1829. 
Exercices  de  Mathématiques;  5i  livraisons  in-4**;  i826-i83o. 
Résumés  analytiques  ;  5  livraisons  in-4°;  Turin,  i833. 
Nouveaux  Exercices  de  Mathématiques  (Mémoire  sur  la  dispersion  de  la  lumière)  ; 

8  cahiers  in-4°;  Prague,  i835-i836. 
Exercices  d^ Analyse  et  de  Physique  mathématique;  4  vol.  in-4*;  1840-1847. 

MÉMOIRES. 

Sept  cent  quatre-vingt-neuf  Mémoires,  Rapports,  Notes,  etc.,  répartis  comme 
il  suit  : 

Mémoires  détachés 18 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences 549 

Mémoires  de  l'Institut a3 

Mémoires  des  Savants  étrangers 3 

Journal  de  l'École  Polytechnique i4 

Annales  de  Gergonne 4 

Bulletin  de  Férussac i5 

Bulletin  de  la  Société  Philomathique i5 

Journal  de  M.  Liouville 7 

BIÉMOIRES  PUBUÉS  EN  CORPS  D'OUVRAGE. 

Anciens  Exercices  de  Mathématiques 88 

Nouveaux  Exercices  d'Analyse  et  fie  Physique  mathématique,  .      53 

Total 789 

Si  l'on  classe  les  mêmes  Mémoires  par  ordre  de  matière,  sans  tenir  compte  de 
ceux  qui  font  double  emploi  comme  se  rapportant  à  la  fois  à  plusieurs  sujets 

(*)  Nous  avons  complète  la  liste  donnée  par  M.  Valson. 


• 
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disliocU,  00  obtient  le  résultat  suivant  : 

Arithmétique,  théorie  des  nombres 69 

Géométrie 39 

Analyse • 72 

Intégrales  déânies.  —  Résidus *  81 

PoDCiioiis  symétriques.  —  Substitutions 40 

Séries 73 

Théorie  des  équations 48 

Fonctions  périodiques  inverses 39 

Équations  difiérentielles 84 

Optique 102 

Astronomie 72 

Espérons  qoe  ces  Mémoires,  dont  plusieurs  sont  devenus  extrêmement  rares, 
seront  tous  réimprimés,  et  que  la  France  élèvera  à  Cauchy,  une  de  ses  gloires 
mathématiques,  un  monument  digne  de  lui,  en  publiant  la  Collection  complète  de 
ses  œuvres.  Cauchy  ne  manque  pas  chez  nous  de  disciples  zélés ,  d'admirateurs 
dévoués.  Plusieurs,  peut-être,  hésiteraient  à  diriger  Tensemble  d'une  publication 
aussi  considérable.  Aucun ,  nous  en  sommes  convaincu ,  ne  refusera  ses  soins  et 
»s  conseils  pour  la  branche  de  la  science  dont  H  s'est  plus  particulièrement 
occupé  à  la  suite  de  Cauchy.  G.  D. 


HA^^KEL  (D'  Hermann),  ordentlicher  professer  der  Mathematik. 

—  UHTEBSUCHUlfGElf    ÎJBER    DIE  DIfENDLICH  OFT  OSCILLIRENDEfl    UND 

cHSTETiGEif  FcHCTiDiiEH.  EiH  BcUrag  zur  Feststellung  des  Begriffs 
der  Funeiian  Qberhaupt,  Universitatsprogramm  zum  6  Merz  1870. 
—  In-4®,  5i  S.;  1870.  Tûbingen,  Druck  von  L.  F.  Fues  (*). 

Pour  donner  un  aperçu  du  contenu  de  cet  intéressant  Mémoire, 
nous  allons  reproduire  les  principaux  passages  de  Y  Introduction, 

Ce  qui  manquait  surtout  aux  mathématiciens  de  T antiquité,  c'était 
ridée  de  variabUiié,  S'ils  étaient  forcés  de  l'introduire  un  instant 
pour  définir  certaines  courbes  engendrées  par  le  mouvement,  ils 
s'empressaient  d'abandonner  les  considérations  cinématiques,  dès 
qu'ils  voulaient  établir  en  toute  rigueur  les  propriétés  de  ces  courbes. 
C*e$t  Descartes  qui  a  ouvert  le  premier  l'ère  des  Mathématiques  mo- 


[*)  Btekerekei  sur  les  /onctions  oscillant f s  et  eliseontinues  un  nombre  injini  de  fois, 
ttmde  pour  contribuer  à  fixer  la  notion  de  fonction  ;  par  le  D''  Hakkbl,  professeur  ordi- 
naire de  Mathéinstiqiies  à  lUniTersité  de  Tubingue. 
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demes,  en  représentant  par  des  courbes  les  valeurs  variables  des 
racines  d'une  équation  entre  deux  grandeurs.  Pour  désigner  une  telle 
dépendance,  Leibnitz  et  Jean  Bemoulli  adoptèrent  la  dmomination 
de  fonction. 

Pour  Euler  et  les  autres  géomètres  du  xviii^  siècle,  foncHon  fia 
synonyme  d* expression  analytique,  explicite  ou  implicite.  On  com- 
mença par  considérer  ces  expressions  comme  déterminées  au  moyen 
des  opérations  algébriques  (addition,  multiplication,  etc.),  et  les 
fonctions  étaient  dites  algébriques  ou  transc9nianie$,  suivant  que  le 
nombre  des  opérations  était  fini  ou  infini.  On  admettait  la  possibilité 
générale  d'un  tel  développement  des  transcendantes,  et  on  leur 
attribuait  sans  bésitation  toutes  les  propriétés  des  fonctions  algé- 
briques indépendantes  du  nombre  dés  opérations.  On  fut  longtemps 
avant  de  remarquer  que  certaines  expressions  purement  analytiques, 
telles  que 

I         4  1  /•**     dx 


sin  -t     e^y 


X  L  §  1 


pour  X  =  o,  présentent  des  singularités  essentiellement  différentes 
de  celles  qui  se  rencontrent  dans  les  fonctions  algébriques  (*). 

Lorsque  des  courbes  tracées  arbitrairement  différaient  par  un  ca- 
ractère quelconque  des  courbes  algébriques,  on  les  appelait  eurvm 
discontinuœ^  seu  tnixtœ^  seu  irregulares  (^),  par  opposition  aux  curvœ 
continuée^  déterminées  par  des  équations,  et  Ton  était  convaincu 
de  l'impossibilité  de  représenter  les  courbes  discontinues  par  des 
équations  analytiques .  Lorsque,  dans  le  problème  des  cordes  vibrantes, 
on  introduisit,  comme  fonction  arbitraire,  la  dépendance  entre 
l'abscisse  et  l'ordonnée  de  pareilles  courbes,  ce  fut  une  première  dé- 
rogation à  la  définition  admise  jusque-là  de  l'idée  de  fonction,  et 
d'Alcmbert  était  en  droit  de  soutenir  que  c'était  «  contre  les  règles 
de  l'Analyse  »  (***).  La  polémique  qui  s'éleva  à  ce  sujet  entre  d'Alem- 
bert,  Euler,  Daniel  Bemoulli  et  Lagrange,  a  été  admirablement  ré- 
sumée par  Ricmann,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Ueber  die  DarsteU- 
barheit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische  Reihe^  §  I  (****). 


(*)  ^oyez  d'Albmbeet,  Histoire  de  V Académie  de  Berlin  pour  l'année  I747t  P»  >36. 

(**)  EcLER,  Introductio  in  Analytin  infinitorum,  t.  II,  p.  6. 

(***)  Opuscules  mathématiques,  t.  I,  p.  3q. 

(♦*♦♦)  Abhandlungen  drr  GUttingischen  GeseUschaft,  t.  XIII»  1867. 
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La  difficulté  s'accrut  encore  bien  davantage,  lorsque,  en  traitant 
des  fonctions  bien  définies  entre  certaines  limites  seulement^  on  fut 
mené  à  les  considérer  en  dehors  de  ces  limites,  et  à  déterminer  leurs 
fileurs  correspondantes  à  toutes  les  valeurs  de  la  variable.  Le  premier 
exemple  de  ce  cas  embarrassant  fut  la  célèbre  question  des  loga- 
ritlimes  des  nombres  n^atifs,  qui  donna  lieu  à  de  vifs  débats  entre 
Ealer  et  d'Alembert.  On  s'en  tira  au  moyen  d'un  nouveau  principe, 
«peTon  pourrait  appeler  principe  de  eoniimMiùm  {Princip  der  Fort- 
Ktammg)^  et  qui  s'énoncerait  ainsi:  a  Deux  fonctions  définies  par 
des  développements  difierents  de  forme,  et  relatifs  à  deux  intervalles 
diflérents,  mais  contigus,  doivent  être  considérées  comme  ne  formant 
qa'one  senle  et  même  fonction,  lorsqu'elles  jouissent,  chacune  dans 
son  intervalle,  de  propriétés  identiques.  » 

Tout  en  admettant  tacitement  ce  principe,  les  géomètres  du  siècle 
dernier  ne  le  formulèrent  jamais  explicitement,  et  ne  cherchèrent 
Dollement  k  préciser  les  conditions  sous  lesquelles  deux  dévelop- 
pements différents,  correspondants  à  des  suites  différentes  de  valeurs 
de  la  variable,  pouvaient  être  regardés  comme  appartenant  à  une 
Bème  fonction. 

On  pent  citer  bon  nombre  de  démonstrations  insuffisantes  ou 
inexactes,  de  propositions  mal  déterminées  ou  même  tout  à  fait  fausses, 
présentées  par  les  géomètres  les  plus  illustres,  et  qui  témoignent  de 
rincertitude  qui  régnait  alors  sur  les  fondements  de  la  théorie  des 
fonctions.  Lagrange  donnait  encore  en  i8i3,  dans  la  seconde  édition 
de  sa  Théorie  des  fonctions  ana/yA^ue^,  une  démonstration  défectueuse 
dn  théorème  de  Taylor.  C'est  en  1829  (*),  que  Cauchy  a  fait  remar- 
qoer,  pour  la  première  fois,  que  ce  théorème  pouvait  être  en  défaut, 
nulgré  la  convergence  de  la  série.  Gauss  a  le  premier  énoncé,  d'une 
manière  expresse,  en  1816  (^),  qu'il  n'est  pas  permis  de  prendre  en 
général  l'int^rale  d'une  fonction  entre  des  limites  qui  comprennent 
entre  elles  une  valeur  pour  laquelle  la  fonction  devient  infinie.  En 
1836,  Abel  a  établi  la  vraie  définition  d'une  puissance  et  les  règles  de 
convergence  de  la  série  du  binôme  |*^)  -  avant  lui,  Poisson  signalait 


(•)  Leçons  sur  le  Calcul  différentiel,  io«  Leçon,  p.  io5. 

î  *•)  Tkeorematis  de  resolubilitaie  functionum,  etc.  demonstnuio  tertia  (Gavss  fferkr, 
t.  III,  p.  03). 
'***)  Journal  fie  Crelle,  t.  I,  p.  3ii.  —  (ïpMvres  complètes^  t.  I,  j>.  G6. 


tio  BULLETIN  DES  SCIENCES 

dans  cette  théorie,  divers  paradoxes,  dont  Poinsot  lui-même  n'avait 
pu  trouver  l'explication  (*).  Mentionnons  encore  les  nombreuses 
tentatives  pour  étendre  la  définition  des  facultés  numériques  au  cas 
des  valeurs  négatives  ou  fractionnaires  de  la  variable  ;  c'est  k  Weier- 
strass  qu'il  était  réservé  de  mener  cette  entreprise  à  bonne  fin  (**). 

Cette  conception  des  fonctions,  d'après  Euler  et  ses  contemporains^ 
reçut  une  rude  atteinte  lorsque  Fourier  démontra,  en  1807  (***))  la 
possibilité  de  développer  en  séries  périodiques,  non-seulement  des 
fonctions  analytiques  admettant  parallèlement  un  autre  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  la  variable,  mais  encore  des  fooG- 
tions  entièrement  arbitraires  et  n'étant  assujetties  à  aucune  loi  simple, 
c'est-à-<lire  celles  qu'Euler  appelait  functianes  discontinuœ^  et  que 
M.  Hankel  désigne  sous  le  nom  de  fonctions  illégitimet  {iUegUimi 
Functionen). 

11  s'ensuivait  de  là  forcément  que  l'ancienne  idée  de  fonction  né 
tait  plus  admissible.  En  eilet,  puisque  ces  fonctions  discontinua 
pouvaient,  elles  aussi,  être  représentées  par  des  expressions  analyti- 
ques, on  n'avait  plus  le  droit  de  regarder  les  propriétés  des  fonc* 
tions  algébriques  comme  étant  des  propriétés  typiques,  applicables  1 
toutes  les  transcendantes.  Et  d'autre  part,  si  une  seule  et  même  série 
pour  des  valeurs  de  la  variable  comprises  dans  deux  intervalles  con* 
tigus,  pouvait  représenter  des  lois  analytiques  différentes,  le  ftin' 
cipe  de  continuation  était  par  cela  même  ruiné. 

Dirichlet,  dans  ses  travaux  sur  les  séries  de  Fourier  (****  ),  remplap 
les  anciennes  définitions  par  une  autre,  aussi  générale  que  possible 
en  appelant  fonction  de  x  toute  quantité  y  qui,  dans  un  certain  in 
tervallc,  prend,  pour  chaque  valeur  attribuée  a  or,  une  valeur  déter 
minée,  la  loi  de  dépendance  pouvant,  dans  cet  intervalle,  varier  d'un 
manière  arbitraire,  et  n'être  exprimable  par  aucune  des  opération 
mathématiques.  Mais  cette  définition  pèche  à  son  tour  par  excès  d 
généralité,  les  fonctions  ainsi  conçues  ne  conservant  plus  aucun 
propriété  générale,  et  les  valeurs  d'une  fonction  pour  les  diflerentc 
valeurs  de  la  variable  n'ayant  plus  entre  elles  aucune  espèce  de  rc 
lation. 


(*)  Recherches  sur  l* Analyse  des  sections  angulaires;  iBlS. 

{**)  Journal  de  C relie,  l.  LI.  i856,  p.  i. 

(***)  Bulletin  de  la  Société  Philomathi^ue,  t.  L  p.  iri. 

(••*♦)  Repertorium  der  Phrsik,  herausgegtàen  von  DoYE,  t.  1,  iM;,  p.  i5ï. 
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D  fallait  donc  compléter  la  conception  de  Dirichlet,  et  Cauchy 
fait  déjà  travaillé  dans  ce  sens  dès  l'année  i8i5.  C'est  Riemann 
ni  est  enfin  parvenu  à  fonder  cette  notion  sur  une  base  solide  (*). 
tenant  pour  point  de  départ  la  conception  de  Dirichlet,  il  établit 
die  d'une  fonction  (monogène)  d'une  variable  complexe,  et  donna 
insi  on  corps  à  une  définition  trop  vague,  en  se  rapprochant  de 
ancien  point  de  vue. 

Malheureusement  il  ne  fut  pas  donné  au  fondateur  de  la  théorie 
es  fi^nirtions  de  variables  complexes  d'édifier  son  système  d'après  un 
lan  complet  et  uniforme;  il  n'a  pu  nous  en  laisser  que  des  frag- 
lents,  qui  nous  en  font  apprécier  toute  la  grandeur.  Les  fondements 
in  nouveau  système  ne  sont  pas  encore  assez  à  l'abri  de  toute  objec- 
icMi,  pour  que  l'on  puisse  asseoir  sur  eux  l'ensemble  de  l'édifice 
inalytique.  Par  exemple,  le  principe  auquel  Riemann  a  attaché  le 
Mxn  de  Diricblet  a  été  dans  ces  derniers  temps  l'objet  de  nombreuses 
xmiroverses.  Les  objections  s'appuient  sur  certains  cas  d'exception 
pe  Ton  peut  imaginer  a  priori^  et  dans  lesquels  les  fonctions  pré- 
ientent  des  discontinuités  que  l'on  ne  peut  exclure  sans  discussion, 
et  qui  invalident  cependant  les  conclusions  que  l'on  comptait  appli- 
(jner  à  toutes  les  fonctions  qui  répondent  a  la  définition . 

H.  Hankel  a  pensé  que  le  seul  moyen  d'éclaircir  ce  qui  concerne 
ces  discontinuités,  et  de  préparer  la  solution  du  problème  de  la  na- 
ture des  fonctions,  c'était  de  s'affranchir  de  toutes  les  représentations 
que  les  mathématiciens  les  plus  récents  rattachent  encore  à  la  con- 
ception d'Euler,  et  d'établir  des  distinctions  parmi  la  multitude  des 
relations  possibles  entre  les  grandeurs  de  deux  variaS)les,  qui  sont 
renfermées  dans  la  pure  conception  de  la  fonction  d'après  Dirichlet, 
en  portant  principalement  son  attention  sur  les  fonctions  illégitimes^ 
si  peu  étudiées  jusqu'ici.  L'objet  de  son  Mémoire  est  de  traiter  ces 
cis  paradoxaux  des  fonctions,  en  considérant  d'abord  les  variables 
rieUes  et  les  valeurs  réelles  et  finies  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante. 

Après  avoir  établi,  dans  le  §  P*",  le  sens  qu'il  attache  dans  ce  Mé- 
moire au  mot  fonction^  l'auteur  énumère  (§  II)  les  diilérentes  espèces 


(•)  GrundUigtn  fur  eine  aUgemeine  Théorie  der  Funceioncn  einer  iferander lichen 
tomnlexem  Grasse;  Goltingen,  i85i.  —  Une  traduction  iulienne  de  ce  Mémoire  a  paru 
^Dt  les  Ânnali  di  Matenustica  pura  ed  applicata,  t.  II  ;  iSSg. 

Buii.  des  Sciences  mathém,  et  asiron,,  t.  I.  (ATril  1870.)  9 


122  BULLETIN  DES  SCIENCES 

possibles  de  continuité  et  de  discontinuité  des  fonctions  en  certain 
points.  Il  considère  ensuite  (§  III)  les  fonctions  continues  en  général 
et  fait  voir  que,  outre  les  fonctions  analytiques  ordinaires  à  oscilla* 
tions  finies,  en  nombre  fini  dans  un  intervalle  donné,  on  peut  aun 
concevoir  des  fonctions  offrant  un  nombre  infini  d'oscillations  d'an 
plitudc  infiniment  petite.  Jusqu'à  présent,  on  n'avait  représenté  ana 
lytiquement  que  des  fonctions  ayant  un  nombre  infini  d'oscillation 
dans  le  voisinage  seulement  de  certains  points  particuliers.  A  l'aid 
d'un  principe  dont  l'auteur  a  puisé  l'idée  dans  un  exemple  diHUi 
par  Riemann  (*),  et  auquel  il  donne  le  nom  de  principe  de  la  eom 
densation  des  singularités  (§  IV),  il  est  parvenu  ($  Y)  à  formerai 
séries  absolument  convergentes,  et  oscillant  en  chaque  point  daa 
toute  l'étendue  d'un  intervalle  fini  (**). 

Ces  fonctions  sont  toujours  susceptibles  d'intégration^  mais  I 
question  de  savoir  si  elles  ont  une  dérivée  est  sujette  à  des  diflknilt^ 
particulières.  Cette  question  n'a  été  que  très-rarement  traitée,  l'exi 


(  •  )  Ueber  die  DarsteUbarkeit  u,  s.  w,,  art.  6. 

(  **  )  Pour  éclairer  toutes  ces  discussions,  il  ne  sera  pas  inutile  de  citer  an  moins  i 
des  exemples  donnés  par  M.  Hankel. 

Soit  fp{jr)  une  fonction  remplissant  entre  ^  =  —  i  et  j  =  + 1,  excepté  pour  jr  s 
les  conditions  de  continuité  qui  permettent  le  déTeloppement  par  la  série  de  Taiyli 
et  qui,  pour  :r  =  -H  c,  conrerge  Ters  -H  i,  et,  pour  x  =  —  t,  Ters  —  i,  t  étant  inAnlHa 
petit.  On  sait  qu'une  telle  fonction  peut  se  représenter  par  une  série  trigoacnétriq 
ou  par  une  intégrale  de  Fourier. 

La  série 

qui  s'en  déduit  est  alors  continue  pour  toutes  les  râleurs  irrationnelles  de  x,  et  ada 
une  dérivée  si  l'on  fait  tendre  l'accroissement  Ters  o  par  des  valeurs  Irrationnelles. 

Pour  X  rationnel  éf^l  à  - 1  on  a,  abstraction  faite  des  termes  qui  s'évanouissent  afec 

A* 


f(HAi)'h^'=i 


r=  1 


Df  plus 


Hj-)-4;)=-^2 


r* 


Ainsi,  quand  x  tend  vers  ~  «  la  valeur  de  la  fonction  est  différente  suivant  que  x  rt 

A* 

inférieur  ou  supérieur  à  sa  limite.  Il  y  a  discontinuité  pour  toutes  les  valevrt  tm 
mensurable«. 


j 
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tence  d'une  tangente  en  chaque  point  d*une  courbe  étant  considérée 
comme  d'une  évidence  géométrique  immédiate  et  comme  une  consé- 
quence forcée  de  la  loi  de  continuité^  devant  laquelle  on  s'inclinait 
comme  devant  une  nécessité  naturelle;  inhérente  aux  lois  mathéma- 
cîqiies.  La  tentative  faite  par  Ampère  en  1806  (  *)  n'est  rien  moins 
qœ  satisfaisante.  La  question  a  été  reprise  en   1861   par  M.  La- 
■arle   (**)  ;  tcmtefois  sa  démonstration,  malgré  l'approbation  de 
Séomitres  éminents,  n'a  pas  encore  réuni  l'assentiment  universel. 
Mais  lors  même  que  cette  mystérieuse  loi  de  continuité  régirait  en 
réalité  tous  les  mouvements  dans  la  nature,  ce  ne  serait  pas  une  rai- 
son pour  restreindre,  en  aucune  façon,  le  domaine  des  mathématiques 
pures,  et  cette  sorte  d'évidence  intuitive  que  l'on  invoque  a  déjà 
conduit,  dans  les  recherches  géométriques,  à  trop  de  conclusions 
erronées  pour  que  l'on  soit  en  droit  de  la  placer  sur  la  même  ligne 
qa*ane  démonstration  scientifique.  L'opinion  qui  semble  prévaloir 
aajoard'hui,  et  qui  fut  celle  de  Gauss,  de  Dirichlet  et  de  Jacobi,  est 
([oe  l'existence  de  la  dérivée  d'une  fonction  continue  n'est  pas  une 
tmiéfuence  nécessaire  de  la  continuité,  mais  constitue  une  hypothèse 
particulière,  qui  se  trouve  naturellement  satisfaite  par  les  fonctions 
définies  au  moyen  de  l'intégration;  et,  bien  qu'il  y  ait  encore  plus 
d'un  mathématicien  qui  fasse  profession  de  ne  pas  croire  aux  fonc- 
tions continues  sans  dérivées,  le  travail  de  M.  Hankel,  qui  nous 
montre  des  fonctions  exprimées  analytiquement  par  des  séries  abso- 
lument convergentes,  et  n'admettant  pas  néanmoins  de  dérivée,  nous 
semble  devoir  modifier  ces  convictions. 

Le*  SS  VI  et  Vn  sont  consacrés  à  l'étude  des  fonctions  linéaire^ 
WflU  discontinues ,  c'est-à-dire  des  fonctions  qui  présentent ,  dans 
on  intervalle  fini,  un  nombre  infini  de  solutions  de  continuité.  Ces 
fonctions  se  partagent  en  deux  classes  essentiellement  distinctes  : 
^es  qui  forment  une  discontinuité  ponctuée^  et  celles  qui  sont  tota- 
'nRm/  discontinues.  Ces  deux  classes  ne  se  comportent  pas  de  la 
ntème  manière  au  point  de  vue  de  l'intégrabilité,  les  premières  étant 
Umjoors  int^rables,  les  secondes  jamais.  Dans  le  §  IX,  des  fonc- 
tions discontinues  des  deux  classes  sont  représentées  par  des  expres- 
Mons  analytiques. 


'*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XIII«  Cahier,  p.  i48. 
**^  Rrposé  géométrique  du  Calcul  différentiel^  t.  I,  p.  96. 
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Le  paragraphe  final  est  consacré  à  la  discussion  de  la  notioià  < 
fonction,  et  conclut  à  la  nécessité  d'adopter  la  définition  donnée  f 
Riemann. 

C'est  Tétude  des  précieux  écrits  de  Riemann,  et  surtout  de  é 
beau  Mémoire  déjà  cité  (Ueber  die  Darstellbarkeit  u.  $.  tv.)  qui  a  il 
pire  à  M.  Hankel  son  travail  sur  ces  questions  délicates,  qui,  comil 
le  dit  Riemann,  d'après  Dirichlet,  «  sont  intimement  liées  avec  1 
principes  du  Calcul  infinitésimal,  et  servent  à  y  introduire  pliiA4 
précision  et  de  clarté.  »  h 

J.  HoiisL.  I 

i 
I 

REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  A.  ClcmJ 
professor  in  Gôttingen,  und  C.  Nedmanm,  professor  in  Leipi 
Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner  (*).  T.  I;  1869.  ; 

Weber  (H.).  —  Sur  r intégration  de  l'équation  aux  déritées  pi 

tielles 

(37  p.;  ail.) 

On  sait  que  cette  équation  se  présente  dans  plusieurs  questions 
Physique  mathématique  :  théorie  du  mouvement  de  la  chaleur  d 
les  espaces  cylindriques,  vibrations  transversales  des  membranes  I 
dues  et  des  plaques  élastiques,  etc. 

En  général,  dans  les  problèmes  a  résoudre,  la  constante  k  qui  ûf 
dans  Téquation  précédente  n'est  pas  donnée  d  l'avance;  mais  elle< 
être  déterminée  d'après  certaines  conditions  aux  limites  qui  serai 
incompatibles  avec  l  équation  différentielle  si  k  était  choisi  arbitrm 
ment.  Ces  conditions  aux  limites  sont  de  difiërente  nature,  à  eau» 
la  variété  des  questions  dans  lesquelles  on  rencontre  l'équation  | 
posée.  Ainsi,  dans  la  théorie  des  plaques  élastiques,  il  faut  qui 

(*)  An!iales  mathématiques,  publiées  par  A.  Clbbscr,  professeur  à  GcBUingai 
C.  Nei]Ma?i!«,  professeur  à  Leipzig.  Librairie  de  B.-G.  Teubner.  —  Ce  Recueil  pan 
Cahiers  détachés  gr.  in-8,  d*à  peu  près  300  pages.  Quatre  Cahiers  forment  on  vo 
d'environ  40  feuilles.  Prix  :  5  ^Thlr.  En  allemand,  en  français,  etc. 
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Sans  être  nul  pour  tous  les  points  situés  â  rinlérieur  d'une  courbe 
(muée,  devienne  ^al  â  zéro  sur  le  périmètre  de  la  courbe.  Dans 
certains  problèmes  de  la  théorie  de  la  chaleur,  il  doit  y  avoir,  sur  le 
périmèire  de  la  couiiie,  entre  la  température  u  et  son  coefficient  dii- 

(êfcnliel  -p»  pris  suivant  la  normale,  une  relation  de  la  forme 

du 

«-^a  -r-  =0. 

dp 
Etc. 

M.  Webcr  est  le  premier  à  notre  connaissance  qui  donne  dans 
l'étude  de  ces  questions  des  démonstrations  rationnelles  et  irrépro- 
rluhles  ao  point  de  vue  de  la  rigueur.  La  Physique  mathématique  a 
fxfrcé  et  exercera  encore,  cela  n'est  pas  douteux,  une  grande  influence 
sur  le  progrès  des  Mathématiques  pures  ;  elle  présente  le  grand  avan- 
tage de  poser  des  problèmes  dont  les  conditions  sont  définies  par  la 
F      utare,  et  qui  sont  susceptibles,  en  général,  d'une  solution  unique, 
t      Mais  0  importe,  croyons-nous,  qu'elle  soit  traitée  avec  toute  la  ri- 
^      pnu*  que  comportent  les  autres  parties  des  Mathématiques.  A  ce 
point  de  vue,  la  lecture  du  Mémoire  dont  nous  venons  de  transcrire 
le  titre  nous  parait  des  plus  instructives.  La  méthode  de  M.  Weber 
eu  analogue  &  celle  dont  Riemann  a  fait  im  si  heureux  emploi  dans 
Tétode  de  l'équation  plus  simple 

d^u       d^u  _ 

Sans  entrer  dans  l'analyse  détaillée  des  résultats,  nous  remarque- 
rons qa*ils  établissent  la  plus  grande  analogie  entre  la  fonction  u  sa- 
lisCûsant  i  l'équation 

et  h  (onction  Acosftx  -h  Bsinft j;,  intégrale  de  la  suivante  : 
Il)  ^^4-A^.„  =  «, 

qui  contient  une  variable  de  moins,  mais  qui  est  tout  à  fait  semblable 

^  la  proposée  (i). 

'    Par  exemple,  on  sait  que  si  k  est  donné,  on  ne  peut  pas  disposer 
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des  constantes  A  et  B,  de  manière  que  Acoikx  +  Bsinkx  s'anim) 
pour  deux  valeurs  de  j;,  a  et  6;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qi 

a  —  b  soit  un  multiple  de  t>  d'où 


k  = 


a-6 


De  même,  cherchons  une  fonction  u  de  deux  variables,  sati^ 
sant  à  Téquation  proposée,  et  s'annulant  sur  tous  les  points  d'à 
courbe  fermée.  Ce  problème  sera  impossible  si  k  est  arbitraire,  et  i 
satisfait  pas  à  une  certaine  équation  transcendante,  ayant  une  infini 
de  racines. 

Le  Mémoire  se  termine  par  la  résolution  effective  de  Téquatii 
proposée  dans  le  cas  d'un  espace  plan  limité  par  des  paraboles  oa 
focales. 

LiJROTH  (J.).  —  Sur  quelques  propriéiét  d^une  classe  de  courbes 
quatrième  ordre,  (17  p.;  ail.) 
Soit  l'équation 

S,  {aiX  -h  bijr  -+-  c,)*=  o. 
I 

Cette  équation  représente  une  courbe  du  quatrième  degré,  et  oo 
tient  quinze  constantes,  autant  qu'il  y  en  a  dans  l'équation  la  pi 
générale  des  courbes  du  quatrième  ordre.  M.  Clebsch  a  donc  obte 
un  résultat  des  plus  curieux  (^}  en  établissant  que  la  forme  préi 
dente  d'équation  n'est  pas  propre  a  représenter  toutes  les  courbes 
quatrième  ordre  ^  elle  ne  s'applique,  en  réalité,  qu'à  celles  pour  li 
quelles  s'annule  un  invariant,  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  CQ 
ficients.  M.  Lûroth  ajoute  plusieurs  propositions  a  celles  qu'ai 
déjà  données  M.  Clebsch  sur  ces  courbes,  si  près  d'être  les  plus  | 
nérales  de  leur  degré. 

Ca  YLE Y  (A .) . — Sur  la  solution  de  T équation  quartique  a  U+6|3  H= 
(2  p.;angl.) 

Clebsch  (A.)  et  Gordan  (P.).  —  Sur  la  théorie  des  formes  eubiq 
ternaires.  (34  p-;  ail.) 

Très-important  travail  d'ensemble,  où  les  auteurs  reprennent  en 


(*)  Journal  de  Crelic,  t.  UX,  p.  i)S. 
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théorie  déjà  étudiée  par  MM.  Aronhold,  Brioschi,  etc.  Les  auteurs 
(ont  connaitre  beaucoup  de  relations  nouvelles  ;  malheureusement  les 
travaux  de  cette  nature  sont  difficiles  à  analyser.  Le  Mémoire  se  ter- 
■ine  par  la  démonstration  des  belles  formules  de  M.  Aronhold,  qui 
ctablissent  un  lien  si  intime  entre  la  théorie  des  formes  cubiques  et 
cdle  des  fonctions  elliptiques. 

GoaoAif  (P.).  —  Sur  Us  formes  ternaires  du  iroisiême  degré, 
!39p.-,  aU.) 

M.  Gordan  a  établi,  dans  ces  derniers  temps  (*),  un  résultat  qui  a 
attiré  Tattention  de  tous  les  géomètres  :  à  chaque  forme  binaire  cor- 
respond un  système  de  covariants  en  nombre  limité,  système  que 
Tantenr  appelle  complet^  et  qui  jouit  de  la  propriété  suivante  :  Tout 
antre  coyariant  s'exprime  en  fonction  entière  des  formes  du  système 
complet.  Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Gordan  s'est  proposé  d'étendre 
le  même  théorème  aux  formes  cubiques  ternaires. 

GcisEa.  —  Sur  les  tangentes  doubles  d'une  courbe  plane  du  quatrième 
9rére.  (10  p.;  ail.) 

Si  d'un  point  p  on  mène  des  tangentes  à  une  surface  du  troisième 
ortire,  ces  tangentes  forment  un  cône  du  sixième  degré.  Si  le  point  p 
est  pris  sur  la  surface,  ce  cône  se  décompose  en  un  plan  dotd)le,  le 
pian  tangent  au  point  p,  et  en  un  cône  du  quatrième  ordre.  On  con- 
tait déjà  on  plan  tangent  double  de  ce  cône,  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face en  ^^  les  autres  plans  tangents  doubles  du  cône  doivent  Tctre 
aassi  de  la  surface,  et,  par  conséquent,  doivent  passer  par  une  de  ses 
MDgt-sept  droites.  On  a  donc  vingt-huit  plans  tangents  doubles  du 
cène  circonscrit,  et,  par  suite,  vingt-huit  tangentes  doubles  de  Vuna 
<|aeiconqtte  des  sections  planes  de  ce  cône,  qui  sont  des  courbes  du 
quatrième  ordre. 

Tel  est  le  point  de  départ  de  M.  Geiser  ^  on  voit  qu'il  établit  une 
relation  entre  le  problème  des  droites  sur  une  surface  du  troisième 
<le^,  et  celui  des  tangentes  doubles  aux  courbes  du  quatrième 
ordre.  Cette  analogie  entre  les  deu\  problèmes  a  été  démontrée  ana- 
htîqoement  par  M.  Jordan,  dans  son  Traité  des  Substitutions. 

(*)  Comtptes  rendus  det  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXVI,  p.  11 17  et  1173. 
Depvtt,  Vmmtemr  a  pablié  un  Mémoire  étendu  sur  ce  sujet,  justement  dans  le  Recueil  dont 
•<Ntt  cooimençoos  l'analyse,  t.  ll,Cahier  a,  p.3a7<28i.  —  f^oir  aussi  Catley,  t.  CXIA'l  des 
Plulowfkieal  Transactions,  p.  ici,  et  GonDAn,  Journal  de  M.  ^orcAar</f, t. LXIX, p.  333. 
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ScHERiDfG  (E.).  —  Communication  relative  au  troisième  volume  in 
Œuvres  de  Gauss.  (16  p.;  ail.) 

JoRDAM  (C).  —  Commentaire  sur  Galois.  (16  p.^  fr.) 
Ce  travail,  écrit  avec  beaucoup  de  clarté,  est  plus  qu'un  cammen- 
taire,  et  contient  des  théorèmes  nouveaux  et  importants.  Nous  cite- 
rons le  suivant  : 

«  Si  les  racines  de  deux  équations  irréductibles  F  (  j;)  =  o,  f(x)=zo 
sont  liées  par  des  relations  algébriques,  ces  relations  peuvent  se  dé- 
duire d'une  seule  équation  ayant  la  forme 

?(-«i,  Zi,  . .  .)  =  v|/(x,,  Xi,  . . .), 
dans  laquelle  les  racines  sont  séparées.   » 

KônriGSBERGER.  —  Les  éqtMtions  modulaires  des  fonctions  kj/pereUip' 
tiques  du  premier  ordre,  pour  la  transformation  du  troisième  degré 

(4  p.^  ail.) 

K^nriGSBERGER.  —  Équation  différentielle  d  laquelle  satisfoni  les  pè 
riodes  des  fonctions  hyperellipiiques  du  premier  ordre,  (3  p.^  aU.) 

KônriGSBERGER.  —  Rcctification  d'un  théorème  d*Abel  concemanili 
fonctions  algébriques,  (a  p.*,  ail.). 

On  connaît  l'expression  générale  qu'a  donnée  Âbel,  pour  une  fonc 
tion  algébrique,  dans  son  Mémoire  sur  l'impossibilité  de  résoudre  gè 
néralement  les  équations  d'un  degré  supérieur  au  quatrième  (*] 
Cette  expression  est  de  la  forme 


n — f 


i;  =:  r.  -h  />7  H-  r,p7  -h . . .  -+-  r.-,/?,"  , 

ou  Abel  affirme  que  pt  est  une  fonction  d'ordre  fi  —  1 .  C'est  là  1 
point  critiqué  par  l'auteur,  qui  corrige  le  théorème  de  la  manièi 
suivante  : 

Si  r  est  une  fonction  algébrique  d'ordre  jx  et  de  degré  m,  on  aurt 


n— I 


v=:q.-hp^-^qiiy^-i- ...  -+-?»-i/>  "  , 
où  n  est  un  nombre  premier,  fo)  ?•)  -* * 9  9n-i  ^^^  fonctions  algébriqoi 

d'ordre  fi  et  du  degré  m  —  1  au  plus,  et  p  une  fonction  telle,  que  j 
soit  aussi  du  fx*  ordre. 

(*)  Journal  de  Crelle^  t.  I,  p.  65;  et  Œuvres  complètes ^  t.  I,  p.  5. 
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Clkbsch  (A.).  —  Sur  Us  courbes  qui  correspondent  aux  fonctions 
éUennet  de  la  classe p  =  2.  (3  p.;  ail.) 

Dans  cette  courte  Note,  l'auteur  reprend  une  question  qu'il  avait 
Éjà  traitée  dans  l'Ouvrage,  devenu  classique,  qu'il  a  publié  en  colla- 
boration avec  M.  Gordan  :  Théorie  der  Abel'schen  Funcdonen  (*). 

BcssEL  (A.).  —  Sur  les  invariants  des  systèmes  simples  de  formes  61- 
Mîref  nmuUanées.  (22  p.;  ail.) 

M.  Hermite,  dans  ses  Etudes  sur  la  résolution  de  1  équation  du 
cinquième  degré,  établit  que  tout  invariant  d'une  forme  binaire  du 
cinquième  degré  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  des  trois  in- 
variants fondamentaux,  et  de  l'invariant  du  dix-huitième  degré  qui 
est  égal  i  la  racine  carrée  d'une  fonction  entière  de  ces  trois  inva- 
riants. M.  Bessel  parvient  à  des  théorèmes  semblables  pour  les  sys- 
tèmes les  plus  simples  de  formes  binaires  simultanées. 

Nkumâhh  (C).  — Recherches  géométriques  sur  le  mouvement  d'un 
corps  solide.  (i3  p.^  ail.) 

Etant  donnés  deux  triangles  égaux  dans  l'espace,  amener  l'un  de 
ces  triangles  à  coïncider  avec  l'autre  par  un  mouvement  hélicoïdal, 
et  construire  l'axe  de  rotation. 

Neumakh  (C).  —  Sur  la  théorie  des  déterminants  fonctionnels. 
(a  p.;  ail.) 

HiaiOROT  (F.)  —  Le  système  simultané  d'une  forme  biqu^dratique 
ttd'une  forme  quadratique  binaires,  (i5  p.;  ail.) 
Etude  des  invariants  et  des  covariants.  Représentation  typique. 

Baux  (A.).  —  Sur  les  équations  différentielles  de  la  théorie  de  la  lu- 
9iire.  (28  p.;  ail.) 

Milieux  isotropes.  Équations  différentielles  en  coordonnées  curvi- 
lignes. Application  d'un  résultat  d'intégration  dû  à  Euler. 

Clebsch  (A.).  —  De  la  représentation  sur  le  plan  des  surfeuses  algé^ 
^ues,  et  en  particulier  des  surfaces  du  quatrième  et  du  cinquième 
ordre.  (63  p.;  ail.) 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  l'étude  et  à  la  théorie  générale  d'une  ^ 


(*]  Ldpug,  Teabner,  1866.  In-8,  XIII-333  p.  Prix  :  j  Thlr.  16  Ngr. 
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classe  de  problèmes  dont  M.  Oebsch  sJest  déjà  beaucoup  occupé  (*), 
et  dont  il  est  impossible  de  méconnaître  l'importance. 

Imaginons  une  surface  de  degré  N  telle,  que  les  coordonnées  ho- 
mogènes d'un  de  ses  points  soient  des  fonctions  homogènes  et  en- 
tières de  trois  paramètres  ^i,  ^t,  ^„  représentées  par  des  équations 
de  la  forme 

où  les  quantités  Xi,  Xf^  x^t  x^  désignent  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point,  p  un  facteiu*  indéterminé,  ^^fitftyfttjk  des  fonctions 
homogènes  du  degré  n.  Supposons  que  l'on  puisse,  des  équations  pré- 
cédentes, tirer  les  Ç  comme  fonctions  rationnelles  des  x.  Alors,  si  l'on 
considère  |i,  Çs?  (s  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point 
dans  tm  plan,  à  un  point  du  plan  correspondra  toujours  un  êeulpaini 
de  la  surface^  et  réciproquement.  On  dit  alors  que  la  surface  est  eîii* 
deutig  abgebildet,  qu'elle  est  représentée  d'ime  manière  unique  sur 
le  plan.  L'expression  allemande  est  assez  difficile  à  traduire,  mais  la 
question  n'en  est  pas  moins  fort  intéressante,  et  M.  Clebsch  a  rendu 
service  à  la  science  en  en  reprenant  l'étude  générale.  Quand  une 
surface  est  appliquée  stu*  un  plan,  l'étude  des  courbes  algébriques 
qu'elle  contient  est  faite  implicitement. 

A  côté  de  la  théorie  générale,  le  Mémoire  contient  des  exemples 
nombreux  :  surfaces  du  troisième  ordre,  du  quatrième  ordre  avec 
droite  doid)le,  etc.,  etc. 

Pour  le  troisième  ordre,  des  considérations  géométriques  simples 
permettent  de  résoudre  le  problème.  Considérons,  eneilct,  une  droite 
mobile,  assujettie  dans  son  mouvement  à  rencontrer  deux  droites  de 
la  surface.  Elle  coupera  la  surface  en  un  troisième  point  x,  et  un  plan 
quelconque  eu  un  point  ^.  Un  point  |  ou  un  point  x  suflSsent  à  dé- 
terminer la  droite.  On  voit  donc  qu  à  un  point  (  répondra  un  seul 
point  x,  et  réciproquement.  La  surface  est  donc  appliquée  sur  le  plan, 
dans  le  sens  que  nous  avons  donné  plus  haut. 

(*)  Journal  de  Crelle^  U  LXV,  p.  359-38o  :  Die  Géométrie  anf  den  Flicbea  dritter 
Ordnnng.  -*  T.  LXIX,  p.  142-184  :  L'eber  die  Flichen  Yierter  Ordnung,  welche  eint 
Doppelcanre  xweiten  Grades  besiUen.—  Comptes  rendus  des  séances  de  l'jicadémte  des 
Sciences,  t.  LXVII,  p.  ia38. 


i 
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iNEiJMAjiR  (C).  —  Note  sur  un  écrit  publié  récemment  et  traitant  de 
lÈlectrodynamique.  (8  p.;  ail.) 

Cet  écrit,  intitulé  :  Die  Principien  der  Electrodynamik  (*)  est  dû  à 
M.  Neumann,  qui  a  publié  un  grand  nombre  d'excellents  traités  sur 
des  points  variés  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique.  Les  prin- 
cipes qui  en  forment  la  base  ont  été  l'objet  de  quelques  critiques, 
produites  par  M.Gausiusdans  les  Annales  de Poggendorff  [l.  CXXXV, 
p.  606).  L*auteur  défend  son  œuvre,  et  répond  aux  objections  en  ex- 
posant d'une  manière  très-claire  les  hyppthèses  fondamentales  qu'il  a 
faites  pour  expliquer  les  phénomènes  électrodjmamiques. 

La  formule  employée  par  M.  Neumann  est  la  suivante,  qui  donne 
le  potentiel  a^  de  deux  masses  électriques  : 


w 


mm'  r         I  /fir\n 


On  voit  que  le  potentiel  ne  dépend  pas  seulement  de  la  situation 
respective  des  deux  masses,  comme  dans  la  loi  de  Newton.  La  dé- 
rivée ^  de  la  distance,  par  rapport  au  temps,  fdt  intervenir  ici  la 

vitesse  relative  des  deux  masses  électriques. 

L'auteur  a  montre,  dans  son  livre,  qu'on  pouvait  expliquer  cette 
(ornivle  hypothétique,  en  admettant  que  l'action  électrique  a  besoin 
d'an  certain  temps  pour  se  transmettre  d'im  point  à  un  autre. 

Dans  tous  les  cas,  l'expression  donnée  plus  haut  pour  le  potentiel 
permet,  si  on  l'admet,  d'expliquer  tous  les  phénomènes  d'induction 
et  d'action  électrodynamique  (**). 


(*)TiLl»i]igM,  iSeS. 

(**)  Hé  poaTuit  pour  le  moment  consacrer  un  article  développé  à  cette  intéressante 
^■■tfoDy  Bo«a  noua  contenterons  d'indiquer  les  sources  suivantes  : 

liousii  (B.)  :  «  Ein  Beitrag  xur  Electrodynamik  ».  {Annales  de  Poggendorff yi.CWW, 
»*7,  p.  «37.) 

Uaïaa  :  «  Ueber  die  Identitât  der  Schwinçungen  des  Lichts  mit  den  elektriscben  StrO- 
■«  ».  {ihid,^  p.  343.) 

(Iacsics  :  «  Ueber  die  von  Gaoss  angeregte  neue  Auffassung  electrodynamiscben  Er- 
KkJanifeB  •.  {Anm.  de  Pogg.,  t.  CXXXV,  1868,  p.  606.) 

Won  (  W.)  :  ■  Oeber  einen  einfachen  Ausspruch  des  allgemeinen  Grundgesetses  der 
dcàtrischea  Wirkung  •.  {Ann,  de  Pogg,,  t.  CXXXVl,  1869,  p.  485.) 

Nmuxs  (C)  :  «  Theoria  nova  phanomenia  electricis  applicanda.  »  {Ann.  di  Materna- 
<>(«,  t  n,  série  II,  p.  lao.) 

^  KicMAMi  :  «  Ueber  die  oseillirende  Eniladong  einer  Franklin'scben  Tafel  ».  {Nackrich- 
fn  V09  der  K.  Gesetltekaft  zu  Gëttingen;  1869,  janvier.) 

Bfem  (E.)  :  «  Teoricm  délie  fone  chc  agiscono  secundo  la  legge  di  Newton,  c  sua 
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Meumanih  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  Véther  dans  k$  cristaux. 
(34  p.)  ail.) 

Clebsch  (A.)  et  Goedân  (P.).  —  Sur  les  formes  bitemaires  atecdes 
variables  contragredientes,  (4a  p.«,  ail.) 

Étude  sur  la  théorie  d'une  espèce  particulière  de  formes.  Ces  formes 
contiennent  deux  séries  de  variables,  celles  qui  se  transforment  par 
ime  substitution  linéaire,  â?|,  â?i,  Xs,  et  celles  qui  se  transforment  en 
même  temps  par  la  substitution  inverse,  U| ,  Ui,  u^.  En  d'autres  termes, 
égalées  à  o,  elles  donneraient  une  relation  entre  les  coordonnées  ho- 
mogènes d'un  point  et  les  cooi-données  tangentielles  d'une  droite.  De 
telles  formes  se  rencontrent  souvent  comme  dérivées  d^une  forme  fon- 
damentale^ sous  le  nom  de  covariants  mixtes  ou  de  concomitants  (mixtes). 
Les  auteurs  les  considèrent  ici  comme  formes  fondamentales,  et  en 
commencent  l'étude  directe  et  détaillée. 

BniLL  (A.).  —  Note  relative  au  nombre  des  modules  d'une  clane  àe 
fonctions  algébriques,  (5p.;  ail.) 

Cette  Note  se  rapporte  à  un  des  points  les  plus  délicats  de  la  théo« 
rie  des  fonctions  abélienncs.  Riemann  avait  donné  une  formule  dont 
l'exactitude  a  été  contestée  par  M.  Cayley  (*).  M.  Brili  examine  on 
cas  particulier  où  la  formule  de  Riemann  et  celle  de  M.  Cayley  doi- 
vent conduire  à  des  résultats  différents.  La  conclusion  est  en  faveur 
de  Riemann. 

MiJLLEn  (H.}.  —  De  la  géométrie  des  surfaces  du  second  ordre. 
(i8p.;all.) 

Etude  sur  les  courbes  gauches  du  troisième  ordre  et  sur  leurs  se* 
cantes. 

JoKiQuiEREs  (E.  de).  —  Sur  les  réseaux  de  courbes  et  de  surfaces  a/- 
yébriquts.  (8p.;  fr.) 

Zeuthen  (H.  G.).  —  Notes  sur  un  système  de  coordonnées  linéairei 
dans  l'espace,  (aS  p.  ;  fr.) 

Le  système  de  coordonnées  linéaires  proposé  par  M.  Zeuthen  est 

applicazione  alla  elettricità  statica  ».  (//  Nuovo  Cimcnto,  t.  XVIU,  i863,  p.  385;  I.  XIX, 
i8()3,  p.  59«  77,  1.^19,  357;  t.  XX,  i86/|,  p.  19,  i3i.  —  «  Sopra  la  EleUrodinamica  •. 
(/^V/.,  t.  XXVII,  1867,  p.  /|oa.)  roir  auwi  Nuovo  Cimente.  (T.  XXVIi,  mai  et  jiiini868.] 

(*}  Foir  Clebscu  iind  Gurdan,  Théorie  der  Abel*schen  Functionen  :  Préface. 
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analogue  à  celai  que  M.  Cayley  a  indiqué  en  1860  (*),  et  dont  il  a 
fait  aussi  usage  dans  un  Mémoire  récent  {**),  Si  Ton  appelle  moment 
d'une  droite  par  rapport  à  un  axe,  le  moment  d'une  force  égale  k 
lunité  et  placée  sur  cette  droite,  les  six  coordonnées  employées  par 
M.  Zeuthen  sont  les  six  moments  d'une  droite  par  rapport  aux  arêtes 
d'an  tétraèdre.  Entre  ces  six  cck)rdonnées  doivent  avoir  lieu  évidem- 
nent  deux  relations,  puisqu'une  droite  se  détermine  seulement  par 
<iaitre  paramètres.  L'une  de  ces  deux  relations  est  homogène,  et  très- 
smple^  l'autre  n'est  pas  homogène  et  prend  une  forme  très-compli- 
quée. L'auteur  applique  le  nouveau  système  de  coordonnées  à  l'étude 
ia  complexes  linéaires  et  des  surfaces  complexes  de  Plûcker.  Il  fait 
aussi  remarquer  que  l'étude  des  complexes  linéaires  avait  déjà  été 
faite  implicitement  avant  Plûcker  par  M.  Chasles.  a  On  peut  donc, 
dit-il,  dans  les  tomes  XVI  (***)  et  LU  (**♦♦)  des  Comptes  rendus^  puiser 
une  discussion  des  complexes  linéaires  qui  est  antérieiu*e  à  celle  de 
M.  Plûcker.  » 

Retb  (Th.).  —  Génération  géométrique  des  surfaces  du  troisième^  du 
flûtriijme  ordres  et  en  général  d'un  ordre  quelconque,  au  moyen  des  ré- 
lesaur  de  surfaces  d'ordre  inférieur.  (  1  a  p.-,  ail.) 

M.  Reye  est  connu  des  géomètres  par  plusieurs  importants  Mé- 
moires de  Géométrie  et  par  un  Traité  complet  intitulé  :  Die  Géométrie 
ier  Loge.  Vortrâge  von  Dr  Theodor  Reye  (*****). 

Le  Mémoire  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  contient  plu- 
Meurs  propositions  d'un  grand  intérêt  pour  la  théorie  des  surfaces. 
Comme  le  fait  remarquer  l'auteiu*,  la  génération  des  figures  au  moyen 
de  figures  plus  simples  constitue  un  des  moyens  d'investigation  les 
plus  puissants  de  la  Géométrie  synthétique. 

Pour  les  courbes,  on  sait  depuis  longtemps  que,  si  l'on  considère 
fcii  faisceaux  de  courbes  se  correspondant  projecti  vement,  et  d'ordres 
P  et  ^,  ces  deux  faisceaux  peuvent  engendrer,  par  l'intersection  des 
wwrbesqui  les  composent,  toute  courbe  de  l'ordre  p  -h  q.  Ce  théo- 


(*)  (^MTf.  Mfath,  Joarmaif  t.  Ul,  p.  3^6. 

('•)  TraMtmetùms  of  the  Cambridge  Philosophical  Societjr^  yoI.  XI»  part.  Il  :  On  ihe 
tix  coordinatCB  of  a  line. 

('••)  P.  1410.1432. 

(••••)  P.  1094. 

;•••*•)  Banorre,  1868,  Cari  Rûnipler;  en  deux  Partie».  ln-8«.  Prix  :  i3  fr.  35  c. 
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il  pourra  coïncider  avec  A,  (on  aurait  dans  ce  cas  un  polygone  de  de* 
gré  n  à  la  fois  inscrit  et  circonscrit  à  la  courbe),  etc.,  etc.  On  peut 
encore  mener  d*un  point  pHs  sur  la  courbe  une  tangente  quelconque, 
du  nouveau  point  de  contact  une  nouvelle  tangente,  etc.  M.  Dorègc 
fait  Tëtude  de  toutes  ces  questions  dans  le  cas  particulier  où  la  couiIn 
a  un  point  double  ou  un  point  de  rebroussement. 

Sturm  (R.).  —  Le  problème  de  Vhomographie^  et  $(m  applieaiUmsm 
surfaces  du  second  ordre.  (42  p.;  ail.) 

Beltrami  [E.).  —  Sur  la  théorie  de  la  courbure  des  surfarts 
(8  p.;  ail.) 

Cet  élégant  article  contient  plusieurs  expressions  nouvelles  de  I 
courbure  d'une  surface  et  de  la  courbure  géodésique. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  éqtuitions  de  la  division  des  foneiians  §k 
Hennés.  (9p.;  fr.) 

Extrait  du  Traité  des  équations  algébriques  et  des  substitutions.  L'ai 
teur  arrive  à  d'importants  résultats,  dont  voici  l'énoncé  :  La  réioh 
tion  de  l'équation  qui  donne  la  division  des  périodes  dans  les  ùm 
tions  abéliennes  à  an  périodes  se  ramène  à  celle  d'une  suite  d'éqv 
tions  simples,  qui  auront  toutes  pour  ordre  un  nombre  premier  ( 
par  suite  seront  abéliennes),  sauf  une  seule,  dont  Tordre  est  ^al 

Ji U: •  "\r It  ^  ^y  3^  double  de  ce  nombre  si  p  =  a,fi^ 

Kornd:')rfer  ((j.)*  —  ^^  ^  représentation  sur  le  plan  d^mne  m 
face  (tu  quatrième  ordre,  avec  un  ou  plusieurs  points  singuliers  {* 
(35  p.;  ail.) 

Mi'LLER  (H.).  —  Étude  synthétique  d'un  faisceau  de  surfaces  du, 
cond  ordre,  (7  p. 5  ail.) 

Clebsch  (A.).  —  Remarques  sur  la  géométrie  des  surfaces  gam 
du  troisième  ordre,  (3  p.;  ail.) 

Classification  simple  et  intuitive  des  coiurbes  tracées  sur  ces  s 
faces. 


(*)  Toir,  au  sujet  do  ces  problèmes,  la  Note  que  nous  arons  miie,  p.  199,  klai 
d'un  Mémoire  de  M.  Clebsch. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

HOFFMAîm  (L.),  Baumeister  in  Berlin,  und  NATANI  (L.).  — 
Mathematisches  Wôrterbuch.  Alphabetische  Zusammenstellutig 
iimmtlicher  in  die  malhematischen  Wissenschaften  gehàrendc  Ge- 
ynsUinde,  in  erklàrenden  und  beweisenden,  synthelisch  und  analytisch 
bearbeiieten  Abhandlungen.  —  7  Bde  gr.  8;  1 858- 1867.  Berlin, 
VerUg  von  Wiegandt  und  Hempel  (*). 

• 

En  ndson  du  développement  qu'ont  pris  de  nos  jours  les  sciences 
exactes,  rien  ne  serait  plus  désirable  qu'une  bonne  Encyclopédie 
fluthématique  contenant  l'exposition  par  les  meilleures  méthodes 
des  théories  fondamentales,  renvoyant  aux  auteurs  spéciaux  poiur  les 
njets  accessoires  ou  pour  ceux  qui  exigeraient  de  trop  longs  dévelop- 
pements, et  fournissant  sur  toutes  les  parties  des  renseignements  bi- 
bliographiques et  historiques  aussi  complets  que  possible. 

U  est  vrai  que  la  réalisation  d'une  aussi  vaste  entreprise  dépasserait 
les  forces  d'un  seul  honune,  et  ne  pourrait  être  menée  à  bonne  fin 
(pepar  une  association  de  géomètres.  Il  existe  cependant  des  Ou- 
mges  qui,  sans  atteindre  entièrement  le  but,  n'en  ont  pas  moins 
renda  de  grands  services.  Celui  de  tous  qui  a  le  mieux  représenté  la 
Kience  de  son  temps,  l'ancien  Dictionnaire  de  Klûgel,  avec  les  suites 
deMollweide  et  de  Grunert  (**),  est  encore,  à  l'heure  présente,  un 
livre  précieux  à  consulter  au  point  de  vue  de  l'histoire  scientifique. 

L'Ouvrage  plus  moderne  que  nous  annonçons  ici  ne  présente  pas 
U  même  unité  de  plan  que  le  précédent,  le  continuateur  s'étant 
écarté,  avec  grande  raison,  des  traces  du  premier  auteiur.  En  efiet,  la 
rédaction  des  quatre  premiers  volumes  (A  —  P)  est  loin  de  justifier 

(*)  HofFMAUi  (L.),  arcfaitAde  k  Berlin,  et  Natari  (L.).  —  Dictionnaire  mathématique. 
itOÊtnl  el^utbétiqMe  de  toutes  Us  matières  rehuives  aux  Sciences  mathématiques^  expli' 
faéer  <f  démontrées  dans  des  articles  rédigés  synthétiquement  et  analjrtiquement.  — 
Iviii,  Wiefandl  et  Hempel.  1858-1867.  — 7  vol.  gr.  in-8,  imprimés  sur  deux  colonnes. 
Ml  :  3o  TUr. 

[**)  Mathematisches  JFërterbuch,  oder  Erklàrungder  Begriffe^  Lehrsàtze,  Aufgahen 
mi  Uttkoden  der  Mathematik^  mit  den  nothigen  Beweisen  und  literarischen  Nach- 
nduea  kegieitet,  in  alphabet iseher  Ordnung.  Von  Georg  Simon  Klccbl,  Prof.  d.  Math. 
i<  Pbyiik  auf  der  Friedrichs-Universitftt  su  Halle,  u.  s.  w.  Leipzig,  Schwickcrt.  In-8.  — 
ÎMn(A-P),  i8o3-i8o8,  par  ILlScel.  —  T.  IV  (Q-S),  i8a3,  par  C.-Ba.  Mollwiidb.  — 
T  V(T.Z),  i83i,  et  Suppléments,  t.  1  et  II,  1 833-1 836,  par  J.-A.  Geuhut. 

BmU.  det  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  I.  (Mai  1870.)  lO 
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rème  ne  s'étend  pas  généralement  aux  surfaces,  et  l'on  ne  peut  con- 
struire une  surface  d^ordre  p  +  9  au  moyen  de  faisceaux  d'ordre  p 
et  9,  que  si  la  surface  proposée  contient  en  nombre  infini  des  courbes 
C*^  (*),  ce  qui  n'arrive  pas  généralement. 

Pour  parer  à  ces  inconvénients,  M.  Reye  construit  les  surfaces,  non 
plus  au  moyen  des  lignes  d'intersection  de  deux  séries  de  surfaces, 
^O'^,  mais  par  des  points  (/,  m,  n)  déterminés  par  l'intersecticm  de 
trois  séries  de  surfaces. 

Si  nous  avons  bien  compris,  par  exemple,  le  mode  de  génération 
des  surfaces  du  quatrième  ordre,  voici  comment  on  pourrait  Texposer 
analytiqtAement. 

Considérons  deux  réseaux  du  second  degré 

'(a)  >  Fh-|ui  F, -hv  F,  =  o, 

(a)  X' 0  -h  fi' 0, -h  v' $,  =  o, 

et  établissons  entre  les  paramètres  la  relation 

(i)  XX' -h  fxfx'-h  vv'=  o. 

Quand  les  trois  paramètres  X',  fx',  1/  resteront  fixes,  les  paramètres 
X,  ix^  V  pourront  varier  en  restant  assujettis  à  la  relation  (i),  et  les  sur- 
faces du  réseau  (a)  passeront  par  la  courbe  dont  les  équations  sont 

i    ^  F        F.        F, 

(^'^  X'  =  ï?  =  7- 

Oîî  peut  dire  d'après  cela  qu'à  une  surface  du  réseau  (a)  corres- 
pond une  courbe  du  réseau  (a),  et  réciproquement.  Si  Ton  cherche 
le  lieu  des  intersections  de  la  surface  et  de  la  courbe  correspondante, 
il  faut  éliminer  X',  fx',  v'  entre  les  équations  (a)  et  (2),  et  Ton  obtient 
la  surface  du  quatrième  degré  dont  l'équation  est 

FO-hF,$, -4-F,$,=  o. 

Cette  sui*facc  est  le  lieu  des  points  d'intersection  d'une  surface  de 
l'un  des  réseaux  et  de  la  courbe  qui  lui  correspond  dans  l'autre. 
Elle  est  donc  construite  par  points  et  non  par  lignes. 


(*)  L'auteur  emploie  des  notation»  qui  abrègent  beaucoup  les  raitonnemenls  :  Ti 
F^,  Ff  désignent  des  surraccs  d'ordre  />;  (f'^^y  C^'^  expriment  des  courbes  int^raMtioM 
defturfarcs  f'*,  F^;  (/,  w,  h)  sont  les  points  d'intersection  de  F  ,  F^,  F  . 
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Des  séries.  (76  p.) 

Théorie  des  mouvements  vibratoires.  (87  p.) 

Sutique.  (36  p.) 

Théorie  du  choc  des  corps.  (27  p.) 

Théorème  de  Sturm,  avec  extension  aux  racines  complexes. 
(11  p.) 

Iliéorie  des  substitutions  linéaires  (déterminants,  formes  bi* 
■aires,  etc.).  (80  p.) 

Trigonométrie.  (46  p.) 

Calcul  des  variations.  (5i  p.] 

Tliéone  mathématique  de  la  chaleur.  (161  p.) 

Calcul  des  probabilités.  (25  p.) 

Roues  hydrauliques  et  turbines.  (63  p.) 

La  partie  typographique  de  cet  Ouvrage  laisse  à  désirer,  princi- 
pdement  a  cause  de  la  disposition  à  deux  colonnes  que  Ton  avait 
adoptée  pour  ménager  la  place,  et  qui  devient  un  embarras,  dès 
<pe  l'on  a  des  formules  un  peu  longues  à  inscrire.  Les  nombreuses 
figves  sur  fond  noir,  insérées  dans  le  texte ,  sont  nettement  exé- 
citées 

J.    HoiJEL. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 
ZEDTHEIN  (H.-G.).  —  Sur  les  singularités  ordinaires   d'une 

COCtBE  GAUCHE    ET    d'uNE    SURFACE   DÉVELOPPABLE.   In-4)  43  p* 

ÂMnali  il  Matemaiica,  2*  série,  t.  lU,  p.  175-217,  1869-70. 

Tous  les  géomètres  connaissent  la  polémique  qu'eut  à  soutenir 
FoDcdet  avec  Gergonne  au  sujet  de  la  belle  et  féconde  théorie 
ia  polaires  réciproques.  Gergonne  reconnut,  dès  le  commence- 
ment, l'importance  de  la  découverte,  et,  adoptant  les  idées  de  Pon- 
celet,  les  développant  sous  une  forme  plus  claire  et  plus  élémen- 
Uire ,  il  d^agea  le  premier,  de  la  manière  la  plus  nette,  le  célèbre 
principe  de  dualité  ou  de  réciprocité  que  mettaient  en  évidence  la 
théorie  des  polaires  réciproques  pour  les  figures  planes  et,  pour  les 
fi^ores  sphériques,  la  notion  beaucoup  plus  ancienne  des  figures 
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Poncclct  avait  montré  que  la  polaire  réciproque  d*une  courbe  di 
second  degré  est,  dans  tous  les  cas,  une  courbe  du  second  degré 
Trompé  par  l'analogie,  Gergonne  étendit  ce  théorème  aux  courbe 
de  degré  supérieur  et  aQirma  qu'une  courbe  de  degré'n  a  pour  polair 
réciproque  une  courbe  de  même  degré.  C'était  admettre  implicits 
ment  que,  d'un  point,  on  ne  peut  mener  à  une  courbe  qu'un  nomhff 
de  tangentes  égal  à  son  degré.  Gergqnne  énonça  cette  propositiQ 
avec  sa  clarté  habituelle,  notamment,  si  nos  souvenirs  sont  bien  pi( 
cis,  dans  son  article  sur  les  lois  générales  qui  régissent  les  surfaci 
courbes. 

Plusieurs  années    auparavant,  dans   un   travail  dont  Gei^oiii 
n'avait  sans  doute  aucun  souvenir  (t.  VllI  des  Annales)^  Ponod 
avait  déjà  établi  une  pro|>osition  contradictoire  avec  la  précédente, 
montré  qu'on  peut,  en  général,  mener,  à  une  c*ourbe  de  degré  i 
n{n — i)  tangentes  passant  par  un  point.  Gei^onnc  aurait  pu  ooi 
tester  l'exactitude  de  ce  résultat.  A  cette  époque,  on  n'avait  q 
des  idées  très-imparfaites  sur  le  théorème  de  Bezoùt.  On  savait  bi 
que  deux  courbes  quelconques  des  degrés  m  et  n  se  coupent  en| 
néral  en  mn  points,  mais  on  n'avait  pas  encore  acquis  la  notion  i 
solutions  infinies,  et  l'on  ne  regardait  le  nombre  mn^  donné  par 
théorème  de  Bc^zout,  que  comme  un  maximum  au-dessous  duqi 
pouvait  rester,  dans  certains  cas,  le  nombn^des  solutions  commum 
Or  les  deux  courbes  considérées  par  Poncelet,  et  dont  les  points  d'î 
tersection  étaient  les  points  de  contact  cherchés,  n'étaient  pas  in< 
pendantes  Tune  de  Tautre.  C*est  à  peu  près  ce  que  dit  Gergoni 
mais,  reconnaissant  que  sa  proposition  sur  le  nombre  des  tangen 
nVtait  pas  justiliée,  il  corrigea  ses  théorèmes  à  double  colonne, 
intixxiuisant  une  idiV?  très-importante,  celle  de  clas$e  d'une  courbe 

Cette  notion  de  la  ciasse  est  restét*  dans  la  science,  et  nous  croyi 
inutile  de  la  définir  à  nos  lecteurs.  Le  degré  d*une  courbe  est  éga 
la  classe  de  sa  polaire  réciproque.  Toute  courbe  d*unc  classe  égal 
son  degré  a  pour  polaire  récipnxjue  une  courbe  de  même  dc^ré 
classe.  C'est  et»  qui  explique  le  théorème  relatif  aux  couri>es 
second  degrt»,  qui  s«ml  de  la  stwnde  classe. 

Mais  ici  se  présentait  une  difficulté  nouvelle,  dont  la  solution  ce 
plète  devait  demander  bien  des  ellbrts,  mais  aussi  amener  une  lonj 
suite  de  belles  et  impi>rtantes  découvertes. 

Siiient  une  coufIm»  de  degré  n  et  sa  polairt»  réciproque  de  degré 
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On  devrait  avoir,  d'après  la  proposition  de  Poncelet, 

n  =  N(N-i), 
N=/i(n  — i). 

Crsdeax  équations  sont  évidemment  incompatibles. 

On  pouvait  sans  doute  expliquer  d'une  manière  vague  ce  para- 
doxe en  faisant  remarquer  que,  si  la  courbe  proposée  est  la  courbe  la 
plus  générale  parmi  celles  de  son  degré,  n,  il  n'en  est  plus  de  même 
de  la  polaire  réciproque  ^  celle-'Ci  ne  contient  pas,  dans  son  équation, 
k  nombre  de  coefficients  indépendants  que  comporte  Téquation  gé- 
nérale du  N****  degré,  .c'est  une  courbe  très-particulière  parmi  celles 
de  ce  degré  ;  il  n'y  a  donc  rien  d'étonnant  à  ce  que  la  classe  de  cette 
ooari)e  subisse  une  grande  réduction. 

Poncelet  ne  se  contenta  pas  heureusement  de  cette  explication  gé- 
nérale, et,  dans  le  tome  IV  du  Journal  de  Crelh,  il  donna  quelques 
principes  qui  devaient  mettre  sur  la  voie  d'une  explication  définitive. 

Dans  le  Mémoire  9ur  la  théorie  générale  des  polaires  réciproques 
[Journal  de  Crelle,  t.  IV)  se  trouvent  énoncés  deux  résultats  impor- 
tants : 

Tout  point  double  abaisse  la  classe  d'une  courbe  de  deux  unités; 

A  un  point  d'inflexion  dans  une  courbe  correspond  un  point  de  re- 
broussement  dans  la  polaire. 

11  n*y  a  que  peu  de  choses  à  ajouter  à  ces  deux  principes  pour  lever 
la  difficulté  qui  préoccupait  Poncelet;  pourtant,  plusieurs  années 
après,  cet  illustre  géomètre,  dans  V Analyse  des  transversales  [Journal 
iiCrelle^  t.  VHI,  p.  Spi),  n'avait  rien  ajouté  d'essentiel,  et  il  ne  re- 
fient  sur  la  question  que  pour  corriger  une  erreur  qu'il  ayait  com- 
mise sur  les  points  multiples  d'ordre  supérieur  à  2.  Il  montre 
(fxun  point  multiple  d'ordre  p  abaisse  la  classe  dep[p  —  i)  unités, 
ti  non  de  p  unités,  comme  il  l'avait  affirmé  dans  son  précèdent  Mé- 
moire; mais  aucun  pas  nouveau  n^est  fait  vers  la  solution  définitive 
dtt  problème.  Poncelet  montre  cependant  qu'un  point  de  rebrousse- 
ment  (dont  il  n'indique  pas  Tordre)  abaisse  la  classe  d'au  moins  trois 
unités. 

Cvsi  à  Plùcker,  déjà  connu  à  cette  époque  par  de  belles  recherches 
de  Géométrie,  qu'il  était  réservé  de  donner,  en  s'appuyant  toutefois 
iur  les  théorèmes  de  Poncelet,  la  solution  la  plus  complète  et  la  plus 
^ti^faisante  de  la  question. 
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Dans  un  Mémoire  de  quelques  pages,  inséré  au  Journal  de  Cnfl 

(t.  XII,  p.  loS),  Plûcker  ajoute  au  théorème  de  Poncelet  sur  Ii 

points  doubles  le  suivant  : 

Tout  point  double  de  rebroussemenl  abaisse  la  classe  de  trois  uniléi 

D'après  cela,  dit-il,  étant  donnée  la  courbe  la  plus  générale  dndi 

gré  m,  cette  courbe  a  un  nombre  de  points  d'inflexion  M  =  3ffi  {m — %] 

et  un  nombre  de  tangentes  doubles  N  =  ''fn{fn — a) (m* — 9). 

La  coiu*be  polaire  réciproque,  du  degré  «1(111  —  i)  aura  èoê 
M  points  de  rebroussement  correspondant  aux  M  points  d'infleno 
et  N  points  doubles  correspondant  aux  tangentes  doubles  de  la  pn 
posée.  Sa  classe  qui  devait  être 


-/n(m--i)     -m(/ii— i)— I  1 


se  réduit  donc  de  2N+3M  unités  et  redescend  ainsi  à  m. 

Dans  le  cas  de  m  =  3,  la  réduction  provient  des  points  d'inflexM 
de  la  proposée,  qui  sont  au  nombre  de  9. 

Dans  le  cas  de  m  =  4)  elle  provient  des  a4  points  d'inflexion 
des  28  tangentes  doubles  de  la  coiu*be  du  quatrième  degré.  Et  aii 
de  suite. 

Plûcker  n'indique  pas  ici  comment  il  avait  trouvé  le  nombre  N  c 
tangentes  doubles,  et  le  nombre  M  des  points  d'inflexion.  Mais  t 
publications  postérieures  nous  permettent  de  combler  cette  lacm 
Il  avait  déterminé,  par  une  analyse  directe  et  rigoureuse,  le  nombre 
des  points  d'inflexion  ;  quant  au  nombre  N  des  tangentes  doublet 
l'avait  déduit  de  l'explication  même  du  paradoxe  signalé  par  Pc 
cclet,  en  écrivant  que  2N  +  3M  est  égal  à  la  réduction  ooM 
a  priori 


-m(m  —  i)|  -m(m  —  1)  — I  j  — 


m 


de  la  classe  de  la  polaire  réciproque. 

C'est  Jacobi  qui  a  donné  des  démonstrations  directes,  à  la  fois  p 
le  nombre  des  tangentes  doubles  et  celui  des  points  d'inflexion,  d 
un  beau  Mémoire  du  Journal  de  Crelle  (t.  XL,  Beu>ei$  des  Satxes,  i 

eine  Curre  n  Grades  im  Allgemcinen  -  n{n  —  2)  (n*  —  9)  Doppelii 
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genien  kat).  Jacobi,  toutefois,  dans  le  préambule  de  son  Mémoire, 
Doas  parait  avoir  été  injuste  pour  Plûcker.  Certainement  Poncelet 
iTait,  avec  une  grande  sagacité,  reconnu  la  réduction  de  la  classe, 
due  aux  points  multiples,  mais  il  n'avait  pas  su  faire  disparaître  les 
ffficultés  moins  grandes  qui  restaient  à  surmonter,  et,  malgré  tous 
ses  efforts,  il  n'avait  pu,  conmie  il  le  reconnaissait  lui-même  (*), 
donner  une  solution  complète  de  la  question  que,  le  premier,  il  avait 
posée  aux  géomètres. 

Cest  dans  la  Théorie  des  courbes  algébriques  (**)  publiée  en  1889,  à 
Bonn,  que  Plûcker  a  réuni  (p.  209)  tous  les  résultats  qu'il  avait  trou- 
vés sur  les  points  singuliers  et  donné  pour  la  première  fois  d'une 
manière  complète  les  formules  qui  lient  entre  elles  les  singularités. 
Soient 

n  Tordre  d'une  courbe  ou  la  classe  de  sa  polaire; 

m  sa  classe  ou  l'ordre  de  la  polaire  \ 

X  le  nombre  de  ses  points  doubles,  ou  des  tangentes  doubles  de  la 
polaire; 

y  le  nombre  de  ses  points  de  rebroussement,  ou  des  points  d'in- 
flexion de  la  polaire  ; 

te  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles,  ou  des  points  doubles  de  la 
polaire  ; 

9  le  nombre  de  ses  points  d'inflexion,  ou  des  points  de  rebrousse- 
ment de  la  polaire. 

Les  singularités  que  nous  venons  de  signaler  sont  celles  qu'on  ap- 
peUe  ordinaires,  parce  qu'elles  se  trouvent  toujours  sur  tme  courbe 
oQsar  sa  polaire.  Cela  posé,  on  aura,  entre  les  nombres  qui  précèdent, 
les  relations  suivantes,  dont  trois  seulement  sont  distinctes  ; 

(0  m=  nÇn— i) —  lix  —  3jry 

(2)  n=m(ni—  1)  —  211— Si', 

(3)  v=z  3n{n  —2)  — 6x~8/, 

(4)  jr=:3m[m  —  2)  — ÔM  —  Si', 

'*)  Dan*  ton  Mémoire  sur  la  Théorie  des  Polaires  réciproques  déjà  cité. 

(*•)  PLfJCKKm  (D""  Julius):  Théorie  der  algebraischen  Cttrven  gegrûndet  ouf  eine  neue 
l^iamiliuigsweise  der  analjrtischen  Géométrie,  Mit  cincr  Tafel.  Bonn„  Adolph  Marcas» 
1839. 
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(5)  M  =  -  /i (n  —  2)(n»—  9)—  (2jr  -4-  3/-) [n{n  —  i)  —  6] 

2 

-h  2jr(j?  —  i) -4- -/(/ —  i) -hôarj, 

(6)  :c  =  -  m(m—  2)(m*— g)  —  (211  -f-  3i')[m(m—  i)  —  6] 

Ces  relations  présentent  bien,  prises  deux  &  deux,  la  sjmëtrie 
qu'exige  le  principe  de  dualité  et  leur  ensemble  n'est  pas  altéré,  si  Foui 
échange  les  singularités  de  la  courbe  avec  celles  de  la  polaire.  IMûcker 
les  démontre  toutes  directement,  et  trouve  ainsi  dans  leur  accord  une 
vérification  de  ses  raisonnements.  En  les  combinant,  on  obtient  les 
deux  relations  simples 

(7)  m  — n  =  j(p  — 7), 

(8)  {m  —  n){m  -4-  n  — 9)  =  2(11  —  x),  etc.,  etc. 

Elles  se  déduisent  toutes,  d'ailleurs,  des  trois  premières.  Enfin  os 
peut  les  retrouver  très-simplement  en  se  rappelant  les  deux  prin- 
cipes suivants,  dont  elles  sont  la  traduction  : 

1"*  Tout  point  double  abaisse  la  classe  de  2  unités,  et  toat  poinl 
double  de  rebroussement  de  3  unités; 

s*  Tout  point  double  diminue  de  6,  et  tout  point  de  rebroasscmeiil 
de  8  unités,  le  munbrc  des  points  d'inflexion,  qui  en  général  est  ig^ 
À  SHyH  —  2). 

1a^  ttH^mules  qui  précèdent  consUtuaîent  une  découverte  très-im- 
|«uianle«  elles  ikmnaient  un  exemple  de  relatiens  nomériqocs  entre 
«k^  ntHnlHvs  qu\ui  aurait  pu  cnMre  indépendants.  C*était  là  on  fait 
Uml  i^Hi\«Niu  en  .Xnalnae;  ces  relations  oa\ raient  la  voie  à  tout  Hi 
luxln^  %lo  nvken^hes  impiMrtantes  dans  lequel  Plûckcr  a  été  suivi  d 
imîie  (var  un  jjnrand  nombre  de  fseomètivs. 

IVHinânl^  «Hi  lii  d  aKcw^  quelque  diftrultê  d*attribucr  ces  formules 
a  lim^ker;  S^rtner  le*  appelait  le*  fêirmmifs  twmmmes  ^'•)  :  il  y  avait  11 
une  iMjjuMiee^  rr|varet'  priMiuplruieul  par  les  saïauu  qui  out  donné 
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aui  relations  précédentes  le  nom  de  celui  qui  les  avait  découvertes. 

Avant  de  quitter  les  courbes  planes,  rappelons  que  les  formules 
precédentes  ne  s'appliquent  pas  aux  singularités  dites  élevées,  points 
triples,  tangentes  multiples,  etc.,  etc.  C'est  M.  Cayley  qui,  le  pre- 
mier, dans  un  Mémoire  inséré  au  Quarlerly  jQumaly  t.  VU,  a  ré- 
solir  cette  difficile  question  et  montré  que  toute  singularité  élevée 
peat  s'évaluer  au  moyen  d'un  certain  nombre  de  singularités  ordi- 
naires (*).  Ainsi,  un  point  multiple  pourra,  dans  les  formules,  se 
ranplaeer,  par  exemple,  par  seize  points  doubles,  un  point  d'in- 
flexion, cinq  points  de  rebroussement,  six  tangentes  doubles,  etc. 
On  pourra  consulter  aussi,  à  ce  sujet,  un  Mémoire  de  M.  de  la  Gour- 
nerie  dans  le  Journal  de  M.  Liouvilte^  décembre  1 869  et  janvier  1 870. 

C'est  encore  à  M.  Cayley  qu'était  réservé  l'honneur  d'étendre  aux 
courbes  gauches  les  formules  de  Plûcker.  Les  principaux  résultats 
obtenus  par  ce  savant  se  trouvent  consignés  au  tome  X  du  Journal 
ii  M.  Lioutillef  p.  245.  Les  singularités  y  sont  définies  avec  beau- 
coup de  clarté,  et,  au  risque  de  paraître  trop  long,  nous  essayerons 
dcn  donner  une  idée  à  nos  lecteurs. 

Une  courbe  gauche,  étant  considérée  dans  l'espace,  les  plans  oscu- 
lateors  de  la  courbe  enveloppent  une  surface  développable,  dont  les 
génératrices  rectilignes  sont  les  tangentes  à  la  courbe.  Cette  surface 
dé>eloppable  et  la  courbe  forment  ce  que  M.  Cayley  appelle  un  sys- 
tème simpU.  Les  points  de  la  courbe  sont  les  points  du  système  ;  les 
génératrices  de  la  surface,  tangentes  de  la  courbe,  sont  les  lignes 
da  système;  enfin  les  plans  tangents  de  la  surface,  plans  oscula- 
teors  de  la  courbe,  sont  les  plans  du  système. 

On  appelle  ligne  par  deux  points  une  ligne  passant  par  deux  points 
non  consécutifs  du  système  ]  ligne  par  deux  plans  une  ligne  située 
dans  deux  plans  tangents  du  système.  Leâ  expressions  point  dans 
inue  lignes  (du  système)  et  plan  par  deux  lignes  s'expliquent  de  la 
Blême  manière. 

Les  lignes  par  deux  points  sont,  on  le  voit,  des  sécantes  doubles  de 
la  courbe.  Si  un  observateur  avait  l'œil  placé  en  un  de  leurs  points, 
deux  branches  de  courbe  paraîtraient  se  couper  dans  la  direction  de 
la  ligne.  C'est  ce  qu'on  appelle  un  point  double  apparent.  Ces  lignes 


'•)  Fotr  aasci  Journal  de  M.  Borchardt,  une  Note  sur  les  singularités  supérieures  des 
^•rhei  planes;  U  LXIV,  p.  369. 
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sont  aussi  les  arêtes  doubles  des  cônes  ayant  leur  sommet  en  un  di 
leurs  points  et  contenant  la  courbe. 

La  ligne  dans  deux  plans  est  l'intersection  de  deux  plans  tangeuM 
à  la  surface  dëveloppable  ;  c'est  donc  une  tangente  double  de  la  su^ 
face  dëveloppable. 

Le  point  dans  deux  lignes  se  trouve  sur  deux  génératrices  de  la  ai 
veloppablc;  il  est  donc  sur  la  ligne  double  de  cette  surface. 

Enfin,  le  plan  par  deux  lignes  contenant  deux  tangentes  à  la  couiil 
est  un  plan  tangent  double  poiu*  les  cônes  passant  par  la  couibel 
ayant  leiu*  sommet  dans  ce  plan.  j 

Désignons  par 

m  Tordre  de  la  courbe,  c'est-à-dire  le  nombre  de  points  qu'elle  I 

dans  un  plan  quelconque  ^ 
r  le  nombre  de  lignes  du  système  rencontrant  une  droite,  c'est-i' 

dire  Tordre  de  la  surface  développable  ; 

n  le  nombre  de  plans  du  système  passant  par  un  point,  c'est-t* 

dire  la  classe  de  la  surface  dëveloppable. 

t 
Voîci  les  singularités  considérées  par  M.  Cayley  : 

Quand  quatre  points  consécutifs  du  système,  ou  trois  lignes  conii 
cutivcs,  sont  dans  un  même  plan,  il  y  a  deux  plans  consécutifs  ide»> 
tiques.  On  dit  qu'il  y  a  un  plan  stationnaire.  Soit  ' 

a  le  nombre  des  plans  stationnaires. 

Cette  singularité  corrrcspond  à  Tinflexion  dans  les  courbes  pk 

Si  quatre  plans  consécutifs,  ou  trois  lignes  consécutives,  se 
contrent  en  un  même  point,  c'est-à-dire  si  deux  points  coi 
deviennent  identiques,  on  dit  qu'il  y  a  un  point  statùmnaire, 
singularité  correspond  au  rebroussement.  Soit 

jS  le  nombre  des  points  stationnaires. 

Les  autres  singularités  correspondent  aux  points  doubles  et 
tangentes  doubles.  Leur  définition  était  indiquée  par  les  méthi 
de  démonstration  de  M.  Cayley.  Soient  : 

g  le  nombre  des  lignes  en  deux  plans  qui  passent  en  un 

cVst-à-dire  des  tangentes  doubles  qu'on  peut  mener  du 

à  la  surface  dëveloppable; 
h  le  nombre  des  lignes  par  deux  plans  passant  en  un  point,  et 

dire  le  nombre  des  points  doubles  apparents  pour  un  obseï 

leur  placé  d'une  manière  quelconque  ; 
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X  le  nombre  de  fomU  en  deux  lignes  contenus  dans  un  plan, 
c'est-à-dire  V ardre  de  la  ligne  double  de  la  surface  dévelop- 
pable; 

y  le  nombre  de  plans  par  deux  lignes  passant  en  un  point,  c'est-à- 
dire  de  plans  tangents  doubles  du  cône  contenant  la  courbe 
et  ajant  son  sommet  en  ce  point. 

D  suffit,  pour  obtenir  les  relations  entre  les  neuf  élëments  que 
nous  ayons  successivement  définis,  d'appliquer  les  formules  de  Plû- 
cLer  à  une  section  plane  de  la  développable  et  à  un  cône  contenant 
U  courbe.  On  trouve  ainsi  : 

11=  r  (  r— I  )  —  2j:— 3m, 

r  =  n  (n  —  I  )  —  2g^  —  3a, 

«  =  3r(r-- 2)  — 6a:—  8/n, 

ifi=3n(/i  —  2)  —  6g^— 8  a, 

et 

r=  m  (m — i)  —  a  A  —  3p, 

m=  r  [r  —  i)  —  ^jr  —  3n, 

A  =:3iii(i»î— a)  —  6  A  —  Sp, 

P=3r(r  — 2)— 6/-  — 8ii. 

Par  exemple,  pour  la  cubique  gauche,  on  a  le  système  suivant  de 
Taleors  : 

mnrafighxjr 

334^^   >   I   00. 

Ces  formules  si  importantes  de  Plûcker  et  de  M.  Cayley  ont  déjà 
rendu  de  grands  services.  Elles  ont  permis  d'abord  de  diviser  les 
cotubes  en  genres^  d'après  la  nature  de  leur  déficient^  chacun  des 
genres  répondant  à  une  classe  de  fonctions  abéliennes,  comme  l'ont 
montré  Riemann  et  M.  Clebsch.  11  y  a  là  un  champ  étendu  de  recher- 
ches qui  a  déjà  fourni  une  ample  moisson  de  belles  découvertes. 

Les  recherches  de  M.  Clebsch  sont  exposées  dans  le  Journal  de 
M,  Borchardi^  t.  LXIV,  p.  98.  Comme  ces  recherches  complètent 
a'Iles  de  Plûcker,  et  offrent  dans  un  grand  nombre  de  questions  un 
$<Tours  tout  à  fait  inattendu,  il  est  bon  que  nous  en  disions  ici  quel- 
ques mots. 
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Dans  un  Mémoire  antérieur  (*),  M.  Clebsch  avait  déjà  trouvé 
d'importantes  relations  entre  la  théorie  des  courbes  algébriques  et 
celle  des  fonctions  abéliennes.  D'après  ces  travaux,  les  courbes  algé- 
briques se  divisent  non  plus  d'après  leur  ordre,  ni  d'après  leur  classe, 
mais  d'après  la  cla98e  de  fonctions  abéliennes  dont  dépend  leur  théorie. 
C'est  le  nombre 

(w  — i)(m— -a)  (m  —  i)(m— a) 

p  = ^  X  —  r= ^^ —  w  —  V» 

appelé  aussi  déficient^  qui  détermine  le  genre  de  la  courbe. 

Par  exemple,  les  courbes  du  troisième  ordre  les  plus  générales,  les 
courbes  du  quatrième  ordre  à  deux  points  doubles,  du  cinquième 
ordre  à  cinq  points  doubles,  etc.,  etc.,  appartiennent  au  même  genre. 
On  a  pour  toutes  p  ==  i .  Leur  théorie  dépend  d'ailleurs  des  fonctimis 
elliptiques,  comme  l'a  montré  M.  Bertrand  dans  son  Traité  de  Caleid 
intégral,  p.  612. 

Le  g^nre  dépend,  on  le  voit,  à  la  fois  du  degré  de  la  courbe  et  da 
nombre  des  points  singuliers.  Inversement,  si  le  genre  était  connu  ê 
priori,  on  aurait  une  équation  nouvelle  entre  les  singularités,  et  il 
suflirait  de  connaître  deux  d'entre  elles  pour  déterminer  toutes  lei 
autres.  Ainsi,  toutes  les  fois  qu'on  connaîtra  le  genre  d'une  couriie, 
il  ne  sera  [)lus  nécessaire  de  connaître  trois  singularités  pour  avotf 
toutes  les  autres  :  deux  sufliiront. 

11  y  a  précisément  un  théorème  très-important  dû  à  M.  Clebsch| 
et  qui  permet,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  d'assigner  le  genre  àt 
la  courbe  :  Toutes  les  fois  que  deux  courbes  se  correspondent  dl 
manière  qu'à  un  point  de  l'une  corresponde  un  seul  point  ou  uni 
seule  tangente  de  l'autre,  les  deux  courbes  seront  du  même  genre; 
pour  elles  p  prendra  la  même  valeur. 

Prenons,  par  exemple,  une  courbe  et  sa  développée  :  d'après  b 
théorème  précédent,  ce  sont  deux  courbes  du  même  déficient.  Or  01 
trouve  facilement  que  la  classe  de  la  développée  m'  est  ^ale  k 

n'  —  ^x  —  3/, 

et  que  le  nombre  u'  de  ses  points  d'inflexion  est  égal  au  nombre  y  de 
points  de  rebrou ssement  de  la  proposée.  Cela  suffit  pour  la  détermi^ 
nation  de  toutes  les  autres  singularités. 


(•)  Journal  de  3/.  Borchardt,  t.  I.XIII,  p.  189. 
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Pour  les  courbes  gauches,  il  y  a  des  théorèmes  tout  pareils  ]  le  genre 
sf  détermine  d*après  la  formule 

^^(m-i)(m-i»)_^_p^(r-.)(r-a)_^_^ 

2  2  ° 

C*est  encore  grâce  aux  formules  de  M.  Cayley  que  M.  Salmon  a  pu 
édifier  une  théorie  et  une  classification  très-rationnelle  des  courbes 

* 

gauches  algébriques.  Mais  pour  ces  détails  nous  renverrons  aux  Ou- 
Trages  si  clairs  du  savant  auteur. 

Les  recherches  et  les  résultats  qui  précèdent  présentent  un  ensem- 
ble très-satisfaisant  pour  les  amis  de  la  Géométrie  ^  mais-  les  progrès 
de  la  science  réclamaient  une  étude  plus  approfondie.  Cette  étude  a 
été  commencée  par  les  travaux  de  MM.  Cayley,  Salmon,  Spottiswoode 
et  de  quelques  autres  géomètres.  Dans  son  intéressant  Mémoire, 
M.  Zeuthen,  de  Copenhague,  jeune  géomètre  déjà  bien  connu  par 
plusieurs  travaux,  a  beaucoup  ajouté  à  ce  que  Ton  savait  déjà  sur  la 
question;  il  a  repris  l'étude  des  singularités  ordinaires,  mais  il  eu  a 
distingué  un  plus  grand  nombre  que  M.  Cayley. 

U  est,  en  effets  bien  facile  de  voir  que  les  singularités  d'une  courbe 
gauche  sont  en  nombre  illimité.  Considérons  par  exemple  la  surface 
déTeloppable  formée  par  les  tangentes  de  cette  courbe  gauche.  Cette 
surface  a,  en  général,  une  ligne  double,  dont  nous  avons  désigné 
Tordre  par  x.  Voilà  donc  une  nouvelle  courbe  dérivée  de  la  première, 
dont  on  peut  rechercher  toutes  les  singularités.  Sa  classe,  par  exem- 
ple, a  déjà  été  donnée  par  M.  Salmon  {Geometry  of  three  dimensions j 
a*édît.,  p.  460).  De  cette  deuxième  com^be,  on  peut  faire  dériver  une 
troisième,  et  ainsi  de  suite.  De  même,  considérons  la  surface  envelop- 
pée par  les  plans  tangents  doubles  de  la  courbe  primitive,  on  aura 
on  nouveau  système  dérivé.  Enfin,  les  droites,  rencontrant  trois  fois 
U  courbe  proposée,  forment  une  surface  gauche  dont  un  certain 
nombre  de  génératrices  rencontrent  quatre  fois  la  courbe,  etc.,  etc. 

Le  Mémoire  dont  nous  rendons  compte  contient  les  plus  intéres- 
sints  et  les  plus  importants  des  nombres  que  Ton  doit  déterminer. 
M.  Zeuthen  a  d'ailleurs  égard  à  trois  singularités  qui  n'avaient  pas 
été  introduites  par  M.  Cayley.  Ce  sont  :  i*'  les  points  doubles  réels ^ 
dont  il  désigne  le  nombre  par  H  ;  2**  les  plans  hiosculateurs  (plans  tan- 
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gents  doubles  de  la  développable),  dont  il  désigne  le  nombre  par  G, 
et  3^ les  tangentes  d* inflexion  (droites  passant  par  trois  points  consécii- 
tifs  de  la  courbe,  ou  situées  sur  trois  plans  consécutifs  de  la  dévelop- 
pablc),  dont  le  nombre  est  supposé  égal  k  v.  De  telles  singularités 
n'existent  pas  évidemment  dans  toutes  les  coiu*bes,  ni  dans  leurs  po- 
laires. Par  exemple,  un  plan  osculateiu*  ne  dépendant  que  d'un  pa- 
ramètre, il  est  impossible,  en  général,  que  le  plan  reste  le  même  pour 
deux  valeurs  différentes  du  paramètre.  Les  singularités  de  cette 
nature  sont  distinguées  par  la  dénomination  à'exiraariiinairei  on 
élevées. 

En  tenant  compte  de  ces  singularités,  les  formules  de  M.  Cajlej 
doivent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

r=  in(  m  —  i)— 2A--aH  —  3(3, 
m=z  r{r  —  i)  —  ^jr—3n  —3c, 

rt-f-c  —  P  =  3(r— m), 

et 

rr^n(/i—  i)  —  ^g —  2G— 3  a, 

rt  =:r(r  —  i)  —  2j:  — 3m —  Zv^ 

m  -hv  —  a=:3(r  —  n). 

Le  premier  point  traité  par  M.  Zeuthen  est  le  suivant  :  les  for- 
mules de  M.  Cayley  déterminent,  par  exemple,  les  singularités  ÔM 
cône  passant  par  la  courbe  et  ayant  son  sommet  en  un  point  quehoth 
que  de  Tespace.  Mais  si  le  sommet  du  cône  se  trouve  sur  une  tangenll 
de  la  courbe,  sur  la  courbe,  à  un  point  double,  stationnairei  sur  uni 
tangente  d'inflexion,  en  un  point  d'inflexion,  et,  comme  l'a  fait  ai 
reste  Remarquer  M.  Caylcy,  les  formules  ne  s'appliquent  plus,  dl 
nouvelles  recherches  sont  nécessaires.  De  même,  pour  une  sedioi 
plane  de  la  surface  développable  ^  si  le  plan  de  la  section  contieitf 
une  tangente  simple  ou  une  tangente  d'inflexion,  s'il  est  tangent  &  Il 
développable,  les  nombres  déterminés  pour  le  cas  général  doÎTeat 
être  modifiés.  Deux  tableaux  très-complets,  placés  au  commenoc> 
ment  du  Mémoire,  indiquent  toutes  ces  modifications. 

Voici  maintenant  quelques-uns  des  nombres  déterminés  par  M.  Zen 
then: 

Classe  de  la  courbe  double  de  la  développable 

tig'-l-  nn  —  2)  —  ni/i  --  i). 
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Nombre  il«:s  droites  qui  rencontrent  deux  droites  fixes  et  deux  fois 
la  courbe  proposée 

m{m —  i) 


Nombre  des  tangentes  doubles  à  la  développable  qui  rencontrent 
ienx  droites  fixes 

g-i ^ 

Ordre  de  la  surface  gauche  formée  par  les  droites  qui  rencontrent 
trois  fois  la  courbe 


(„_,)[a_ÎÎî(^] 


Nombre  des  tangentes  de  la  courbe  qui  la  rencontrent  encore  une 
fois 

r(m  — 4)  "^"4^-"  2m{m  —  3)—  3v. 

La  méthode  de  M.  Zeuthen  est  fondée  sur  le  beau  principe  de 
correspondance  de  M.  Chasles.  La  grande  difficulté  que  rencontre 
ici  l'application  de  ce  principe  consiste  dans  le  degré  de  multi- 
plicité des  solutions.  M.  Zeuthen  est,  on  le  sait,  très-habile  dans  ce 
genre  de  recherches;  il  a  soin  d'ailleurs  de  contrôler  ses  résultats 
en  Tariant  les  démonstrations.  Ses  recherches  paraissent  donc,  quel- 
qoe  délicate  que  soit  la  méthode,  de  nature  à  inspirer  une  entière 
confiance  aux  géomètres. 

Nous  aToos  essayé,  dans  cet  article,  de  donner  à  nos  lecteiu*s,  une 
déedes  progrès  accomplis  depuis  cinquante  ans,  dans  la  théorie  de 
Tâimination  et  en  un  point  très-important  de  la  théorie  des  courbes 
ie degré  supérieur.  Nous  ne  dirons  rien,  pour  aujourd'hui,  des  ques- 
tioBs  toutes  semblables  qu'on  peut  se  proposer  pour  les  surfaces,  et 
fi  sont  bien  près  d'être  résolues. 

Noos  nous  estimerions  heureux  si  les  lignes  qui  précèdent  atti- 
fMeiil  l'attention  de  quelques  géomètres  sur  ces  questions  trop  né- 
l!%éc$  en  France,  où  l'on  est  porté  à  considérer  la  Géométrie  synthé- 
ïi|ue  et  analytique  conunc  une  science  d'ordre  inférieur.  A  notre 
bamble  avis,  c'est  aux  progrès  mêmes  de  cette  Géométrie  que  sont 
«ibordonnés  les  développements  ultérieurs  du  véritable  Calcul  infi- 
uitéMmal,  r Vst-à-dire  de  la  théorie  des  différentielles  algébriques, 
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des  fonctions  elliptiques  et  abéliennes.  Aux  branches  nouvelles  de  li 
science,  créées  depuis  le  commencement  du  siècle,  doit  correspondiv 
aussi  un  enseignement  nouveau,  réclamé  parles  progrès  accomplis  tf 
venant  se  placer  à  côté  de  l'ancien,  sans  lui  nuire  et  sans  en  diminvM 
la  valeur.  Nos  élèves,  préparés  par  les  études  sérieuses  des  Mathéni 
tiques  spéciales,  suivraient  avec  goût  et  avec  fruit  des  études  dont  3| 
n'auraient  plus  à  surmonter  les  premières  difficultés. 

G.  D. 


GIORNÂLE  Di  MjLTEMJLTicHE,  ad  uso  degli  studenti  délie  Univenii 
italiane,  pubblicato  per  cura  del  professoreG.  Battaglihi  (*). 

T.VH;  1869 

D'OviDio  (E.).  —  Nouvelle  exposition  de  la  théorie  générale  i 
courbes  du  deuxième  ordre  en  coordonnées  irilinéaires.  (16  p.;  ital.) 
Suite  d'un  article  précédent. 

JjLDAifzi  (N.).  —  Sur  les  progressions  à  deux  et  d  trois  différend 
Suite  d'un  article  précédent.  (7  p.  ;  ital.) 

Jadanzjl  (N.).  —  Sur  les  progressions.  (14  p.) 
Progressions  à  n  diiTérences,  etc. 

Sardi  (C).  —  Théorèmes  d'Arithmétique.  (4p-;  ital.) 
Théorèmes  relatifs  aux  fractions  décimales  périodiques. 

Janmi  (V.).  —  Décomposition  d'une  équation  du  quatrième  du 
entre  deux  variables  en  deux  facteurs  rationnels  du  deuxième  def 
(iul.) 

Vecchio  (A.).  —  Sur  les  équations  transcendantes. 
Equations  coshm/. cosm/  =  ±:  i . 

Vecchio  (A.).  —  Sur  les  proportions  et  les  progressions.  (7  p.;  iti 


(*)  Journal  de  Mathématiques  à  V usage  des  étudituas  des  Universités  itmiiemmetp  \ 
blié  M>u8  la  direction  du  professear  Jos.  Rattaclixi.  Kaples,  R.  PeUerano,  éditevr.  \ 
raissant  tous  les  deux  moit  par  fascicules  de  4  feuilles,  in-j^.  Fondé  en  i863.Pl 
■4  fr.  pour  ritalie,  lo  fr.  pour  la  France.  (Cn  italien  et  en  français.) 
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Battaglihi  (G.)-  —  Sur  les  systèmes  de  droites  du  second  degré. 
6  p.;  ital.) 

Snite  d'un  autre  article.  Ce  travail  se  rapporte  aux  belles  études 
I  Plûcker  sur  les  complexes,  dont  nous  avons  rendu  demière- 
mt  on  compte  détaillé. 

TauDi  (N.).  —  Sur  la  détermination  des  constantes  arbitraires  dans 

I  iniégrales  des  équations  différentielles  et  atu!  différences  finies. 

II  p.;  ital.) 

Sur  une  erreur  commise  par  Lagrange  dans  un  Mémoire  de  i  yyS 
i.  IV,  p.  i5i,  des  Œuvres  complètes  publiées  par  M.  Serret),  et 
Boonnue  par  lui  en  1792. 

IcHG  (G.)  et  ARMEirAifTE(A.).  —  Sur  une  équation  du  huitième  de- 
ré.  (7  p.;  ital.) 

Bektiki  (E.).  —  Nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  :  deux 
wrbes  corrélatives  projectivement  sont  du  même  genre,  (ital.) 

D*OviDio  (E.).  —  Note  sur  deux  théorèmes  de  M.  Mannheim.  (ital.) 

SiiDi  (G.*).  —  Sur  les  sommes  des  diviseurs  des  nombres,  (ital.) 

Besso  (D.).  —  De  ridée  de  fonction  dans  l'enseignement  de  la  Géo- 
nitrie élémentaire ,  (5  p.;  ital.) 

Gtosso  (R.  del).  —  Mémoire  sur  Vaiiraction  des  sphéroïdes,  (aart., 
h  p.-,  ital.) 

BusTELLi  (A.-M.).  —  Détermination  analytique  des  centres  de  près- 
fmdes  surfaces  immergées  dans  un  liquide  homogène  pesant.  (2  art., 
16  p.-,  ital.) 

ÏLiHHOTTi  (M.).  —  Leçons  sur  la  Thermodynamique,  (2  art.,  32  p.; 

iul.) 

Glzolari  (L.).  —  Nouvelle  solution  générale  en  nombres  rationnels 
^ l'équation  W  =  a  4-  6v  -f-  c^'V  (i6  p.  ;  ital.) 

rfi  sin'"^ 
dx.  (ital.) 

AtMEifAiiTE  (A.)  et  luKG  (G.).  —  Résumé  des  leçons  compUmen- 

Bull,  des  Sciences  mathfm.  et  astron.  t.  I.  (Mai  1870.)  I  I 
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taires  faites  à  V Institut  Technique  supérieur  de  Milan,  (ii  p.;  iul.) 
Cours  de  MM.  Brioschî,  Cremoua  et  Casorati.  Fonctions  dlîp- 
tiques.  Théories  de  Clcbsch  et  Gordan)  et  de  Riemann  sur  les  fonc- 
tions abéliennes. 

luwG  (G.)  et  ÀRMEiiAirTE  (A.).  —  Sur  les  transformations  fttralMW- 
nettes  ou  univoques  (eindeutigen),  et  sur  les  courbes  nornudes  et  sous- 
normales  du  genre  p.  (19  p.  ;  ital.) 

Saiidi  (C).  —  Sur  quelques  séries;  applications  à  I* arithmétique. 
(56  p.;  ital.) 

Calzolâri  (L.).  —  Solution  générale  de  1* équation 

y  —  wF  I  ^~  •  •  •  "T-"  Mff . 
(4  p.  î  ital.) 

Calzolaiii  (L.)  —  Recherche  des  valeurs  rationnelles  de  v  qui  rendent 
le  polynôme  a  4-  6»'  4-  rv*  -+-  dv*  -+-  ev^  un  carré  parfait.  (33  p.  \  ital.) 

Cassani  (P.).  —  Étude  sur  la  conique  des  neuf  points  et  des  neuf 
droites.  (5  p.;  ital.) 

Ghandi  (A.).  —  Sur  une  formule  connue  qui  peut  se  déduire  d*un 
théorème  de  Cauchy.  (ital.) 

Valebiani  (V.).  —  Du  plan,  sa  définition.  Axiome  du  plan  éleréau 
rang  de  théorème,  (ital.) 


COMPTEIS  READUS  hebdomadaires  des  stAHCEs  de  l'Acadéiiic 
Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 

V  11.  Séuce  h  H  un  1871. 

M.  Faye.  —  Sur  robserraiion  photographique  des  poMsagef  de  Vémis 
tt  sur  un  appmrtii  de  ¥.  Laussedat. 

M.  Phillifs.  —   Soie  sur  les  chmngew^enis  d'éimt  d^um   sméimmge 
d'une  vapeur  saturée  et  de  son  liquide,  suirmni  une  ligne  mdie^tique. 

N^  iâ.  SiMct  éi  il  Mr$  It7l. 

M.  MoiTiEE.  —  5iir  tamgle  de  rmccordetment  d^mm  liquide  arec  une 
paroi  toiide. 
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M.  Chaslbs  fait  colmaltre  un  Théorème  concernant  la  théorie  des 
PKT faces  de  M.  Spottiswoode, 

«  On  sait  que,  par  un  point  d'une  surface,  on  peut  mener  deux 
latentes  qui  ont  avec  e]Ie  un  contact  du  deuxième  ordre,  c'est-à- 
£re  trois  points  consécutifs  communs  avec  la  surface.  C'est  un  des 
beaux  théorèmes  dus  à  M.  Dupin,  et  qui  se  retrouve,  depuis  lors, 
dans  toutes  les  recherches  des  géomètres.  Les  deux  tangentes  dont  il 
s'agit  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice  de  la  surface.  Passant  de 
la  ligne  droite  aux  sections  coniques,  M.  Spottiswoode  s'est  proposé 
de  rechercher  combien  on  peut  tracer  sur  une  surface,  en  chaque 
point,  de  coniques  ayant  un  contact  du  cinquième  ordre,  c'est-à-<lire 
six  points  communs  avec  la  surface.  Il  a  trouvé  que  ces  coniques  sont 
an  nombre  de  dix,  réelles  ou  imaginaires.  » 

Nous  pensons  que  M.  Spottiswoode  a  voulu  parler  des  contacts  du 
sixième  ordre,  c'est-à-dire  des  coniques  ayant  sept  points  conmiuns 
avec  la  surface.  Menons,  en  effet,  par  un  point  A  d'une  surface  un 
plan  quelconque.  Nous  pourrons  construire,  dans  ce  plan,  une  co- 
nique ayant  en  Â  avec  la  surface  cinq  points  communs,  c'est-à-dire  un 
contact  du  quatrième  ordre.  Pour  que  l'ordre  du  contact  s'élève  d'une 
onité^  il  suffit  que  les  coefficients  angulaires  du  plan  satisfassent  à 
une  relation,  c'est-à-dire  que  le  plan  enveloppe  un  cône.  Mais,  si  l'on 
Teut  que  le  contact  soit  du  sixième  ordre,  on  trouve  alors  deux  rela- 
tions qui  doivent  déterminer  un  nombre  h'mité  de  plans  (*). 

xV  Mi,  Hmt  iw  28  mm  1871. 

M.  Darboux.  —  Sur  les  équationa  aux  dérivées  partielles  du  second 
mare. 

M.  Tisserand.  —  Sur  un  point  du  calcul  des  différences, 
«  Dans  un  de  ses  Mémoires,  Lagrange  a  montré  comment,  dans 
certains  cas,  d'une  relation  entre  les  dérivées  d'une  fonction  et  ses 
différences,  on  peut  déduire  aisément  une  relation  nouvelle  entre  les 
intégrales  successives  de  la  fonction,  et  ses  différences  et  intégrales 
finies.  Le  but  de  cette  Note  est  d'en  montrer  des  exemples  intéres- 
Mni5,  à  propos  des  formules  de  quadrature  en  usage  parmi  les  astro- 
nomes. 1} 


'■']  Voir  Compert  rentiuf^  t.  LXII,   1866,  p.  'ipo. 

II. 
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• 

Nous  ajouterons  à  cette  courte  explication  une  remarque.  Cest 
que,  dans  les  cas  particuliers  fort  importants  signalés  par  M.  Tisse- 
rand, on  peut  employer  des  procédés  de  démonstration  à  l'abri  dei 
reproches  qu'on  pourrait  adresser  justement  a  l'Analyse  de  La» 
grange  (*). 

NO  14.  Siuce  h  4  iiril  1870. 

! 

M.  DE  Saint- Venant.  —  Recherche  d'une  deuxième  appraxinuUitÊ 
dans  le  calcul  rationnel  de  la  poussée  exercée  contre  un  mur  dont  la  fm 
postérieure  a  une  inclinaison  quelconquey  par  des  terres  non  cohérenlm 
dont  la  surface  supérieure  s' élève  en  un  talus  plan  quelconque  d  patû 
du  haut  de  cette  face  du  mur, 

M.  Oltramake.  —  Sur  l'existence  d'une  loi  de  répartition  analofpt 
à  la  loi  de  Bode  (ou  de  Titius),  pour  chacun  des  systèmes  de  satelliles  i 
Jupiter,  de  Saturne  et  d'Uranus, 

M.  R.  WoLF.  —  Études  sur  la  fréquence  des  taches  du  Soleil  et  i 
relation  avec  la  variation  de  la  déclinaison  magnétique. 

M.  Zeuthrn.  —  Sur  les  points  fondamentaux  de  deux  surfaces^  4$ 
les  points  se  correspondent  un  à  un. 

Cette  Note  de  M.  Zeuthen  se  rapporte  à  un  des  points  les  pli 
importants  et  les  plus  récemment  découverts  de  la  théorie  des  su 
faces  algébriques.  Cette  question  des  points  fondamentaux  méri 
plus  de  quelques  lignes,  et  nous  aurons  l'occasion  d'y  revenir.  Le  tl 
vail  de  M.  Zeuthen  est,  croyons-nous,  avec  ceux  de  M.  Cremona,  i 
des  premiers  essais  d'étude  géométrique  de  la  nouvelle  théorie. 

M.  Darboux.  —  Sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partieU 

M.  E.  DiDON.  —  Sur  un  mode  d'approximation  des  fonctions 
plusieurs  variables. 

Dans  la  théorie  des  erreurs  on  est  conduit  à  résoudre  le  problè 
suivant  : 

Étant  donnée  une  fonction  y (x),  trouver,  parmi  tous  les  p6 
nômes  P  de  degré  m,  celui  qui,  entre  les  limites  —  i  et  -f- 1,  s'i 
pix)che  le  plus  de  la  fonction  donnée,  c'est-à-dire  qui  rend  minime 


(•)  Voir  OEiivres  complètes,  publiée»  par  M.  Sf.rrft.  t.  III,  p.  W. 
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liotégrale 

On  sait  que  le  polynôme  P  qui  fournit  la  solution  de  ce  problème 
est  représenté  par  la  partie  du  développement  de  f(x)  suivant  les 
bocttons  X«  de  Legendre  qui  s'arrête  au  terme  Xm+i.  M.  Didon  s'est 
fr(^K>sé,  pour  les  fonctions  à  plusieurs  variables,  un  problème  ana- 
logie qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Etant  donnée  une  fonction y*(â?,  y,  i, . . .),  trouver,  parmi  tous  les 
poijnèmes  P  de  degré  m,  celui  qui  rend  minimum  l'intégrale 

duis  laquelle  les  variables  sont  assujetties  i  la  condition 

M.  BorssiHESQ.  —  Intégration  de  l'équation  différentielle  qui  peut 
immer  une  deuxième  approximation^  dans  le  calcul  rationnel  de  la 
ffms$ée  exercée  contre  un  mur  par  des  terres  dépourvues  de  cohésion. 

M.  Chafelas.  —  Recherches  sur  les  centres  de  moyenne  position  des 
Mes  filantes. 

M  15.  Siaice  iw  11  ifril  1871. 

M.  Flammaaioii.  —  Lot  du  mouvement  de  rotation  des  planètes. 
La  loi  énoncée  par  l'auteur  serait  intéressante  si  elle  était  exacte. 

M.  Decha&me.  —  Aurore  boréale  observée  à  Angers. 

M.  Le  Veeeier.  —  Présentation  de  Notes  diverses  rekUives  à  Vau- 
rore  boréale  du  5  avril  et  adressées  par  MM,  Tremeschini,  Charault^ 
îtréf,  Gesliny  Guerreau,  Fortier-Gamier^  Gramant,  Lepingard,  etc. 


PADiVlN  (L.),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de 
Lyon.  —  Discussion    de    l'intersection  de  deux   surfaces  du 

SEC05D    ordre    (*). 

On  sait  que  les  couples  de  droites  passant  par  Tintersection  de  deux 
fourbes  du  second  degré  se  déterminent  au  moyen  d'une  équation 

"  Suuveliet  Annales  de  Mathématiques ^  a*  série,  t.  VU,  1868,  io3  p. 
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Chacune  des  courbes  ^0  =  o,  ^V  =  o,  •  • . ,  à  cause  de  sa  rdatioa 

de  circonscriptîon  avec  la  courbe  ^D  H-  ^V  -H . . .  =  o,  est  consi« 
dérée  comme  une  ceinture  {Ç&fM)  de  cette  courbe,  d'où  les  expres- 
sions zome,  polyzomal,  etc.  L'étude  des  propriétés  de  ces  courbes  est 
développée  a  partir  de  la  valeur  v  ^  3  du  nombre  des  zomes.  Le  BU- 
moirc  contient  des  recherches  relatives  au  cas  général  d'une  courfai 
à  V  zomes,  à  ses  branches,  à  son  ordre,  a  ses  singularités,  k  si 
classe,  etc. 

Brewster  (Sir  David).  —  Sur  le  mouvement,  l'équilibre  et  les  formt 
des  bulles  liquides.  (8  p.) 

Scott  (  J.^.  —  Sur  les  mifvirs  comburants  d'Archiméde,  nvtte  q;uA 
ques  propositions  concernant  la  concentration  de  la  lumière,  produite pê 
des  réflecteurs  de  différentes  formes.  (27  p.) 

Discussion  historique  de  l'invention  d'Archimède.  —  Quand  I 
lumière  émanant  d'une  sphère  lumineuse  de  petit  diamètre  appara 
tombe  sur  un  miroir  plan  très-petit,  trouver  l'intensité  de  la  lomièf 
réfléchie  à  une  distance  quelconque  du  miroir.  —  Quand  un  rajo 
cyliudrique  de  lumière  solaire  est  réfléchi  par  un  miroir  plan,  troH 
ver  l'intensité  sur  une  surface  plane  perpendiculaire  à  la  directto 
du  rayon  réfléchi  et  à  une  distance  quelconque  du  miroir.  —  Un 
sphère  lumineuse  étant  placée  à  l'un  des  foversd'un  miroir  clliptiqui 
trouver  l'intensité  sur  une  petite  surface  plane  placée  a  l'autre  foyei 
—  Les  rayons  solaires  tombant  suivant  l'axe  sur  un  miroir  parah 
liquc,  trouver  l'intensité  sur  un  petit  disque  placé  au  foyer.  —  L'ai 
d'un  miroir  conique  étant  dirigé  vers  le  Soleil,  trouver  l'intensi 
sur  uu  plan  perpt*ndiculaire  à  Taxe.  —  Cas  de  deux  miroirs  conique 
d'axes  parallèles  et  de  surfaces  parallèles  ou  perpendiculaires.  —  C 
de  deux  miroirs  paraboliques  confocaux.  —  On  peut  aussi  facileme 
construire  des  surfaces  comburantes  à  la  distance  de  i5o,  aoo  1 
3oo  pieds  qu'à  la  distance  de  quelques  pouces. 

Thomson  (Sir  William). —  Sur  le  mouvement  en  tourbillons,  (44 1 
La  partie  mathématique  de  ce  travail  a  pour  but  de  développ 
r hypothèse  que  l'espace  est  occupé  par  un  liquide  incompressible 
sans  frottement f  n'étant  soumis  à  l'action  d'aucune  forcée,  et  que  1 
phénomènes  matériels  de  toute  sorte  dép<*ndent  uniquement  d 
mouvements  produits  dans  ce  liquide.  Par  liquide  sans  frottemft 
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l'auteur  entend  une  masse  occupant  l'espace  d'une  manière  continue, 
et  dont  chaque  partie  presse  sur  une  autre  quelconque,  suivant  une 
direction  exactement  perpendiculaire  à  la  surface  de  séparation.  Ces 
recherches  se  rattachent  à  celles  de  Hclmholtz  {Ueber  Intégrale  der 
kiérodynamischen  Gleichungen,  welche  den  Wirbelbewegungen  ent- 
tfirechen.  Joum.  de  Crelle^  i858),  en  s'appuyant  sur  les  notions  intro- 
èntes  par  Riemann  {Lehrs/itze  aus  der  Analyais  situs  :  Ibid.^  iSSy). 

Tait.  —  Sur  la  rotation  d*un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe. 

v44  p) 
Application  de  la  méthode  des  quatcmions  à  la   résolution  du 

câèbre  problème.  Cette  méthode  a  l'avantage  de  donner  une  repré- 
loitation  géométrique  aussi  claire  qu'aucune  autre  pour  les  per- 
sonnes familières  avec  ce  calcul.  Elle  fournit  des  calculs  d'une  par- 
faite symétrie,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  des  systèmes  de  coordonnées 
employés  généralement.  L'auteur  s'est  inspiré  des  travaux  de  Poin- 
lol,  ainsi  que  des  recherches  plus  récentes  de  Hamilton,  de  Cayley, 
ieSylvester.  Ses  résultats  ont,  sur  les  constructions  géométriques 
ift  Poinsot,  l'avantage  de  se  prêter  à  la  détermination  effective  de  la 
portion  du  corps  au  bout  d'un  temps  quelconque.  Ce  Mémoire  se 
tivise  en  deux  Parties  :  i  ^  Cinématique  d'un  système  rigide  ayant 
■B  point  fixe;  2*^  Dynamique  d'un  corps  solide  ayant  un  point  fixe. 

Je5Ris  (Flecmîug).  —  Sur  l* application  pratique  de  la  théorie  des 
ffiÊTes  réciproques  au  calcul  des  efforts  de»  pièces  dans  la  charpente. 
(8  p.,  6  pi.) 

Deux  figures  planes  sont  dites  réciproques,  quand  elles  sont  formées 
fun  même  nombre  de  lignes,  de  telle  sorte  que  les  lignes  corrcs- 
fondantes  dans  les  deux  figures  soient  parallèles,  et  que  les  lignes  cor- 
Ripondanfes  qui  concourent  en  un  même  point  dans  une  des  figures 
fcnnent  un  polygone  fermé  dans  l'autre.  Si  les  forces  représentées 
«n  grandeur  par  deux  lignes  d'une  figure  sont  supposées  agir  entre  les 
flûrémités  des  lignes  correspondantes  de  la  figure  réciproque,  alors 
KS  points  de  la  figure  réciproque  seront  tous  en  équilibre  sous  Tac- 
ûonde  ces  forces. 

SuiTH  (W.-Robertson\  —  Hegel  et  la  métaphysique  du  calad  des 
fuiions.  (20  p.) 

L  auteur  réfute  les  critiques  des  découvertes  de  Mewtoii,  lancées 


i62  BULLETIN  DES  SCIENCES 

par  Hegel  et  reproduites  par  un  de  ses  disciples,  le  D*^  Stirling.  H 
montre  sans  peine  les  nombreuses  erreurs  commises  par  le  grand 
métaphysicien,  dans  une  science  où  la  connaissance  des  détails  pra- 
tiques est  indispensable  pour  se  former  des  vues  d'ensemble.  Péor 
n'en  citer  qu'un  exemple,  Hegel  reproche  à  Lagrange  d'avoir  avancé 
que,  la  loi  de  la  chute  des  corps  étant  exprimée  par  s=:iai*^  le  cas 
le  plus  simple  après  celui-là,  s  =  a<',  ne  se  trouve  pas  dans  la  nature  : 
((  Du  moins,  dit-il,  on  a  la  formule  s*  =  a/',  qui  exprime  la  troisième 
»  loi  de  Kepler.  »  Cette  assimilation  des  deux  formules  de  nature  si 
différente  peut  donner  une  idée  de  ]a  valeur  de  ces  critiques,  que 
M.  Smith  qualiGc  de  QuixoHc  attempts. 

Raivkiiie  (W.-J.  Macquom).  —  Sur  l'énergie  thermak  de$  lour^ 
billons  moléculairei.  (lo  p.) 

L'auteur  part  de  cette  hypothèse,  que  la  chaleur  thermometriqiie 
consiste  dans  un  mouvement  des  particules  des  corps  dans  des  cou- 
rants circulatoires,  avec  une  vitesse  uniforme  ou  à  oscillations  pério- 
diques. Cette  hypothèse  suffit  pour  arriver  à  l'équation  générale  de 
la  Thermodynamique,  sans  qu'il  soit  besoin  d'introduire  aucune  autre 
supposition  sur  la  figure  et  l'arrangement  des  tourbillons  molécu- 
laires. 

MEMOIRS  or  the  Litekary  and  Philosophical  Society  op  Mah- 
CHESTER.  —  Thîrd  Séries.  London,  H.  Baillièrc.  —  Paris,  J.-B. 
Baillièrc  (*). 

T.  n-,  i865. 

Cayley  (A.).  —  Sole  sur  une  équation  différentielle. 
La  plus  petite  racine  de  l'équation 

se  développe  immédiatement  par  la  série  de  Lagrange.  D'ailleurs,  le 
développement  de  y  satisfait  à  l'équation 

donl  on  a  ainsi  une  intépMle. 


(")  Parait  à  époques  indétcrmiiivest  par  volumes  in-8o.  En  langne  anglaise. 


i 
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Thouson  (W.).  —  Sur  Véquilibre  convectif  de  température  dam 
Vêimospkêre. 

0  i*agit  de  r^[iiilibre  produit  par  le  déplacement  des  molécules 
de  températures  diverses. 

RnucAH  (Th.)  —  Sur  k$  groupes  non-modulaires.  (  23  p.) 
Étude  relative  au  nombre  de  valeurs  d'une  fonction  de  plusieurs 
âéments. 

&OTTISWOODB  (  W.).  —  Sur  les  résolvantes  différentielles. 

HiauBT  (R.).  —  Sur  une  certaine  classe  d'équations  différentielles 

imémres.  (i4p*} 

D'une  équation  algébrique  quelconque,  de  degré  n,  à  coefficients 
bnctions  d'une  variable,  on  peut  déduire  (Caylet,  Philosophical 
Mëfozine,  1861}  une  équation  différentielle  linéaire,  qui  est  satisfaite 
par  la  plus  petite  racine  de  Téquation  donnée,  dont  elle  est  la  résolu 
rnUe  différeniielk  (Boolb,  Memoir  on  a  gênerai  Method  in  Analysis  : 
PkU.  Trans.,  i844)*  Application  aux  équations 

X'—nX        4-(n— l)Xr:r  O, 

j"— n7*-'-f-(n  — i)ar  =  o, 

auxquelles  peuvent  se  ramener    toutes  les  équations   algébriques 
pourfi^S. 

RcssBL  (  W.-H.-L.). —  Sur  la  solution  de  la  résolvante  différentielle. 

Heelis  (Th.).  —  Observations  sur  la  lumière  zodiacale,  (12  p.) 

T.  UI;    1868. 

BioTHEKS  (A.).  —  Catalogue  d'étoiles  binaires,  avec  des  remarques 
frf liminaires,  (27  p.) 

KsoTT  (G.).  —  Sur  rétoile  variable  R  du  Petit  Renard^ 

A  =  20*» 58" 21  Sg,    D=  4-  23*»i7',2,    ép.  i865,o. 

BiXEHDELL  (J.).  —  Observations  sur  la  nouvelle  étoile  variable  T  de 

^  Couronne. 

BiXEMDELL  (J.).  —  Observations  sur  la  pluie  météorique  du  i3-i4 

»'^r.  1866. 
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MÉLANGES. 

Imcheketsky  (V.).  —  Étude  sur  les  méthodes  d'intégration  des  équa- 
quations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  d^une  fonction  de  deux 
variables  indépendantes.  —  In-8,  i6o  pages*,  1868  (*). 

En  attendant  qu'il  nous  soit  donné  de  publier  la  traduction  que 
nous  faisons  en  ce  moment  de  cet  important  Mémoire,  nous  croyons 
être  agréable  aux  lecteurs  du  Bulletin  en  leur  faisant  connaître  l'A- 
vant-propos,  dans  lequel  l'auteur  a  exposé  l'objet  de  son  travail  et 
Tesprit  dans  lecjuel  il  l'a  traité  : 

((  La  théorie  d(*s  équations  dillérentielles  présente  un  ensemble  si 
bien  enchaîné,  et  si  rigoureusement  logique,  que  la  possibilité  de  ré- 
soudre chaque  nouveau  problème  que  l'on  rencontre  en  s'élevant 

dans  cette  tliéorie  tient  à  la  manière  plus  ou  moins  complète  dont 
on  a  résolu  les  problèmes  de  classe  inférieure  qui  se  sont  posés  pré- 
cédemment. Cette  liaison  si  étroite  entre  toutes  les  parties  de  la  doc- 
trine est  un  inconvénient,  lorsque,  dans  une  certaine  catégorie  de 
questions,  il  se  présente  des  difficultés  susceptibles  de  résister  long- 
temps aux  ellbrts  de  l'Analyse  mathématique;  car  un  arrêt  dans  le 
développement  d'une  seule  partie  se  fait  ressentir  dans  tout  le  sys- 
tème, dont  les  portions  forment  un  ensemble  organique.  Mais  cet  in- 
convénient s(^  eliange  en  avantage,  chaqut>  fois  qu'un  succès  notable 
est  obtenu  sur  un  point  quelconque  de  la  théorie*,  un  triomphe  rem- 
porté sur  un  obstacle  considérable  entraine  quelquefois  en  même 
temps  la  chute  d'autres  obstacles,  et  imprime  une  impulsion  sensiUe 
au  développement  de  la  théorie  tout  entière.  C'est  ainsi  que  les 
récents  perfectionnements  des  méthodes  générales  d'intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  ont,  d'une  pait| 
aidé  à  la  constitution  et  à  l'achèvement  de  la  théorie  des  équations 
simultanées  de  forme  canonique,  tandis  que,  d'autre  part,  ils  ont 
puissamment  contribué  aux  progrès  de  la  théorie  des  équations  aox 
dérivées  partielles  du  second  ordre. 

))  Une  fois  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  définitivement  établie,  est  arrivé  naturellement  le  tour 
des  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordrt*s  supérieurs,  et  c'est 
vers  la  solution  de  cv  problème  que  doivent  teindre  maintenant  les 


{*)  Extrait  des  Mémoires  de  VUnivetsité  de  Kazan  pour  Tannée  1868,  t.  III. 
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elTorts  des  géomètres.  Par  suite  de  la  liaison  organique  qui  existe 
entre  toutes  les  parties  de  la  théorie  des  équations  dinérenticlles, 
ainsi  qu*eiitre  les  subdivisions  de  chaque  partie,  il  se  manifeste  une 
analogie  et  une  unité  remarquables  dans  les  méthodes  de  solution  des 
questions  qu'elle  embrasse,  quelle  que  soit  la  diversité  de  leur  nature. 
D  s'ensuit  de  là  que,  lorsque  l'analyste  rencontre  une  question  dont 
Il  solution,  poussée  déjà  jusqu'à  un  certain  point,  se  trouve  arrêtée  à 
oetle  période  de  son  développement,  il  doit,  avant  tout,  chercher  à 
se  rendre  compte  du  chemin  qu'on  a  suivi  pour  parvenir  jusque-là, 
surtout  quand  ce  chemin  a  été  frayé  par  des  hommes  tels  que  d' Alcm- 
bert,  Euler,  Laplace,  Lagrange,  Legendre,  Mongc,  Ampère. 

»  En  eflfet,  l'étude  consciencieuse  de  ce  qui  a  été  déjà  fait  peut 
montrer  quelquefois  que  le  succès  ultérieur  dépend  bien  moins  de 
Tinvention  de  nouvelles  méthodes,  que  d'une  application  plus  com- 
plète et  plus  générale  des  méthodes  anciennes. 

n  La  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
des  ordres  supérieurs  se  divise  en  deux  parties.  Dans  la  première,  on 
considère  les  équations  de  formes  compliquées,  et  Ton  cherche  soit  à 
déterminer  leurs  intégrales  générales  sous  forme  finie,  soit  à  réduire 
les  équations  proposées  aux  formes  les  plus  simples  parmi  celles  dont 
les  intégrales  ne  sont  pas  susceptibles  d'expressions  finies.  Dans  la 
seconde,  on  s'occupe  de  ces  équations  simplifiées  et  des  méthodes  par 
lesquelles  on  peut  les  intégrer,  à  l'aide  soit  des  séries,  soit  des  inté- 
grales définies. 

M  Dans  le  présent  Mémoire,  je  traite  les  questions  relatives  à  cha- 
nme  des  deux  parties  de  la  théorie,  dans  le  cas  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre  d'une  fonction  de  doux  variables 
indépendantes.  En  donnant  le  résumé  succinct,  mais  aussi  complet 
que  possible,  des  principales  méthodes  de  résolution  des  problèmes 
de  cette  catégorie,  je  pense  avoir  comblé  une  lacune  qui  existe  dans 
les  Traités  systématiques  de  Calcul  intégral.  La  plupart  des  auteurs 
se  bornent,  en  effet,  à  exposer  la  méthode  de  Mongc  ;  quelquefois  les 
Ouvrages  plus  complets  contiennent  aussi  les  méthodes  d'Euler  et  de 
Laplace.  Mais  aucun,  à  ma  connaissance,  ne  fait  mention  des  travaux 
d'Ampère  sur  ce  sujet,  publiés  dans  les  Cahiers  XVII  et  XVIII  du 
humai  de  V École  Polytechnique,  Les  recherches  d* Ampère,  qui  com- 
prennent la  théorie  des  intégrales  et  les  méthodes  d'intégration  pour 
d»'s  ras  qui  échappent  à  la  méthode  de  Monge,  devraient  occuper  untî 
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place  considérable  dans  tout  cours  sérieux  de  Calcul  int^ral,  tandis 
qu'ordinairement,  comme  je  viens  de  le  dire,  on  expose  la  méthods 
de  Monge,  quelquefois  avec  des  changements  de  forme  qui  ne  sont 
pas  toujours  heureux.  L'oubli  dans  lequel  on  laisse  le  beau  tra- 
vail d'Ampère  est  dû  sans  doute  en  partie  au  mode  de  rédaction  de 
ses  deux  volumineux  Mémoires,  qui  ne  se  prêtent  pas  aisément  à 
une  exposition  succincte;  j'ai  fait  cependant  tous  mes  efforts  pour 
atteindre  ce  but.  J'ai  trouvé  moyen ^  dans  le  ooarant  de  mon  expo» 
sition,  d'intercaler  les  résultats  de  mes  propres  recherches  a  la  place 
indiquée  par  Tordre  naturel  des  questions. 

))  Parmi  ces  résultats,  je  me  permettrai  de  signaler  un  essai  de 
généralisation  de  la  méthode  de  Laplace  (Chap.  II,  j  9  ),  et  une  forme 
nouvelle  que  j'ai  donnée  à  l'exposition  de  la  méthode  de  la  variatioa 
des  constantes  arbitraires  (Chap.  IV).  Le  lecteur  familier  avec  oe 
sujet  ne  pourra  manquer  de  reconnaître  facilement  les  passages,  moiiis 
importants,  où  je  m'écarte  de  mes  auteurs,  que  j'ai  partout  cités  avec 
soin  dans  les  Notes  au  bas  des  pages,  n 

J.  Hoi)BL. 
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Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Les  lundis  et  jeudis,  a  10 
heures.  —  M.  /.->!.  Serret^  professeur,  continuera  ce  cours.  Il  trai- 
tera du  Calcul  intégral . 

Mécanique  rationnelle.  —  l-ics  mercredis  et  vendredis,  a  10 
heures.  —  M.  Liouvilk,  professeur,  continuera  ce  cours. 

Astronomie.  —  Les  lundis  et  jeudis  à  S'^So"'.  —  M.  Le  VerrUr^ 
professeur.  M.  Tisiiot^  suppléant,  commencera  le  jeudi  17  mars.  A 
exposera  les  lois  des  principaux  phénomènes  astronomiques  et  les 
méthodes  d'observation. 

Cacul  des  probabilités  et  Physique  mathématique.  —  Les  mar 
dis  et  samedis,   à  10** 3o".  —  M.  ***,  professeur.  M.  Briot,  sup 
pléant,  continuera  ce  cours  le  samedi  19  mars.  Il  exposera  les  prin- 
cipes de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  dont  il  fera  ensuite 
l'application  à  diverses  questions  de  Physique  mathématique. 

Mécanique  physique  et  expérimentale.  —  Les  mardis  et  .samedis 
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àS^So*".  — M.  Delaunay,  professeur.  M.  Bouquet^  suppléant,  conti- 
Doera  ce  cours,  le  samedi  19  mars.  U  traitera  des  questions  de 
Mécanique  physique  comprises  dans  le  programme  de  la  Licence  (*). 
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ÈÊnendùr/f.  —  Petites  tablettes  chronométriques,  à  l'usage  de  tout 
le  monde.  Guide  pour  choisir,  diriger  et  régler  soi-même  les  mon- 
tres et  les  pendules,  suivi  d'un  aperçu  historique  sur  Torigine  et 
les  progrès  de  l'art  de  mesurer  le  temps,  a*  édition.  In-Sa,  64  p. 
Paris,  l'auteur,  i,  rue  de  Vannes.  60  c. 

BnÊkns  (C).  —  Neues  logarithmisch-trlgonometrisches  Handbuch 
auf  7  Decimalen.  Ster.-Ausg.  Lex.-8.  Leipzig,  B.  Tauchnitz. 

I  i  Thlr. 

BntknB  (C).  —  Nouveau  Manuel  de  logarithmes  à  7  décimales  pour 
les  nombres  et  les  fonctions  trigonométriques.  Édit.  stér.  Gr. 
m-S9,  Leipzig,  B.  Tauchnitz.  i  j  Thlr. 

Brukns  (C.).  —  A  new  Manual  of  Logarithms  to  seven  places  of  dé- 
cimais. Ster.  edit.  Lex.-8.  Leipzig,  B.  Tauchnitz.  i  \  Thlr. 

Bozzo  (Elm.).  —  Lezioni  di  nautica  con  l'aggiunta  di  un  manuale  di 
navigazione  pratica  del  Rio  de  la  Plata.  ln-8,  14^  p*  Genova,  tip. 
del  Commercio.  3  fr. 

CëUUan  (E.).  —  Manuel  d'Arithmétique  et  d'Algèbre,  rédigé  d'après 
les  nouveaux  programmes  officiels  d'enseignement  des  lycées  ini- 
pénaux,  prescrits  pour  les  examens  du  baccalauréat.  7®  édit.  In-i  2, 
▼i-a36  p.  Paris,  Delalain  et  fils.  2  fr. 

Maunay  (Ch.).  —  Cours  élémentaire  d'Astronomie.  5*  édit.,  avec  3 
{J.  et  38 1  figures  dans  le  texte.  In-18  jésus,  664  p.  Paris,  Masson 
et  fils.  7  fr.   5o  c. 

^tor  (L.).  —  Zweck  und  Anv^rendung  des  Charto-Metre.  Gr.  in-i6. 
Mil  Charto-Metre.  Mùnchen,  Ackermann.  7  Thlr. 

ffryuiaii  (James).  —  Life  of  James  Ferguson,  ihe  self-taught  astro- 


f} 


']  Koui  ne  donnoDs  que  la  liste  des  Cours  de  Mathématiques;  les  Cours  de  Gôo- 
■«trie  ft  d'Algèbre  supérieure  Ae  se  font  que  pendant  le  premier  semestre.  Les  cours 
*^o  if«onil  semestre  ont  commencé  le  16  mars. 
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nomer  ;  in  a  bricf  autobiographical  account,  aud  iurther  cxtcndetl 
Mcmoîr.  By  Eb.  Hcndersou.  2**  cdit.,  with  additions,  8®,  5i2  p. 
London,  Fullarton.  8  sh. 

Frauenholz  (A.).  —  Die  Sonne  und  ihre  Acliscndrehung.  In-8. 
Breslau,  Gosohorsky.  ~  Thlr. 

Casser  (A.).  —  Leitfaden  fur  den  Unterricht  in  der  Planimetrie. 
2.  Aufl.  Gr.  in-8.  Frankfurl  a.  M.,  Jâgcr'sche  Buchh.        -f  Thlr. 

Casser  (A.).  —  Leitfaden  fur  den  praktischen  Unterricht  in  der 
Raumlckre.  Dritte  mit  Rûcksicht  auf  die  neuen  Maass-  u.  GewichtF 
verhâltnisse  umgearb.  2.  Aufl.  Gr.  in-8.  Frankfurt  a/M.,  J^ger- 
sche  Buchh.  f  Thlr. 

Cerlach  (H.) . —  Lchrbuch  der  Mathcmatik  fur  den  Schul-  und  Selbfl» 
unterricht.  4*  Tbl-  2i«  Aufl.  Iu-8.  Dessau,  Aue.  ^  Thhr. 

Cirdlestrone  (W.-H.).  —  Arithmetic;  thcoretical  and  practical.  2'.  éd. 
rcvised  and  enlai^ed.  Post  8^,  47^  P*  London,  Rivingtons. 

6  sh.  6  d. 

Cuamieri  (A.).  —  Lezioni  di  Aritmetica,  Algebra,  Geometria  e  IVi- 
gonometria,  compilate  secondo  i  programmi  ministeriali  per  kl 
scuole  spécial  i  e  per  rammissionc  alla  Scuoia  superiore  di  guemu 
In-8,  568  p.  con  11  tav.  Firenze,  Pellas.  i3  fr. 

Haller  r.  Hallerstein  (F.).  —  Lchrbuch  der  Elementar-Mathcmatik. 
2Theile.  7.  Aufl.  Gr.  în-8.  Berlin,  Nauck  et  Co.    2  Thlr.  i6Ngr. 

Hansen  (P.-A.).  —  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  dorch  Venus- 
voriibergânge  vor  der  Sonnenscheibc  mit  besonderer  Berûcksich- 
tigung  des  im  Jahr  1874  eintretenden  Voriiberganges.  Hoch-4. 
Leipzig,  Hirzel.  1  Thhr. 

Helmes  (J.).  —  Die  Elementar-Mathematik  nach  den  Bcdûrfnisseï 
des  Unterrichts  streng  wissenschaftlich  dargestellt.  4-  Bd.  Dk 
Stéréométrie  und  sphârische  Trigonométrie.  Gr.  in-8.  Hannover 
ilahn.  26  Ngr 

Henrich  (F.).  —  Lelirbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  mitzahhrei 
chen  Aufgaben  und  Auwendungen  fiir  Gymnasien,  Realschulei 
und  zum  Selbstunterriclitc.  Gr.  in-8.  Wiesbaden,  Limbarth. 

a4  Ngr 
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CHRISTOFFEL  (E.-B.),  corresp.  Mitglied  der  Konîgl.  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin.  —  Allcemeine  Théorie  der  geo- 
DAxnscHCR  Dreiecke.  âus  den  Âbhandlungen  der  Kôniglichen 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  1868.  —  Berlin,  Buch- 
dmckerei  der  Kôniglichen  Akademie  der  Wissenschaften  (C.  Vogt  ) , 
1869.  ^^  Conmûssion  bei F.  Dummlers  Verlags-Buchhandlung  {*). 

On  doit  regarder  ce  beau  Mémoire  comme  marquant  un  progrès 
considérable  dans  cette  Géométrie  des  surfaces  courbes,  une  des  plus 
belles  créations  de  Gauss,  suivant  laquelle  ces  surfaces  sont  consi- 
dérées «r  non  tamquam  limes  solidi,  $ed  tamquam  solidum,  cujus  di  • 
meniio  una  pro  evanescente  habetur,  flexibik  quidem^  sed  non  exten- 
sAUe,  9  et  qui,  laissant  de  côté  les  propriétés  qui  se  rapportent  à 
telles  ou  telles  formes  qu'elles  prennent  dans  l'espace,  ne  s'occupe 
tpe  de  celles  qui  <c  absolutœ  sunt,  atque  invariatœ  manent,  in  quam- 
ciÊmque  formam  illa  flectatur.  »  (Gauss,  à  l'art.  XIII  des  Disquisitiones 
fmenUei  eirea  superficies  curvas,  1827.)  M.  Christoflel  s'est  proposé 
d'établir  les  principes  d'une  Trigonométrie  générale  des  surfaces, 
c'est-à-dire  d'une  méthode  pour  calculer  les  éléments  d'un  triangle 
géodésique  au  moyen  des  coordonnées  curvilignes  de  ses  sommets. 
Ces  éléments  sont  en  général  au  nombre  de  neuf  (  dont  six  indépen- 
dants) ;  car,  pour  chaque  côté,  il  faut  connaître  la  longueur  et  les 
aximuts  initial  et  final  (ces  azimuts  étant  rapportés  aux  directions 
des  courbes  coordonnées) . 

Par  des  considérations  aussi  simples  qu'ingénieuses,  l'auteur  a 
lénssi  à  faire  dépendre  toute  cette  recherche  d'une  seule  fonction  de 
quatre  variables,  qu'il  a  appelée  longueur  réduite  d'un  arc  géodésique, 
et  qui  est  le  facteur  par  lequel  on  doit  multiplier  l'angle  infiniment 
petit  de  deux  géodésiques  de  même  origine  et  d'égale  longueur,  pour 
obtenir  la  distance  infiniment  petite  de  leurs  extrémités  (sur  la  sphère. 


(*)  ùreiSTOrFtL  (E.-B.).  Théorie  générale  des  triangles  géodésiques.  Extrait  des  Mé~ 
^rtt  de  l* Académie  des  Sciences  de  Berlin  pour  Tannée  1868.  Berlin,  imprimerie  de 
ricadémie  des  Sciences,  Librairie  de  F.  Dûmmler.  In-8**.  Prix  :  4  fr. 

Od  Tend  à  part  tous  les  Mémoires  publiés  par  l'Académie  de  Berlin,  et  en  général 
ptr  les  Académies  allemandes. 

BuU.  des  Seirnees  mathém.  rt  aslrun.,  t.  I.  (Juin  1870.)  13 
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la  longueur  réduite  est  le  sinus  de  la  longueur  géodésîque).  Cette 
fonction,  qui  dépend  évidemment  des  deux  couples  de  coordonnées 
correspondants  aux  extrémités  de  Tare,  est  symétrique  par  rapport  k 
ces  couples  \  elle  satisfait  généralement  à  une  équation  différentielle 
partielle  non  linéaire  du  troisième  ordre  à  deux  variables,  qui  sont 
les  coordonnées  d'une  des  extrémités  de  Tare,  les  coordonnées  de 
l'autre  ne  s'introduisant  dans  son  expression  que  par  une  particula- 
risation  convenable  des  arbitraires  de  l'intégration.  Cette  fonction 
une  fois  connue,  on  n'a  plus  que  des  équations  finies  pour  déterminer 
les  longueurs  des  côtés. 

Outre  ce  théorème  fondamental  très-remarquable,  le  Mémoire  de 
M.  ChristofTel  renferme  une  foule  de  résultats  intéressants  se  ratta- 
chant au  même  sujet,  entre  autres  une  discussion  très-précise  de  la 
continuité  des  lignes  géodésiques,  dont  l'équation  différentielle  eA 
présentée  sous  des  formes  nouvelles,  et  des  développements  très- 
curieux  tirés  de  l'expression  (déjà  donnée  par  Gauss)  de  la  mesnre 
de  courbure  en  coordonnées  polaires  curvilignes,  expression  qui 
fournit  en  même  temps  l'équation  diflërentielle  des  longueurs  ré-* 
duites  pour  les  différents  arcs  d'une  même  ligne  géodésique.  Ces 
développements  se  rapportent  au  cas,  très-important  à  considérer, 
où  la  longueur  réduite  peut  devenir  nulle,  sans  que  la  longueur 
géodésique  le  soit  elle-même.  Fixant  sur  la  ligne  géodésique  une 
origine  arbitraire,  les  distances  à  cette  origine  de  deux  points 
variables,  dont  la  distance  réduite  est  constamment  nulle,  satis- 
font à  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre,  qui  com- 
prend, comme  cas  particulier,  colle  de  Jacobi  pour  les  équations 
modulaires  des  fonctions  elliptiques,  et  qui  possède  une  intégrale  de 
même  forme. 

Nous  devons  signaler  enGn,  comme  un  sujet  très-digne  d'être  étudié 
à  fond,  celui  que  M.  Cliristoilel  a  rapidement  traité  dans  la  dernière 
Section  de  son  Mémoire.  Les  côtés  et  l(;s  angles  d'un  triangle  géodé- 
sique sont,  en  général,  six  fonctions  indépendantes  des  coordonnées 
des  sommets,  de  sorte  qu'à  chaque  système  de  valeurs  de  ces  élé- 
ments il  ne  répond  qu'une  seule  position  du  triangle,  ou  plusieurs 
positions  distinctc^s,  mais  non  infiniment  proches.  Les  surfaces  appar 
tenant  à  ce  cas,  qui  est  \c  plus  général,  constituent  pour  M.  Chris- 
toflella  première  classe.  Mais  on  peut  très-bien  sup|)oser,  en  parti- 
ruLirisant  ronvonablrnimt  Li  nature  de  la  surface,  qu'il  existe,  entre 
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kl  trob  côtés  et  les  trois  angles,  une,  deux  et  même  trois  relations 
indépendantes  des  sommets,  et  dans  ce  cas,  qui  répond  aux  surfaces 
de  la  $econie,  iraiiiême  et  quatrième  classe  de  M.  Christoflel ,  il  est 
éfident  que  chaque  triangle  géodésique  peut  se  déplacer  sur  la 
I,  sans  que  ses  côtés  et  ses  angles  doivent  varier  nécessaire- 
it.  Dans  la  seconde  classe,  le  développement  ne  peut  avoir  lieu 
fÊt  suivant  une  ligne  déterminée  pour  chaque  sommet;  dans  la 
troisième,  il  est  tout  â  fait  arbitraire  pour  un  sommet,  mais  déter- 
ûié  en  conséquence  pour  les  deux  autres  \  enfin  il  n'est  limité, 
dans  la  dernière  classe,  que  par  la  condition  même  de  l'invariabilité 
des  côtés. 

Ce  dernier  cas  est  celui  de  la  sphère,  et,  en  général,  de  toutes  les 
nrfaces  dont  la  courbure  est  constante  en  chaque  point.  C'est  aussi 
le  seul  que  M.  Christoflel  ait  pu  dégager  complètement  de  ses  for- 
moles.  Le  second  cas  comprend  évidemment  toutes  les  surfaces  de 
révdution;  mais  sont-ce  les  seules?  Le  troisième  doit  aussi  com- 
prendre certaines  surfaces  de  ce  genre,  et  il  serait  bien  intéressant  de 
les  connaître.  Ces  belles  questions,  qui  ne  sont  pas  les  seules  que 
Tétode  du  Mémoire  fasse  surgir  dans  l'esprit  du  lecteur,  montrent 
combien  le  sujet  inauguré  par  M.  Christoflel  est  riche  et  attrayant. 

E.  Beltrami. 


NIUHNS  (C),  docteur  en  philosophie,  directeur  de  l'Observatoire 
et  professeur  d'Astronomie  à  Leipzig.  —  Nouveau  manuel  de  loga- 
iiTHMES  A  SEPT  DÉCIMALES,  pour  Us  Hombres  et  les  fondions  trigono- 
wkétriques.  Edition  stéréotype.  —  Gr.  in-8®,  xxiv-610  pages  ^  1870. 
Leipzig,  Bernard  Tauchnitz,  libraire-éditeur.  Prix  :  i  jThl.  (*). 

Les  Tables  logarithmiques  de  Bremiker  et  de  Scliron,  intro- 
inhes  en  France  dans  ces  dernières  années,  n'ont  pas  eu  de  peine  à 
<iétr6ner  le  vieux  Callet,  par  suite  des  qualités  précieuses  qu'elles 
<)oiTent  à  rexpériencc  de  leurs  auteurs  dans  la  pratique  du  calcul. 
Le  nouveau  recueil  que  nous  annonçons  est,  comme  les  précédents, 
I  œuvre  d'un  éminent  astronome,  qui  a  pu  profiter  des  travaux  de 


(*)  Ce»  Tables  ont  été  publiées  ea  allemand,  en  aiiglai»  et  en  français. 

■2. 
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SCS  devanciers,  et  y  introduire  des  perfectionnements  qu*apprécifr 
ront  aisément  les  calculateurs  praticiens. 

Il  eu  est  des  Tables  numériques  comme  des  instruments  d'AsM 
nomie  et  de  Physique.  C'est  par  l'usage  seulement  qu'on  pent  ci 
apercevoir  les  qualités  et  les  défauts,  et  encore  faut-il  tenir  un  gru 
compte  des  habitudes  individuelles  du  calculateur.  Les  jngemeai 
que  Ton  poite  sur  un  Ouvrage  de  cette  nature  ont  donc  toujours  m 
caractère  plus  ou  moins  subjectif.  Aussi  est-ce  avec  une  certain 
i^éserve  que  nous  présenterons  ici  nos  appréciations  pcrsonnellM 
uniquement  fondées  sur  les  observations  que  nous  avons  faites  d 
pratiquant  nous-mème  les  calculs  d'Astronomie  mathématique.       \ 

Pour  épargner  des  détails  inutiles,  nous  supposerons  connus  lÉ 
nos  lecteurs  les  recueils  de  Bremikcr  et  de  Schron,  et  nous  nous  OQ^jj 
tenterons  d'indiquer  en  quoi  s'en  distingue  l'ouvrage  de  M.  BruluMi 

Comme  ses  deux  devanciers,  M.  Bruluis  a  restreint  son  Rccneila«i 
deux  Tables  rigoureusement  nécessaires  dans  les  calculs  de  prëcisiod 
pensant  avec  juste  raison  qu'il  est  plus  commode  de  trouver  dai|| 
différents  ouvrages  les  Tables  qui  répondent  aux  différents  besdlfl 
du  calculateur,  que  de  les  avoir  toutes  entassées  dans  un  mè^j 
volume.  Comme  le  titre  l'indique,  le  Nouveau  Manuel  contient  I 
Table  des  logarithmes  des  nombres  entiers,  de  i  à  looooo,  et  t 
Table  des  logarithmes  des  fonctions  trigonométriques. 

Une  des  considérations  les  plus  ini|K)rtantcs  dans  un  Recueil  à 
ce  genre  est  ceUe  de  l'exécution  typographique,  et  l'on  peut  dire  qa 
celle  du  présent  Ouvrage  fait  le  plus  grand  honneur  aux  presses  à 
M.  B.  Tauchnitz.  Comme  dans  les  Tables  de  Bremiker,  et  dans  1 
plupart  des  belles  publications  faites  dans  ces  dernières  années  fl 
Angleterre  et  en  Allemagne,  on  a  adopté  les  anciens  chillres  ehin 
riens,  d'une  lecture  plus  facile  que  les  chiilres  d'égale  hauteur,  i 
même  que  les  chitlres  français  qu'emploie  encore  l'imprimerie  i 
M.  Gauthier- Villars.  Les  chiilres  de  M.  Bnihns  sont  un  peu  ph 
forts  que  ceux  do  M.  Bremiker;  seulement,  la  plus  grande  inégalil 
d'épaisseur  entre  les  pleins  et  les  déliés  nuit  un  peu  à  la  facilil 
de  la  lecture. 

Babbage,  Schron  et  quelques  autres  auteurs  ont  adopté  une  mod 
(ication  dont  nous  ne  sommes  nullement  partisan.  Ils  indiquent  pi 
un  signe  particulier  les  cas  où  le  dernier  chiffre  a  été  forcé.  Cet 
indication,  qui  a  dû  leur  coûter  un  énorme  travail,  ne  nous  pin 
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pas  d*une  grande  utilité;   elle  introduit  dans  les  pages  du  livre 

une  certaine  confusion,  et  conduit  à  des  calculs  beaucoup  moins 
commodes  et  beaucoup  plus  longs  que  ceux  qui  résulteraient  de 
l'emploi  d'une  huitième  décimale.  M.  Bruhns  restreint  cette  in- 
dication an  seul  cas  où  elle  peut  être  réellement  utile,  à  celui 
oà  le  dernier  chifire  est  un  5,  ce  qui  permet  d'obtenir  tous  les  lo- 
f;arithmes  à  6  décimales,  à  moins  d'une  demi-unité  près  du  der- 
lier  ordre. 

La  Table  I,  contenant  les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  en- 
tiers de  I  k  1 00000,  est  disposée  absolument  comme  la  Table  corres- 
pondante du  Recueil  de  Bremiker.  Malgré  la  meilleure  forme  des 
chiflres  et  la  plus  grande  commodité  du  format  de  ces  deux  Recueils, 
nous  avouons  notre  préférence  pour  la  disposition  donnée  à  cette 
section  dans  l'ouvrage  de  Schrun. 

D  faut,  en  effet,  considérer  deux  parties  dans  l'usage  d*une 
TaMe  :  l'entrée  directe  et  l'entrée  im^erse.  Pour  l'entrée  directe,  la 
di^KMition  qui  consiste  à  former  chaque  page  de  5o  ou  5i  lignes, 
séparées  de  cinq  en  cinq  par  des  blancs,  permet  à  un  calculateur 
tint  soit  peu  exercé  de  trouver  à  première  vue  le  nombre  qu'il 
cherche,  dès  que  le  livre  est  ouvert  à  la  page  voulue.  Il  est  inu- 
tile, dès  lors,  de  se  donner  la  peine,  comme  le  font  beaucoup  d'au- 
teurs et  M.  Schrôn  lui-même,  de  distinguer  par  des  caractères  plus 
forts  les  valeurs  de  l'argument  de  dix  en  dix  lignes.  Il  nous  semble 
même  que  le  défaut  d'uniformité  qui  en  résulte  est  plutôt  fait  pour 
dérouter  le  coup  d'ceH.  La  disposition  plus  compliquée,  qu'ont  choisie 
M.M.  Bremiker  et  Bruhns,  exige  la  lecture  complète  de  l'argument, 
et  rend  la  recherche  moins  prompte.  A  cela  se  joint  la  nécessité 
d*aller  chercher  quelques  lignes  plus  haut  ou  plus  bas  les  deux  pre- 
miers chif&es  de  l'argument,  qui  ne  sont  inscrits  que  de  dix  en  dix 
lipes,  sans  être  séparés  des  autres  par  un  blanc.  Ce  dernier  incon- 
^éiiient  est  plus  sensible  encore  dans  l'entrée  inverse,  quand  on  veut 
repasser  du  logarithme  au  nombre  {*), 

Nous  pensons  aussi  qu*il  n'eût  pas  été  inutile  de  prolonger  la  Table 


(  *  )  Notre  opinion  sur  ce  point  peut  s'appuyer  de  Tautorité  de  Gauu,  qui  dit,  eu 
pvlaot  d'une  tuppresaion  de  chiffres  analogue  dans  les  Tables  de  Pasquich  :  IfVr  konnen 
^ne  lUnrichtimg  bei  Tafeln^  die  zum  làgUchen  Gebrauch  besiimmt  sinà,  nicht  unbrdingt 
fc/fi/pw,  Ha  dos  Augr  immtr  die^  vi*enn  auch  nur  kleine,  Alùhe  htU,  in  der  Columne  ertt 
*^die  Bàhe  zu  gehen^  um  die  ûbrigen  Zifjern  zu  fiuden.  (Gacss  "Werke,  t.  III,  p.  s^H.) 
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un  peu  au  deLà  de  looooo.  Si  Ton  examine,  en  effet,  un  ezemplaiiv 
d*une  Tabloïde  logarithmes  ayant  longtemps  servi,  on  verra  les  pue» 
mières  pages  beaucoup  plus  usées  que  les  autres,  et  cela  tient  k  et 
que  les  nombres  voisins  de  l'unité  sont  ceux  qui  se  rencontrent  k 
plus  souvent  dans  les  calculs.  Or,  c'est  précisément  pour  ces  nombni 
que  les  différences  tabulaires  sont  le  plus  fortes  et  l'interpolatioB 
le  plus  pénible.  Seulement,  il  faudrait  se  garder,  comme  Voal  fak 
Callct  et  la  plupart  de  ses  successeurs,  d'ajouter  au  prolongement  dt 
la  TaUe  une  huitième  décimale,  qui  n'est  qu'un  embarras  inutile. 
Nous  ne  connaissons  que  Shortrede  qui  ait  eu  l'idée  judicieuse  dt 
prolonger  sa  Table  jusqu'à  1 20000,  sans  augmenter  le  nombre  àm 
décimales. 

La  Table  trigonométrique  se  divise  en  deux  parties,  formant  Ifli 
Tables  II  et  III. 

La  Table  II  contient  les  logarithmes  des  quatre  fonctions  trigoo» 
métriques  de  seconde  en  seconde,  pour  les  six  premiers  degrés,  ceitU 
à-dire  pour  un  degré  de  plus  que  les  Tables  correspondantes  de  Calb 
et  de  Bnîmiker. 

La  Table  III  donne  les  mêmes  logaritlmies,  de  10  en  10  secondes 
pour  le  reste  du  quadrant. 

M.  Bruhns  a  préféré  adopter,  pour  les  colonnes  de  ces  TaUei 
Tordre  suivi  par  Callet, 

sinus,  cosinusy  tangente,  cotangente, 

tandis  que  Bremikcr  et  Schron  ont  choisi  le  même  ordre  que  Lalandc 

sinus,  tangente,  cotangente,  cosinus. 


Quoique  nous  penchions  plutôt  en  faveur  de  cette  dernière  dii 
tion,  nous  conviendrons  cependant  que  c'est  surtout  rhabitude  d 
calculateur  qui  doit  décider  en  pareille  circonstance. 

Pour  les  10  premières  minutes,  la  Table  II  donne  les  logaritlmii 
des  quatre  fonctions  tout  au  long,  avec  les  différences  tabulaires  i 
des  Tables  auxiliaires  pour  faciliter  le  calcul  des  parties  proportion 
ncllcs.  A  partir  de  10  minutes,  le  nombre  des  colonnes  de  chaqii 
page  est  doublé,  ce  qui  a  forcé  de  supprimer  les  difl*érences  et  h 
parties  proportionnelles  jusqu'à  1^9.0'^  à  partir  de  là,  elles  soi 
rétablies  jusqu'à  la  fin  du  volume.  Dans  l'intervalle  où  elles  mai 
quent,  on  peut  j  suppléer  avec  avantage  au  moyen  des  logarithnu 


i 
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des  rapports 1  — ^— ,  que  donne  la  Table  I.  De  o®  10'  à  6  degrés, 

les  premiers  chiffres  des  logarithmes  ne  sont  inscrits  que  dans  les 
blancs  qui  séparent  les  lignes  de  dix  en  dix,  en  caractères  différents 
de  ceux  da  texte,  mais  qui  ne  s'en  distinguent  peut-être  pas  d'une 
ounière  assez  tranchée. 

La  disposition  de  la  Table  lU  diffère  encore  de  celle  de  Bremiker, 
m  ce  qu'au  lieu  de  partager,  comme  celui-ci ,  les  groupes  de  six 
lignes  en  nu  et  cinq,  M.  Bruhns  les  partage  en  trois  et  trois,  ce  qui 
BOUS  paraît  bien  préférable. 

D  nous  semble,  d'après  les  détails  dans  lesquels  nous  venons  d'en- 
Irrr,  que  la  partie  trigonométrique  a  été  traitée  par  M.  Bruhns  avec 
one  supériorité  qui  suffit  pour  assurer  à  son  livre  le  premier  rang 
panni  tous  les  Recueils  de  Tables  que  nous  connaissons. 

En  tête  du  volume  est  placée  une  Introduction  où  sont  exposées 
ifec  une  grande  clarté  les  instructions  nécessaires  pour  l'usage  des 
Tables. 

J.    HoiJEL. 


CHRISTIAN    WIENER,    professeur    à   lÉcole    Polytechnique  de 
Carisruhe.  —  Epreuves  stéréoscopiqves  du  modèle  d'une  surface 

DU   TROISIÈME    ORDRE  K  H']  DROITES    RÉELLES.    AV€C  UfiC  Notîce  CXpH- 

cûiire.  —  Leipzig,  Teubner.  Prix:  3*^,25. 

Depuis    1849^  époque  des  premières  recherches  de  MM.  Salmon 
cl  Cayley,  la  théorie  des  surfaces  du  troisième  ordre  a  fait  des  pro- 
ffès  considérables,  dont  nous  présenterons  quelque  jour  l'histoire 
à  nos  lecteurs  ;  il  nous  suffira,  pour  le  moment,  de  citer  les  noms 
de  MM.   Salmon^  Cayley,   Sylvester,  Schlâfli,   August,    Brioschi^ 
Steiner,  Clebsch,  Cremona,  Sturm,  etc.,  qui  tous  ont  contribué  à 
donner  à  cette  théorie  un  degré  nouveau  d'élégance  et  de  perfec- 
tion. Plusieurs  auteurs  ont  déjà  édifié  une  classification  de  la  sur- 
face générale  du  troisième  degré,  d'après   le  nombre  de  droites 
réelles  qu  elle  renferme.  C'est  ainsi  que  M.  Cremona,  dans  son  beau 
Mémoire  inséré  au  Journal  de  M.  Borchardt^  t.  LXVIÏI,  p.  i-i33,  a 
divisé  les  surfaces  du  troisième  ordre  en  cinq  espèces,  d'après  le 
nombre  des  droites  réelles   et  des  plans  tangents  triples  réels.  Le 
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tableau  suivant  indique  les  différents  cas  considérés  par  M.  Cre- 


mona  : 


1'*  espèce 27  droites  réelles.  4^  plans  tangents  réels. 

2*        »     i5  B  i5  » 

3*        M     7  jo  5  » 

k'        »     3  »  7  i) 


5'         »     3  n  1 3 


» 


Les  géomètres,  qui  ont  poussé  si  loin  Tétude  abstraite  des  pro- 
priétés de  la  surface  du  troisième  ordre,  désiraient  vivement,  et 
cela  se  conçoit,  avoir  une  idée  nette  de  sa  forme  et  voir  constmire 
au  moins  un  modèle  d'une  surface  du  troisième  ordre.  Sor  l'invitar 
tion  des  savants  allemands,  et  après  des  essais  infructueux  d'antrei 
géomètres,  M.  Wiener  s'est  mis  à  l'œuvre,  et  il  nous  parait  avoir 
très-bien  réussi  dans  la  construction  d'une  surface  a  27  droite! 
réelles.  Nous  l'avouerons,  c'est  avec  une  vive  impatience  que  nooi 
attendions  les  deux  épreuves  stéréoscopiques  du  modèle  construit  ptf 
M.  Wiener.  Nous  les  avons  soigneusement  examinées,  nous  avoni 
compté  les  droites  qui  sont  tracées  en  noir  sur  le  modèle  et  noui 
engageons  vivement  nos  lecteurs  à  se  donner  le  même  plaisir.  II  y  a^ 
pour  ceux  qui  ont  le  goût  de  la  Géométrie,  une  véritable  satisfactiœ 
à  voir  réaliser  ainsi  et  confirmer  par  l'expérience  les  conceptions  le 
plus  abstraites,  fondées  sur  des  calculs  et  des  considérations  géomé 
triques  d'un  ordre  si  élevé. 

11  serait  à  désirer  qu'un  de  nos  grands  établissements  se  procuré 
un  des  modèles  qui  ont  servi  pour  les  épreuves  stéréoscopiques 
Dans  sa  Notice  explicative,  M.  Wiener  déclare  qu'il  tient  à  la  dispo 
sition  des  géomètres  un  modèle  en  plâtre,  à  un  prix  qui  nous  parai 
très-modéré  (5o  florins  de  Bade).  Le  modèle  a  5o  centimètres  di 
hauteur  à  peu  près. 

Nous  savons  aussi  que  M.  Kummer  a  fait  exécuter,  à  Berlin,  ai 

modèle  de  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'idlipsoïde.  S  l'ai 

des  éditeurs  de  Berlin  voulait  en  faire  tirer  quelques  épreuves  stéréo 

scopiques,  il  rendrait  certainement  service  à  toute  une  classe  à 

géomètres,  qui,  après  avoir  étudié  les  propriétés  d'une  surface,  n 

sont  pas  fâchés  de  voir  la  surface  elle-même. 

G.  D. 
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RETÏÏE  DES  PUBLICATIONS  PËRIODIQÏÏES. 

TIDSKRIFT  FOR  Mâtem atik  och  Ftsik  ,  tiUegnad  den  svenska 
dementar-andervisningen,  utgifven  af  D' G.  Dillner  (hufvudre- 
daktôr),  D^  Fm.-W.  Hultman  och  D' T.  Rob.  Thalén.  —  Upsala, 
W.  Schultz*  Forlag  (*). 

T.  II,  1869. 

D-c.  —  Sur  Ui  équations  du  iromême  degré.  (7  p.;  suéd.) 

H1LDBBRAHD8SOH  (H.).  —  Retue  historique  des  théories  les  plus  îm- 
fortsmies  sur  la  vaporisation  des  liquides,  (i  i  p.;  suéd.) 

HuLTMAH  (F.-W.).  —  Histoire  de  l* Arithmétique  en  Suéde.  (Suéd.) 
Suite  d'articles,  commencés  dans  le  tome  précédent. 

HuLTM AH  (F.-W.).  —  Sur  le  calcul  des  valeurs  des  rentes  viagères, 
ies  assurances  sur  la  vie  et  des  primes  d*assurance  sur  la  vie,  (3  art., 
23  p.;  suéd.) 

Malmstkn  (C.-J.).  —  Intégration  de  l'équation  différentielle 

(3  p.;  suéd.) 

IW.  —  Sur  le  reste  de  la  série  de  Taylor.  (a  p.;  suéd.) 
^  étant  une  fonction  arbitraire,  et  o  <[  A  <]  1 , 

4,(A)-4,(o)(.-X)-A- 

DiLLin»  (G.).  —  Théorie  du  calcul  géométrique.  (Suéd.) 
Suite  d'articles  commencés  dans  le  précédent  volume.  —  Le  calcul 
géométrique  a  le  même  objet  que  le  calcul  des  équipollences  de 
M.  Bellavitis.  La  forme  seulement  est  plus  analytique. 

Thaléh  (Rob.).  —  Sur  ^origine  du  temps  et  le  jour  de  la  semaine  en 
afférents  lieux  de  la  Terre.  (la  p.^  suéd.) 

[*)  Jommal  de  Mathénuuiques  et  de  Physique^  destiné  à  renseignement  élémentaire 
a  Svède.  Publié  par  G.  DiLLinca,  rédacteur  en  chef;  Fa.-W.  Hultmau  et  T.-R.  Thalé». 
L'pMlt,  ches  W.  Schnlts.  Fondé  en  1868.  Paraissant  tous  les  deux  mois  par  cahier  de 
^  à  (  Ceuilles.  ln-8®.  Prix  :  10  francs.  En  langue  suédoise,  etc. 
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D-c;.  —  Sur  la  théorie  élémentaire  du  facteur  d'intégration.  (8  p.; 

Thalén  (Rob.).  —  Léon  Foucault.  (i8  p.;  suéd.) 

DiLLNER  (G.).  —  Détermination  dei  accélérations  par  une  constrw- 
tien.  (6  p.;  suéd.) 

Phragmén  (Lars).  —  Théorie  des  maxima  et  minima.  (8  p.;  suéd.) 

LiivDMAN.  —  Remarques  sur  les  figures  rectilignes  inscrites  et  cvco» 
écrites  à  une  ellipse.  (17  p. ,  suéd.) 

J)-a.  —  Sur  l'intégration  par  substitution.  (8  p.;  suéd.) 
Etant  donnée  une  équation  diilërentielle 

on  pose  y  =  F(ar,js),  et  Ton  cherche  à  déterminer  la  fonction  F,  A 
manière  à  pouvoir  séparer  les  variables. 

■ 

RuBEMSON  (R).  —  Est-il  possible  de  prédire  le  temps?  (87  p.,  2  pi.; 
suéd.) 

Résumé  des  travaux  météorologiques  exécutés  dans  ces  demicp 
temps,  en  France,  en  Angleterre  et  en  Norvège. 

T.  III,  1870. 

DiLLNER  (G.).  —  Essai  d'exposition  de  la  théorie  des  paraUiUê 
(6  p.',  suéd.) 

L'auteur  remplace  l'axiome  d'Euclide  par  un  principe  tiré  de  l 
formation  des  angles  par  des  rotations,  et  qui  lui  parait  d'une  |dii 
grande  évidence. 

HuLTMAN  (F.-W.).  —  Histoire  de  V Arithmétique  en  Suéde  (suite) 
(5  p.;  suéd.) 

Stee.n  (Ad.).  —  I^'ouvelle  méthode  pour  l'intégration  de  l'équation 

(l'y 
fZr* 


(4  p-^  dan.) 


1 
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LsFPLBm  (G.-M.).  —  Intégration  de  f  équation 


fl^'^r)  = 


y 


On  fxrend  pour  nouvelles  variables  le  rayon  vecteur  et  la  distance 
derorigine  à  la  tangente;  puis  on  introduit  l'angle  de  cette  distance 
avec  l'axe  des  x. 

DuxiŒa  (G.).  —  Éléments  du  calcul  géométrique  (suite).  (i3  p.*, 
sQéd.) 

Notations.  Propositions  déduites  d'identités  géométriques. 

Résolution  des  équations  géométriques. 

Nous  donnerons  prochainement  un  résumé  de  la  première  Partie 
de  ce  travail. 

Steeh  (Ad.).  —  Remarques  sur  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles.  (4  p.;  dan.) 
Au  sujet  de  la  méthode  de  substitution  proposée  par  D-g. 

TIDSSKJIIFT  fokMathematik.  Udgivet  af  CamilloTychsew.  Anden 
Rakle  (*). 

T.  V,  1869. 

HinsEN  (Chr.).  —  Détermination  élémentaire  de  Vaire  et  du  volume 
éitore.  (3  p.;  dan.) 

Ttchseh  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  la  toupie  gyroscopique. 
(11  p.;  dan.) 

Tychseii  (C).  —  Bectificafion  relative  à  un  Mémoire  d'Abel,  (3  p.-, 
dan.) 

Voyez  Œuvres  d'Abel,  t.  II.,  p.  244 •  <<  Siu*  l'équation  difl'éren- 
lielle 

(j-f  s)dx -^  (p -h  qy -h  rjr^)dx  =  o.  » 


'*)  Journal  de  Mathématiques,  Publié  par  C.  Tyghse!(.  a**  Série.  Copenhoguc,  chez 
^0  SchwarU.  Imprimerie  de  Cohen.  —  La  3*  Série  a  commencé  à  paraître  en  i865, 
bittDt  faite  au  Mathenuuisk  Tidsskrift  du  même  auteur,  composé  de  six  années.  Publié 
^D  (Uoois,  etc.  Paraissant  tous  les  deux  mois,  par  fascicules  de  a  feuilles  gr.  in-8.  (Prix  : 
*•  franc»  par  an.) 
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ZAcHARiiE  (G.).  —  Mesure  du  degré  de  méridien  en  Danemark,  tome  l. 
Publié  par  C.-G.  Andrjb  (i8  p.;  dan.) 

Remarques  sur  le  calcul  des  triangles  sphéroïdiques  et  sur  l'appli- 
cation de  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Petersen  (  J.).  —  Application  du  principe  des  viteuei  viriueUesdfm 
système  où  il  existe  des  frottements.  (2*  art.,  9  p.^  dan.) 

Hansen  (Chr.).  —  Sur  les  solutions  particulières  des  équations  difi' 
,  rentielles  du  premier  ordre.  (4  p.;  dan.) 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Équations  fondamentales  pour  les  deux  lyt* 
tèmes  de  coordonnées  trilatéres  et  pour  les  deux  systèmes  de  coordonnées 
tétraédriques.  (7p.;  dan.) 

Pfeiffer  (Ad.)  —  Recherche  sur  la  convergence  de  la  formuk  iu 
binôme.  (3p.;  dan.) 

Discussion  du  reste  du  développement  de  (i  +  ^j"*  par  la  série  de 
Taylor  dans  les  cas  limites  de  x=  dti  et  pour  les  diflerentes  valean 
de  m. 

Thiele  (T.-N.).  —  Remarques  sur  les  fractions  continues»  (a  p.; 
dan.) 

Les  fractions  convergentes  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  du  quo- 
tient de  deux  déterminants.  On  peut  aussi  remplacer  deux  quotienU 

incomplets  consécutifs  a^,  a,^,  par  les  trois  autres  a^  -|-  ^ —  i, 

^  —  1,  a,„^i  -t-  ^ —  I,  ce  qui  conduit  à  des  formules  qui  ont  lieii 
quelle  que  soit  la  parité  de  l'indice. 

LoRENz  (  L.) .  —  Sur  les  soulèvements  et  les  affaissements.  (5p.;  din.) 

Zeuthen  (H.-G.) .  —  Remarques  au  sujet  de  l'article  de  Chr.  Uahsu 
sur  les  solutions  singulières.  (3p.;  dan.] 

Hamsen  (P.-C.-V.).  —  Intégration  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles  du  second  ordre 

d^z       m(m -4-1)  d^z 

d^z       2/1  dz        j  (i^z 

dx*       X  dfx  dy^        ' 

,  rf'3  .      r/'z        ^ 

x^  -7-;  -♦-  qx^  - — -z 62  =  0. 

ax'       ^      dxdjr 

(6  p.;  dan.) 
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Mylobd  (H.).  —  Sur  Vellip%oide  central  et  le»  axes  principaux. 
;;p.;daii.) 

Peterseh  (  J.)   —  Quelques  remarques  sur  la  théorie  des  équations. 
^2p.^  dan.) 

PHILOSOPHICAL  Tbansactiohs  of  the  Royal  Society  of  Low- 
DOH.  —  London,  printed  by  Taylor  and  Francis  (*). 

T.  CLVU,  1867. 

Catley  (A.).  —  Mémoire  supplémentaire  sur  les  caustiques.  (9  p.) 
Addition  au  «  Mémoire  sur  les  caustiques,  »  publié  dans  les  Philos. 
Trtmsact.,  t.  CXLVII,  1857;  p.  273-312. 

^Iaxwelx  (J.-Q.).  —  Sur  la  théorie  dynamique  des  gaz.  (40  p.) 

Eteeett  (  J.-D.).  —  Expériences  sur  la  torsion  et  la  flexion  pour  dé- 
terminer la  rigidité  du  verre.  (i5  p.,  1  pi.) 

Claeke  (A.-R.).  —  Extrait  des  résultats  des  comparaisons  des  éta^ 
hms  de  mesures  de  longueur  en  Angleterre^  en  Belgiqt^e,  etc.  (20  p.) 

Smith  (H.-J.-St.).  —  Sur  les  ordres  et  les  genres  des  formes  quadra- 
tiques ternaires.  (44  p*  ) 

Eisenstein,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  «  Neue  Théorème  der  h(V 
keren  Arithmetik  »  (Journal  de  Crelle,  t.  XXXV,  p.  117),  a  étudié 
les  caractères  des  ordres  et  des  genres  des  formes  quadratiques  ter- 
naires de  déterminant  impair.  M.  Smith  complète  ces  recherches,  en 
les  étendant  aux  formes  de  déterminant  pair. 

Neumayer  (G.).  —  Sur  la  variation  diurne  lunaire  de  la  déclinaison 
^i^mnétique,  eu  égard  spécialement  à  la  déclinaison  de  la  Lune.  (9  p.) 

Catley  (A.).  — Huitième  Mémoire  sur  les  quantiques.  (42  p.,  i  pi.) 
Application  des  recherches  contenues  dans  les  Mémoires  précé- 
dents (n^  S,  3,  5),  au  cas  des  quintiques.  Détermination  des  cova- 
riants  du  sixième  degré.  Développements  des  recherches  récentes 
de  >CVI.  Sylvester  et  Hermite.  Voici  les  titres  des  Chapitres  : 

La  quintique  binaire,  covariants  et  syzygîes  du  sixième  degré.  — 
expression  de  Tinvariaut  du  dix-huitième  degré  en  fonction  des  ra- 

'  ';  Il  parait  chaque  année  un  volume  gr.  in-4,  en  un  qu   plusieurs  fascicules.  En 
liQfw  anf^laise. 
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cincs.  —  Théorie  de  la  détermination  du  caractère  d'une  équation; 
auxiliaires;  espace  facultatif  et  non  facultatif.  —  Application  a  Të- 
quation  quartique.  —  Détermination  des  caractères  de  réquation 
quintique.  —  Nouvelle  forme  donnée  par  Hermite  à  la  transforma- 
tion de  Tschimhaus  ^  et  application  a  la  quintique.  —  Application 
par  Hermite  des  résultats  précédents  à  la  détermination  du  caractère 
de  réquation  quintique.  —  Compai:aison  avec  le  critérium  précédent; 
la  cubique  nodale.  —  Troisième  espèce  de  critériums  d'Hermite; 
comparaison  avec  ce  qui  précède,  et  remarques.  —  Forme  canonique 
de  la  quintique  d'après  Hermite.  —  Théorie  des  transformations  li* 
néaires  imaginaires  qui  conduisent  à  une  équation  réelle.  —  Appli- 
cation aux  auxiliaires  d'une  quintique.  —  Théorème  d'analyse  rda- 
tif  à  une  quantique  binaire  d'ordre  quelconque. 

T.  CLVUI;   1868. 

AiRY  (G.-B.).  — Calcul  des  longueurs  des  ondes  lumineuses  eoms' 
pondantes  aux  raies  du  spectre  de  dispersion  mesurées  par  Kirekkt^. 

(^7P-) 

OxMANTowN  (Lord).  —  Compte  rendu  des  observations  de  la  Grande 
Nébuleuse  d*Orion,  faites  à  Birr-Castle  avec  des  télescopes  de  3  el  if  6 
pieds^  de  1848  à  1867.  (17  p.,  3  pi.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  courbes  qui  satisfont  à  des  condiUons  Aw- 
nées.  —  Premier  Mémoire  (69  p.).  —  Deuxième  Mémoire.  (18  p.) 

Le  but  de  ces  Mémoires  est  la  recherche  du  nombre  des  oonrbci 
qui  satisfont  à  des  conditions  données.  Les  courbes  considérées  sodt 
ou  des  courbes  d'un  ordre  déterminé  r,  assujetties  à  des  conditions 
de  contact  avec  une  courbe  donnée,  ou  des  coniques  assujetties  à  du 
conditions  de  même  genre,  mais  plus  compliquées. 

Premier  Mémoire  :  Sur  la  représentation  quasi -géométrique  du 
conditions.  —  Représentation  et  développement  des  recherches  de 
Chasles  et  de  Zcuthcn.  —  Recherches  faites  comme  extension  àe 
celles  de  M.  de  Jonquières,  nJativeiucnt  aux  contacts  d'une  conri)e 
d'ordre  r  avec  une  courbe  donnée.  —  Additions  :  N®  1 .  Sur  la  formedc 
l'équation  des  courbes  d'une  série  d'indice  donnée.  —  N**  2.  Sur  les 
couples  de  lignes  passant  par  trois  points  donnés  et  touchant  unf 
conique  donnée.  —  N°  3.  Sur  les  coniques  passant  par  deux  points 
donnés  et  touchant  une  conique  donnée.  —  N*'  4.  Sur  les  coniques 
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int  une  cubique  à  rebroussement.  —  N^  5.  Sur  les  coniques  qui 
L  contact  du  troisième  ordre  avec  une  cubique  à  rebroussement 
s,  et  deux  contacts  (contact  double)  avec  une  conique  donnée. 
6.  Formes  de  Zeuthen  pour  les  caractéristiques  des  coniques 
iaibnt  à  quatre  conditions.  —  N^  7.  Problème. 
tiéme  Mémoire  :  Le  principe  de  correspondance.  —  L'auteur 
Init,  avec  de  nouveaux  développements,  la  théorie  établie  dans 
liéiiioirc  :  a  On  the  correspondence  of  iwo  points  on  a  curve  » 
m  Math,  Society  y  ^  n®  7,  avril  i866).  —  Sur  la  correspondance 
ints  d*une  courbe.  —  Application  aux  coniques  satisfaisant  à 
[iditions  dont  une  au  moins  est  arbitraire.  —  Application  aux 
les  qui  satisfont  à  cinq  conditions  de  contact  avec  une  courbe 
e. 

unr  (Â.).  —  Addition  au  Mémoire  sur  la  résultante  d'un  système 
X  équations.  (8p.) 

Mémoire  dont  il  s'agit  se  trouve  dans  les  Phil.  Trans,  pour 
p.  703-71 5.  Le  nouveau  travail  de  M.  Cayley  contient,  écrites 
étement,  les  résultantes  de  deux  équations  dont  les  degrés  res- 
(  varient  de  2  à  4* 

irroH  (N.-W.).  —  Sur  la  théorie  de  la  probabilité  locale,  appli- 
i  des  lignes  droites,  tracées  au  hasard  sur  un  plan  ;  les  méthodes 
n  autre,  étendues  à  la  démonstration  de  certains  théorèmes  nou- 
decalad  intégral.  (19  p.) 

iteur  parvient  au  théorème  suivant,  d*où  Ton  peut  déduire  un 
nombre  d'intégrales  doubles  :  «  Si  0  est  Tangle  sous  lequel  on 
a  point  [Xn  y)  une  aire  convexe  H,  on  a 

//erfxrfr  =  7r(0-2A), 

;ration  s'étendant  à  tout  l'espace  annulaire  compris  entre  il 
contour  convexe   extérieur,  donné  d'une  manière  quelcon- 
9  étant  Taire  de  l'espace  annulaire,  et  A  l'aire  moyenne  du  scg- 
détaché  de  l'anneau  par  une  tangente  au  contour  de  îî.  » 
en  déduit,  par  exemple,  pour  deux  ellipses  homothétiqucs. 
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Phillips  (J.).  —  Notices  sur  qiielques  parties  de  la  surface  de  k 
Lune.  (i3  p.,  3  pi.) 

Sabine  (E.).  —  Contributions  au  magnétisme  terrestre.  N®  9.  (46  p., 

3  pi.) 

Recherches  sur  le  magnétisme  terrestre  dans  les  régions  poltirei 
antarctiques. 

Bashfoivth  (F.).  —  Sur  la  résistance  de  l'air  au  mouvement  des  fr^ 
jectiles  allongés,  pour  diverses  formes  de  la  tête.  (sS  p.) 

Merrifield  (Ch.-W.).  —  Sur  la  loi  de  la  résistance  de  l'air  aux pn- 
jectiles  de  carabine,  (4  p.) 

L*auteur  trouve  une  résistance  proportionnelle  au  cube  de  la  ?!•' 
tcssc. 

Storcs  (G.-G.).  —  Communication  des  vibrations  d'un  corps  vibrmi 
à  un  milieu  gazeux,  (17  p.) 

Étude  mathématique  entreprise  à  l'occasion  de  rexpérienœ  às 
Leslie  sur  Textinction  du  son  par  le  mélange  de  l'hydrogène  ifal 
Tair  atmosphérique. 

AiRY  (G.-B.).  —  Comparaison  des  perturbations  magnétiques  Mi- 
quées  par  le  magnétomètre  enregistreur  de  V Observatoire  Royal  deGrsm 
îtich,  avec  les  perturbations  magnétiques  déduites  des  courants  gahmi 
ques  terrestres  correspondants^  indiqués  par  le  galvanomètre  enregistrer 
de  l'Observatoire  Royal.  (8  p.) 

HuGGiNs  (W.).  —  Nouvelles  observations  sur  le  spectre  de  quelfÊS 
étoiles  et  de  quelques  nébuleuses,  avec  un  essai  pour  déterminer,  d^epfi 
cefuy  si  ces  corps  se  meuvent  en  s* approchant  ou  en  s'éhignant  de  la  Titfi 
et  des  observations  sur  les  spectres  du  Soleil  et  de  la  Comète  H,  186I 
(36  p.,  I  pi.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  conditions  d'existence  de  trois  racines  égû 
ou  de  deux  couples  de  racines  égales  dans  une  quartique  ou  une  fM 
tique  binaire,  (12  p.) 

PoLLocK  (Sir  Fr.).  —  Sur  les  mystères  des  nombres,  auxquels  Ffl 
mat  fait  allusion.  —  Deuxième  Communication,  (16  p.,  2  pi.) 

Sur  la  décomposition  des  nombres  eu  carrés,  en  nombres  triangi 
lairrs^  elc. 
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Maxwell  (J.-C.).  —  Sur  une  méthode  pour  faire  une  comparaison 
iirectede  l' électro$tal\que  avec  la  force  électromagnétique;  avec  une  Note 
nwlë  théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  (i5  p.) 

Parrf^  (^^•)-  —  ^^^  '^*  marées  à  Bombay  et  à  Kurrachee.  (12  p., 

T.  CLIX,  1869  (Première  Partie). 

Warben  de  la  Rue,  Balfour  Stewart  el  Benjamin  Lch:wy.  — 
Bifekerches  sur  la  physique  du  Soleil.  Positions  héliographiques  et  aires 
ées  taches  solaires  observées  au  photohéliographe  de  Keto,  en  1869.  et 
i863.  (1 10  p.^  2  pi.) 

Catley  (A.). —  Troisième  Mémoire  sur  les  surfaces  gauches  [Scrolls). 
:i6p.) 

Ce  Mémoire  est  un  supplément  au  second  Mémoire  sur  les  surfaces 
gauches  {Phil.  Trans.,  i864)  p-  ^^9-^77))  et  est  aussi  relatif  à  la 
théorie  des  surfaces  gauches  du  quatrième  ordre  (quartiques).  L'au- 
teur y  traite  de  deux  espèces  de  surfaces  omises  dans  son  second 
Mémoire. 

RoBiivsoif  (T.-R.)  et  Grubb  (Th.)  —  Description  du  grand  télés- 
tope  de  Melbourne,  (35  p.,  10  pi.) 

Cet  instrument  est  un  réflecteur  de  4  pieds,  à  miroir  métallique, 
construit  d'après  le  système  deCassegrain,  et  destiné  à  Tobservation 
its  nébuleuses  de  Thémisphère  austral. 

Catley  (A.).  —  Mémoire  sur  la  théorie  des  surfaces  réciproques. 

l^  P- ' 
Extension  de  la  théorie  de  ces  surfaces  donnée  par  M.  Salmon 

iua  sa  Géométrie  analytique. 

Catley  (A.)  —  Mémoire  sur  les  surfaces  du  troisième  degré.  (96  p.) 
Ce  Mémoire  fait  suite  au  Mémoire  de  M.  Schlâfli  sur  la  distribu- 
lÎM  des  surfaces  du  troisième  ordre  en  espèces,  eu  égard  à  la  présence 
w  à  V absence  des  points  singuliers,  et  à  la  réalité  de  leurs  lignes.  [Phil. 
îraiM.,  i863,  p.  193-241.)  Mais  le  point  de  vue  auquel  se  place 
Tamcur  est  différent.  Il  ne  tient  aucun  compte  de  la  division  fondée 
>ur  U  réalité  des  lignes,  ne  conservant  que  la  division  en  22  ou 
platùt  en   23  cas,  ayant  pour   base  la  nature  des  singularités.  11 

Bail,  drt  Sciences  mathém.  etastron.^  t.  I.  tJ»»in  1870.)  l3 
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s'attache  à  cette  question,  en  vue  suilout  de  la  lumière  qu*elle  jette 
sur  la  théorie  des  surfaces  réciproques. 

Chambers  (Ch.). —  Sur  le$  variations  solaires  de  la  déclinaison  wm- 
gnétique  d  Bombay  (24  p.,  6  pi.) 

Résultats  d'observations  faites  pendant  les  sept  années  1 85^^  i 
l'Observatoire  du  Gouvernement  a  Bombay. 

AiRY  (G. -6.).  —  Sur  les  itiégalilés  diurnes  et  annuelles  du  mëgné- 
iisme  terrestre,  déduites  d'observations  faites  à  l'Observatoire  Itoya/  4r 
Greenwich,  de  i858  à  i863.  Suite  d'une  Communication  sur  les  iMé§Ê- 
lités  diurnes  de  184 1  à  1807,  imprimée  dans  les  Philosophical  Transac- 
tions de  i863.  Avec  une  Note  sur  les  inégalités  lun4}-^iumes  et  autres 
inégalités  lunaires^  déduites  d'observations  s' étendant  de  1848  4  i863. 

(12  p.,4pl) 

LocKYER  (  J.-N.). —  Observations  spectroscopiques  sur  le  Soleil.  N^D. 
(20  p.,  2  pi.) 

Recherche  des  protubérances  rouges  au  moyen  du  spectroscope. 

VERSLAGEN  EN  MEDEDEELLNGEN  der  Kow  inclure  Akadehii 
VAN  Wetenschappen  TE  AMSTERDAM.  2***  Rccks,  3***Deel^  1869  (*). 

Cohen  Stuart.  —  Sur  les  formules  connues  de  l'équilibre  iniérieitr 
d'un  cylindre  creux  et  d'une  sphère  creuse.  (3p.;  holl.) 

Cohen  Stuart.  —  Sur  la  pression  exercée  sur  les  points  d'appm, 
(3  p.-,  holl.) 

Euler  a  démontré  que  la  recherche  des  pressions  exercées  sur  se» 
points  d'appui  par  un  corps  pesant,  reposant  sur  un  plan  horÎKmtal 
par  un  nombre  quelconque  de  points,  est  un  problème  déterminé, 
lorsque  le  corps  est  parfaitement  rigide  et  que  les  points  d'appui 
cèdent,  dans  la  direction  des  pressions,  de  quantités  proportionneUd 
à  ces  pressions.  M.  Cohen  Stuart  étend  la  même  proposition  au  cas 
où  le  corps,  limité  par  une  surface  quelconque,  repose  sur  un  nom- 
bre quelconque  de  surfaces  Gxes  et  est  soumis  à  des  forces  qoA 
conques. 

Stamkart  (F.-J.).  —  Mesure  d'une  base  dans  la  mer  de  ilarfesi, 
pendant  l'été  de  1868.  (28  p.,  2  pi.;  holl.) 

l'*^  jértrf  et  Communications  de  l'Âcattémie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam.  7*  Se 
ri(>,  t.  III;  t^^.  —  l'n  volume  in-8<*  pur  an.  F.n  hotUndaU  «iten  frança». 
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floEK.  —  Détermination  de  la  mtesse  avec  laquelle  est  entraîné  un 
rtfm  lumineux  traversant  un  milieu  en  mouvement.  (8p.,  i  pl.^  fr.) 

BiEujfs  DE  Haâii.  —  Sur  la  théorie  des  intégrales  définies.  N^  IX. 
(17p.,  I  pi.;  hoU.) 

Sur  les  intégrales  singulières.  Cauchy  appelle  ainsi  les  intégrales 
ttnies  dont  les  limites  sont  prises  à  des  distances  infiniment  petites 
it  put  et  d'autre  d'une  valeur  qui  rend  infinie  la  fonction  sous  le 
ifÊt  J .  Généralement  ces  intégrales  sont  indéterminées ,  sauf  les 
€V Quelles  s'annulent.  Dans  ces  derniers  cas,  une  intégrale  définie, 
friie  entre  des  limites  qui  comprennent  entre  elles  la  valeur  critique, 
cA complètement  déterminée.  M.  Bierens  de  Haan  étudie  en  parti- 
adier  les  intégrales 

fd  Kmt  finies  et  continues  toutes  les  fois  quey*(rr]  est  continue  dans 
kfoiûnage  de  rr  =  f . 

IKKfATSBERICHTE  der  Kôhiglich  Prevssischbn  âkàdemie  der 
WisssHscHAFTEH  zu  Berlin.  Jahrgang  1869  (*). 

Cbiistoffel.  —  Sur  la  transformation  des  expressions  différentielles 
htmofénes  entières.  (5  p.) 

LirscBiTz. —  Recherches  sur  les  fonctions  homogènes  entières  de  n  dif- 
fèmtiilUs, 

KiosEOLEH  (L.).  —  Sur  les  systèmes  de  fonctions  de  plusieurs  varia* 
H»,  (a  art.,  44  P-) 

Avwns.  —  Sur  la  valeur  de  la  constante  de  Vaberration  d'après  les 
àsmmUons  de  Molyneux.  [Zg  p.] 

Do  Bou-Rbtmoitd.  —  Sur  le  mouvement  apériodique  des  aimants. 

WnEisTEÀSs.  —  Sur  les  fonctions  monodromes  les  plus  générales  de 
"t^rioUet,  à  ^n périodes.  (4  p.) 

(*)  comptes  reÊtdms  m%emmel$  de  V Académie  Royale  des  Sciences  de  Prusse,  à  Berlin 
^■litiiSi).  —  Paraît  chaque  mois  par  lÎTraitionft  in-8,  en  langue  allemande. 

i3. 


V 
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KiRCHHOFF  ^G.-R.).  —  Sur  les  forces  que  peuvent  paraître  emeer 
Vun  sur  l'autre  deux  anneaux  rigides^  infiniment  minces,  dans  «n/lnMlr, 
(6  p.) 

RENDICONTI  del  Reale  Istituto  Lombardo  di  Scieh ze  e  Lnnu. 
2*  Série;  Milan  (*). 

T.  n,   1869.  Fasc.  1-16. 

Brioscht  (F.).  —  Sur  l'équation  qui  donne  les  points  d'tft^xtdt 
des  courbes  elliptiques.  (7  p.) 

Les  courbes  elliptiques  sont  les  courbes  planes  du  n*^""  ordre,  tjaM, 

points  doubles  ou  de  rebroussemcnt.  Leurs  coordonnée 

homogènes  2|,  x^^  x^  peuvent  s'exprimer  par  trois  équations  deli 
forme 

pXi=fi(x)  '¥-(fi{x)^(x),      (1  =  1,2,3), 

X  étant  un  paramètre  variable; y),  f,  des  fonctions  entières  et  ration- 
nelles, et 

^(x)=)/x(i-'X){i—k'x)  (**). 

M.  Brioschi  ramène  la  résolution  de  Téquation  aux  points  d'in" 
flexion  à  des  équations  des  quatre  premiers  degrés. 

Cremona  (L.).  — Sur  la  transformation  des  courbes  hyperellipi- 
ques,  (5  p.) 

On  appelle  ainsi  une  courbe  dont  les  coordonnées  sont  exprim» 
blés  rationnellement  au  moyen  d'un  paramètre  i  et  de  la  racine  carré 
d'une  fonction  entière  Q(^)  de  degré  2p  +  2  (Clebsch  et  GoiDAl 
Théorie  d,  Ab.  Funct.^  p.  69  et  77).  L'auteur  étend  le  procédé  d 
transformation  appliqué  dans  l'Ouvrage  cité  aux  cas  de  p  =  1  et  d 

p=:2. 

Casorati  (F.)  et  Cremona  (L.).  —  Sur  le  nombre  des  moiuksà 
équations  ou  des  courbes  algébriques  d*un  genre  donné.  (5  p.) 

Le  mot  genre  est  pris  ici  dans  le  même  sens  que  le  mot  Klasse  (Rn 


(*)  Publié  annuellement  en  vingt  fascicules  in-8;  en  langue  italienne.  Prii:  ia( 
pour  l'Italie. 

(** )  Cleb!»ch,  Ueber  diejenigen  Curven  u.s.w.  [Journ.  de  Creîîe^  t.  LXIVV  —  Cnwci 
OoRDAN,  Th,  d.  Âh.  Funct. 
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MAAN,  Th.  d.  Ah,  Funet,)  et  le  mot  Geschlecht  (Clebsch  et  Goruan). 
Le  nombre  des  modules  des  courbes  du  genre  p  ayant  été  indiqué 
pir  Riemann  comme  égal  kip  —  3,  et  par  Cayley  {Proc,  of  the  Lon- 
im  Math.  Soc.,  oct.  i865)  comme  égal  à  4P  —  6)  1^  question  a  été 
iéàdée  dans  le  sens  de  Riemann  par  Brill.  (Math.  Annakn,  t.  I, 
p.  ioi.) 

Beltrami  (  E.)  .  —  Sur  un  nouvel  élément  introduit  par  M,  Christoffel 
ému  la  théorie  des  surfaces.  (10  p.) 

Au  sujet  du  Mémoire  de  Christoffel  :  Allgemeine  Théorie  der  geo- 
idtischen  Dreiecke  [Mém,  deVAc.  deBerlin,  1868, p.  1 19-176).  Si  une 
ligne  géodësique  ab  tourne  d'un  angle  infiniment  petit  da>  autour  de 
t.  Tare  ds  décrit  par  6,  a  pour  mesure  dtù  X  une  certaine  quantité, 
que  ChristofTel  nomme  la  longueur  réduite  de  ab.  C'est  sur  cette  consi- 
dération que  sont  fondées  les  recherches  importantes,  sur  lesquelles 
M.  Beltrami  présente  ici  quelques  remarques. 


MÉLANGES. 
FlJllililLLES  n  I.  lilÉ,  LE  liRDI  3  III  1870. 


DISCOURS  DE  M.  BERTRAND. 

«  La  mort  de  notre  excellent  et  illustre  confrère  est  une  perte 
cruelle  pour  l'Académie.  Sa  tache  d'inventeur  était  depuis  longtemps 
accomplie,  et  les  infirmités  qui  l'éloignaient  de  nos  séances  lui  avaient 
interdit  le  travail  ;  mais  la  gloire  d'un  tel  nom  était  encore  une  force 
pour  nous  tous,  et  la  Section  de  Géométrie  pouvait,  après  tant  de 
pertes,  saluer  avec  un  légitime  orgueil,  dans  son  vénéré  et  cher 
4>yen,  l'un  des  représentants  les  plus  élevés,  en  Europe,  de  la  Phy- 
àepe  mathématique  et  de  la  Philosophie  naturelle. 

»  Lamé  a  été  un  grand  géomètre,  il  a  créé  des  méthodes  aujoiu*- 
<11iui  classiques  \  mais  il  était  avant  tout  un  grand  esprit,  un  penseiu* 
aux  conceptions  hardies,  un  investigateur  obstiné  des  secrets  les  plus 
cachés  de  la  natiu*e. 

K  Aucun  rôle  n'est  plus  grand  dans  l'histoire  de  la  science  que 
ci'lui  dos  physiciens  géomètres.  Cette  grande  école  a  compté  dans 
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notre  Académie,  depuis  Huyghens,  de  bien  iU astres  représentants; 
celui  que  nous  perdons  aujourd'hui  était,  dans  l'opinion  de  toUi 
leur  plus  éminent  successeur. 

»  Peu  d'esprits,  à  aucune  époque,  ont  été  plus  aptes  que  celui  de 
Lamé  au  maniement  des  formules  analytiques.  H  excellait  à  donner 
une  forme  élégante  et  concise  aux  expressions  les  plus  rebellei. 
Quelque  question  qu'il  abordât,  la  solution  contenait,  comme  à  m 
insu,  d'admirables  développements  analytiques,  dont  il  était  le  leiil 
a  méconnaître  l'intérêt  propre. 

))  n  avait  placé  plus  haut  le  but  de  ses  efforts  ;  les  Mathématiqui 
ont  été  surtout  à  ses  yeux  un  instrument  destiné  à  pénétrer  la  nature; 
La  joie  qu'il  éprouvait  parfois  à  contempler  l'élégance  de  ses  méthodei 
et  de  ses  résultats  intermédiaires  n'était  pas  chez  lui  la  satisfadîn 
vulgaire 'de  l'auteur  complaisant  pour  son  œuvre  ^  il  songeait  trop  i 
ce  qui  lui  restait  à  faire,  pour  s'enorgueillir  de  ce  qu'il  avait  bk 
L'esprit  toujours  tendu  vers  le  but  qu'il  espérait  atteindre,  toull 
autre  conquête  était  à  ses  yeux  sans  valeur,  et  si  les  bonnes  fortonei 
analytiques,  si  souvent  admirées  par  de  si  grands  juges,  ne  le  lui- 
saient pas  indiflérent,  c'est  qu'il  estimait  qu'elles  ne  sont  possible 
que  sur  la  route  de  la  vérité. 

»  Cc'ttc  conviction,  aussi  sincère  chez  lui  que  modeste,  n'était  ptt 
partagée  par  les  géomètres.  Trop  d'exemples  prouvent  que  ces  hasud 
heureux  n'arrivent  qu'à  certains  esprits,  et  qu'à  ceux-là  ils  arriver 
toujours.  L'Algèbre,  comme  toutes  les  langues,  a  ses  grands  écrivain 
qui  savent  marquer  tous  les  sujets  à  l'empreinte  de  leur  génie,  e 
forcer  l'admiration  de  ceux  mêmes  qui  n'acceptent  pas  leurs  pri 
misses  ;  mais  le  triomphe  des  idées  est  pour  les  esprits  de  premie 
ordre  le  seul  but  réellement  digne  d'efforts,  et  le  seul  souvenirqa'fl 
veulent  attacher  à  leur  nom. 

»  Telle  a  été  la  préoccupation  incessante  de  Lamé.  U  ne  s'étii 
rien  proposé  de  moins  que  de  relier  toutes  les  lois  physiques  dans  k 
conséquences  d'un  principe  unique,  en  les  rattachant,  avec  celles  d 
la  Mécanique  et  du  Système  du  monde,  à  l'étude  d'un  fluide,  dont  le 
physiciens,  depuis  Fresnel,  ne  contestent  plus  l'existence.  Malgi 
les  grands  travaux  qui  la  préparent,  une  œuvre  aussi  vaste  ne  pouvai 
être  accomplie  par  un  seul  homme.  Lamé  savait  qu'il  n'y  mettrai 
pas  la  deniièrt^  main,  mais  il  a  épuisé  ses  forces  à  l'attaquer  en  lou 
sens. 
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n  Les  auditeurs  de  la  Sorbonne  n'ont  pas  oublié  les  accents  gêné- 
rau:  qui,  chaque  année,  au  début  de  son  cours,  les  conviaient  à  la 
tkhe  pour  laquelle  il  eût  voulu  unir  les  efforts  de  tous.  Persuadé  que 
le  succès  était  proche,  peu  lui  importait  que  d'autres  atteignissent  le 
bit  avant  lui,  pourvu  que  la  vérité  fût  révélée. 

t  Cet  enthousiasme  éloquent  par  lequel  il  stimulait  les  jeunes 
stfants.  Lamé  le  portait  dans  toutes  les  questions  qui  intéressaient 
b  science  )  il  nous  étonnait,  sans  jamais  froisser  personne,  par  Tar- 
denr  de  ses  convictions  et  l'élévation  passionnée  et  émue  de  sa  parole. 
Qd  sentait  en  toute  occasion,  sous  la  rigueur  du  géomètre,  l'imagina- 
tion brillante,  féconde,  poétique  parfois,  du  philosophe  et  la  généro- 
sité entraînante  et  dévouée  de  l'homme  de  bien. 

•  L'élévation  et  la  variété  de  son  œuvre  n'ont  jamais  altéré  la 
Bodestie  de  notre  excellent  confrère  \  il  s'humiliait  devant  la  gran- 
deur des  problèmes  dont  il  ne  pouvait  détacher  ses  efforts  en  ré- 
servant pour  les  principes  seuls  de  ses  travaux  son  admiration  tout 
entière. 

»  L'avenir  prononcera;  mais  que  sa  cause  triomphe,  ou  que  ses 
espérances  s'évanouissent^  l'histoire  de  la  science  devra  lui  consacrer 
plus  d'une  page  et  saluer  à  plus  d'un  titre  les  œuvres  que  leur  solide 
beauté  ferait  survivre,  quoi  qu'il  puisse  arriver,  aux  hypothèses 
wèmes  qui  les  ont  inspirées.  » 


DISCOURS  DE  M.  COMBES. 

«  Le  corps  des  Ingénieurs  des  Mines,  dont  je  suis  ici  l'organe, 
tient  à  honneur  de  revendiquer  comme  l'un  des  siens  le  professeur 
illostre,  le  géomètre  éminent  dont  nous  venons  rendre  les  restes  mor- 
tes à  la  terre.  Les  premiers  travaux  de  Lamé  ont  été  publiés  dans  le 
Recueil  des  Annales  des  Mines,  de  1819  à  i83o.  C'est  d'abord  un 
Mémoire  sur  une  nouvelle  manière  de  calculer  les  angles  des  cris- 
Uni,  où  l'auteur,  tout  en  reconnaissant  les  avantages  particuliers 
«ax  considérations  purement  géométriques  appliquées  par  Haiiy, 
montre  comment  l'analyse  de  Descartes  conduit  à  une  formule  géné- 
fJe  qui  embrasse  tous  les  cas  possibles.  Une  note  de  la  rédaction 
0'>us  apprend  que  cet  article  est  extrait  d'un  Ouvrage  de  Lamé,  ayant 
P'mr  litre  :  Examen  des  différentes  méthodes  employées  pour  résoudre 
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les  problvme»  de  Géométrie,  et  les  rédacteurs  ajoutent  :  «  Cel  Ouvrage 
»  sera  lu  avec  un  grand  intérêt  par  les  personnes  qui  se  livrent  à 
»  Tétude  des  Mathématiques;  elles  y  trouveront  des  principes  gêné- 
»  raux  dont  elles  pourront  faire  de  fréquents  usages  pour  la  solution 
»  des  problèmes.  »  Lamé  était  alors  élève  ingénieur  des  Mines.  Le 
tome  suivant  du  Recueil  renferme  des  extraits  du  Journal  du  royogt 
qu'il  fit  avec  M.  Tliirria  aux  usines  du  Creuzot  et  à  celles  de  Vienne 
et  de  la  Voulte,  dans  la  vallée  du  Rhône. 

»  On  sait  qu'en  quittant  l'Ecole  des  Mines,  Lamé  et  son  ami  Cla- 
peyron  partirent  pour  la  Russie,  où  ils  séjournèrent  jusqu'en  i83oy 
remplissant  à  la  fois  les  fonctions  de  professeurs  et  d'ingénieiin. 
Pendant  ces  dix  années,  ils  entretinrent  une  correspondance  saine 
avec  plusieurs  membres  du  corps  des  Mines ,  particulièrement  avec 
M.  Baillet,  professeur  du  Cours  d'exploitation  des  Mines.  Lamé  écri- 
vait, eu  18214?  À  cet  excellent  homme,  son  vénéré  maître  et  le  mien: 
<(  Le  souvenir  des  leçons  dans  lesquelles  vous  m'avez  inspiré  U  goûi  is 
n  la  Mécanique  pratique  me  fait  espérer  que  ce  qtàe  je  prends  la  liberté 
»  de  vous  écrire  ici  ne  sera  pas  sans  intérêt  pour  vous,  » 

»  On  trouve  dans  cette  lettre  un  exposé  bref  et  élisant  du  calcul 
des  p(mts  suspendus  en  chaînes  de  fer,  la  description  d'une  machine 
à  essayer  les  résistances  des  chaînes  k  la  rupture  et  à  l'extension,  et 
les  résultats  des  expériences  faites  sur  des  fers  de  diverses  prove- 
nances. L'année  suivante,  il  adressait  également  a  M.  Baillet  les  dé- 
ments principaux  du  projet  d'un  p<mt  en  chaînes  de  1  oaa  pieds 
d'ouverture  sur  la  ^féva,  dressé  par  lui,  par  Clapeyron  et  par  Ba- 
zaine,  du  corps  des  Ponts  et  Chaussées  de  France,  engagé  comme  eu 
au  service  de  la  Russi(^ 

»  Us  avaient  envoyé.  Tannée  précédente,  à  l'Académie  des 
Sciences,  un  Mémoin*  sur  la  stabilité  des  voûtes,  composé  à  l'occa- 
sion dt*  la  reconstruction  de  l'église  Saint-Isaac,  à  Saint-Pétersbonrg, 
présentant  deux  portiques  seuiblables  à  celui  du  Panthéon  de  Rome, 
dont  chacun  devait  ètrt?  rtïcouvert  par  une  voûte  en  lM?rceau  et  en 
plein  cei litre,  et  par  deux  pi at<rs-ba iules  latérales.  La  %oùtc,  de  pins 
de  40  pieds  de  diamètre,  assisi;  sur  des  colonnades  sans  autre  massif 
latéral  pour  n'*sister  à  la  poussée,  pi-ésentait  de  gra>es  difficultés  eC 
des  doutes  avaient  été  élevés  sur  sa  stabilité.  Chargés  de  traiter 
question,  ils  établirt*tit  unt*  tlu*orie  qui,  au  jugement  de  l'ill 
rapiK>rteur  de  l'Acadéuiie,  !V1.  de  Prony,  offrait  des  résultais 
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rieux  et  nouveaux,  obtenus  par  une  analyse  conduite  avec  adresse 
et  élégance.  L'originalité  et  la  netteté  de  Texposition  sont  égale- 
ment de  sa  part  Tobjet  d'éloges  auxquels  rAcadémie  s'associait 
en  i8a3,  et  qui  ont  été  consacrés  depuis  par  Tassentiment  de  tous 
les  ingénieurs. 

»  Le  Mémoire  sur  les  engrenages,  imprimé  en  1824^  et  resté  clas- 
nqne  dans  l'enseignement  des  machines,  se  distingue  par  les  mêmes 
qualités. 

>  En  1828,  Lamé,  sans  avoir  eu  connaissance  des  travaux  anté- 
rieurs de  Navier  et  de  Cauchy  sur  l'équilibre  intérieur  des  solides 
âastiques,  arriva  non-seulement  aux  mêmes  résultats  que  ces  illustres 
géomètres,  mais  encore  en  obtint  beaucoup  d'autres,  parmi  lesquels 
nous  citerons  la  découverte  des  surfaces  que  l'on  peut  appeler,  sui- 
vant l'expression  de  notre  savant  confrère  M.  de  Saint- Venant,  les 
rfmx  vériiabks  ellipscUdes  des  pressions,  dont  l'un  donne  par  ses 
njons  vecteurs  leurs  directions  et  intensités,  et  l'autre  par  ses  plans 
tmgents  les  directions  des  faces  sur  lesquelles  agissent  ces  pressions. 
Son  beau  Mémoire,  écrit  en  Russie  en  commun  avec  Clapeyron, 
commença  à  élucider  une  matière  auparavant  diflicile  à  aborder. 
Les  Leçons  sur  l'élasticité,  de  i852,  ont  complètement  éclairé  ce 
SQJel  et  ont  approprié  les  principes  de  l'équilibre  intérieur  des  corps 
aux  applications  même  pratiques,  ainsi  que  le  montrent  les  récents 
Mémoires  de  savants  ingénieurs  des  Ponts  et  Chaussées  sur  l'équilibre 
des  terres  et  l'hydrodynamique  des  cours  d'eau. 

A  Le  Mémoire  de  1 828  présente  d'admirables  exemples  d'intégra- 
tion des  équations  de  l'élasticité;  mais  le  plus  mémorable  est  la  ma- 
gnifique solution,  donnée  vingt  ans  plus  tard,  du  problème  de  la 
déformation  d'une  sphère  élastique  pleine  ou  creuse,  sollicitée  par 
des  forces  distribuées  d'une  manière  quelconque  à  sa  surface. 

»  Après  sa  rentrée  en  France  en  i83o,  Lamé,  devenu  professeur 

U'Ecole  Polytechnique  et  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  a  néan- 

inoins  coopéré,  comme  ingénieur,   avec  son  ami  Clapeyron,  à  la 

Sr^nde  œuvre  de  la  construction  des  chemins  de  fer;  il  a  pris  une 

part  effective  et  considérable  aux  projets  et  à  l'exécution  de  ceux  de 

ram  à  Saînt-Gennain  et  de  Paris  à  Versailles,  rive  droite. 

•  Lamé  n'a  donc  pas  été  seidenient  un  géomètre  éminent  et  l'un 
des  écnvains  les  plus  distingués  de  notre  temps  :  ses  travaux  ont  eu 
^  Aorimt  pour  l'art  des  constructions  des  conséc|uences  praticjues 
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dont  l'importance  devient  chaque  jour  plus  manifeste^  son  nom 
appartient  à  la  fois  à  Thistoire  de  la  science  pure  et  à  celle  des 
sciences  appliquées  par  les  ingénieurs  du  Corps  auquel  il  s'honorait 
d'appartenir.  C'est  parmi  eux  qu'il  a  choisi  celui  à  qui  il  a  confié  le 
bonheur  de  sa  fille,  et  qui  a  partagé  avec  elle  les  soins  pieux  dont  il 
a  été  entouré  dans  sa  vieillesse  et  sa  longue  maladie. 

»  Tous  ceux  d'entre  nous  qui  ont  eu  le  bonheur  de  connaîtra 
Lamé  raiinalcnt  pour  les  excellentes  qualités  de  son  cœur,  autant 
qu'ils  l'admiraient  pour  les  grandes  et  brillantes  facultés  de  son 
esprit.  Sa  mémoire,  dont  nous  ne  séparerons  pas  celle  de  Cla- 
peyron,  l'cstera  en  vénération  dans  le  Corps  des  ingénieurs  dei 
Mines.  » 


DISCOURS  DE  M.  PUISEUX. 

c(  En  présence  de  cette  tombe  qui  va  se  refermer  sur  une  de  noi 
gloires  scientifiques,  vous  permettrez  aux  professeurs  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris  d'exprimer  la  douleur  que  leur  cause  la  perte 
d'un  collègue  vénéré.  Chargé  de  leur  servir  d'oi^ane,  j'essayerai  de 
remplir  cette  pieuse  mission  en  vous  disant  combien,  parmi  nom, 
les  travaux  de  M.  Lamé  étaient  admirés,  et  combien  aussi  était 
apprécié  son  noble  caractère. 

»  Attiré  vers  les  re<^herches  spéculatives  par  la  conscience  de  ion 
génie,  M.  Lamé  s'était,  de  bonne  heure,  donné  tout  entier  i  la  science. 
Ses  premières  productions  le  placèrent  au  rang  des  maîtres.  LaplacCi 
Fourier,  Poisson,  venaient  de  fonder  la  théorie  mathématique  de  h 
chaleur  *,  notre  illustre  collègue  sut  lui  donner  un  nouvel  essor.  D 
aborda  victorieusement  des  questions  qui  avaient  arrêté  ses  célèbres 
devanciers,  et  les  méthodes  fécondes  qu'il  imagina  pour  les  résoudre 
ne  servi j*ent  pas  seulement  à  perfectionner  cette  théorie  particulière: 
elles  ouvrirent  une  voie  nouvelle  dans  les  recherches  de  Géométrie  et 
de  Physique  mathématique.  Admirablement  écrits  d'ailleurs,  cci 
premiers  Mémoires  de  M.  Lamé  peuvent  être  cités^  aussi  bien  que 
les  Ouvrages  qui  les  ont  suivis,  comme  des  chefs-d'œuvre  de  rigueoi 
et  de  netteté,  comme  de  vrais  modèles  du  style  scientifique. 

»  La  Physi(|ue  mathématique,  cette  science  de  création  toute  mo- 
derne, a  été  l'objet  principal  et  préféré  des  recherches  de  M.  Lamé^ 
et,  bien  que  nous  lui  devions  des  travaux  très-importants  sur  d*autref 
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sojeU,  notamment  sur  la  théorie  des  nombres,  il  est  toujours  revenu 
i  ses  ëtodes  de  prédilection.  Il  y  était  rappelé  d'ailleurs  par  son  en- 
fogDement,  et  les  leçons  qui  avaient  captivé  son  auditoire  de  la 
Sorbonne  devenaient  la  matière  d'excellents  Traités,  où  presque  tout 
est  original,  et  qui  ont  puissamment  contribué  à  Tavancement  des 
kates  études  mathématiques. 

»  M.  Lamé  avait  cette  passion  de  la  vérité  scientifique  qui  enfante 
les  découvertes  ;  les  progrès  de  la  science  excitaient  chez  lui  un  vit* 
enthousiasme  \  il  rêvait  une  époque  où  les  lois  primordiales  du  monde 
outériel  se  dévoileraient  à  nos  yeux  ;  il  entrevoyait,  et  il  aimait  à  le 
crnre  prochain,  le  moment  où  l'esprit  humain,  guidé  par  T Analyse 
mathématique,  tirerait  d'un  petit  nombre  de  principes  certains  l'ex- 
plication rationnelle  des  phénomènes  physiques.  Même  à  ses  der- 
nières leçons,  lorsque  les  infirmités  amenées  par  l'âge  et  le  travail 
inspiraient  déjà  de  vives  craintes  aux  admirateurs  de  son  talent, 
M.  Lamé  retrouvait,  dans  la  contemplation  de  ses  belles  perspec- 
tires,  une  ardeur  toute  juvénile,  et  il  la  faisait  partager  à  ses  audi- 
teurs. 

»  Aussi  M.  Lamé  n'a  pas  seulement  écrit  des  Mémoires  et  des 
LÎTTes  d'une  importance  capitale  dans  la  science  *,  il  a  formé  des  dis- 
ciples, et,  parmi  les  travaux  des  jeunes  géomètres  d'aujourd'hui,  il 
en  est  bien  peu  qui  ne  portent  la  trace  de  l'heureuse  influence  exercée 
pur  l'éminent  professeur. 

»  n  accueillait  d'ailleurs  les  débutants  avec  une  bienveillance 
qu'ont  éprouvée  plusieurs  de  ceux  qui  m'entendent  et  dont  j'ai  gardé 
pour  ma  part  un  précieux  souvenir.  Il  leur  apprenait,  par  son  exem- 
ple, à  chercher  dans  la  vie  autre  chose  que  la  fortune  et  la  satisfaction 
des  ambitions  vulgaires^  il  les  encourageait  en  même  temps  par  la 
bonté  avec  laqueUe  il  accueillait  leurs  travaux,  dès  qu'il  y  apercevait 
<{aelque  mérite.  De  tels  hommes  sont  rares,  et  leur  perte  est  pour 
nous  un  bien  juste  sujet  d'affliction.  Mais  la  Providence,  qui  les  a 
suscités  pour  nous  servir  de  modèles,  les  récompense  sans  doute, 
dans  un  monde  meilleur,  du  noble  usage  qu'ils  ont  fait  de  leurs 
hantes  facultés.  C'est  dans  cet  espoir  que  j'adresse  à  notre  regretté 
collègue  un  suprême  adieu.  » 
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COURS  DE  lATHÉliTIQUES  DU  COLLÈGE  DE  FIUCE  PEllDillT  LE  SECOU  SEUfllL 

Mécanique  céleste.  —  M.  Serrely  membre  de  Tlnstltut,  conti- 
nuera à  traiter  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour  de  son 
centre  de  gravite.  Il  étudiera  ensuite  les  effets  de  la  precession  et  de 
la  nutation  sur  les  positions  apparentes  des  astres. 

Les  mardis  et  les  vendredis  à  10  heures. 

Mathématiques.  —  M.  lAouville,  membre  de  Tlnstitut,  continuera 
à  traiter  de  diverses  questions  d'analyse. 
Les  lundis  et  samedis,  à  10  heures. 

Physique  générale  et  mathématique.  —  M.  Bertrand,  membre  de 
rinstitut,  continuera  a  traiter  des  lois  mathématiques  relatives  k  la 
transformation  des  forces  physiques. 

Les  mardis  et  vendredis,  à  midi. 


CORRESPONDANCE. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  O.  Hesse.  —  ...  La  citation  que  voiii 
faites  à  la  page  i5  du  Bulletin  me  remet  en  mémoire  un  travail  de 
Jeunesse  dans  lequel  j'avais  revêtu  d'une  forme  peu  élégante  un 
tliéoi*ènie  en  réalité  digne  d'intérêt.  Mais  si  Ton  énonce  ce  théorème 
comme  il  suit  : 

((  Six  quelconques  des  huit  points  d'intersection  de  trois  suifioei 
»  du  second  ordre  peuvent  être  considérés  comme  les  sommets  d'ui 
»  hexagone  gauche.  Les  trois  droites  menées  d'un  point  quelconque 
))  de  l'espace  et  telles  que  chacune  d'elles  rencontre  deux  côtes  op 
»  posés  de  riiexagone  déterminent,  si  l'on  joint  leurs  points  d'inter 
»  section  avec  les  côtés  de  l'hexagone  dans  l'ordre  même  de  ces  côlés^ 
»  un  nouvel  hexagone  inscrit  dans  le  premier  et  dont  les  côtés  se  froth 
»  vent  toujours  sur  un  hyperholoide.  Les  deux  hexagones  inscrits, 
))  formés  de  cette  manière  avec  le  septième  et  le  huitième  point  d'ùi' 
»  tersection  des  trois  surfaces,  sont  situés  sur  le  même  hyperbo 
»  loïde  », 

on  n'hésitera  pas  à  le  placer  sur  le  même  rang  que  le  théorème  di 
Pascal . 

De  même  que  le  théorème  de  Pascal  suilGt  à  la  construction  dui 
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sixième  point  d'une  conique,  quand  cinq  points  sont  déjà  donnés,  de 
même  le  théorème  précédent,  en  supposant  connues  les  propriétés 
de  rhyperboloïde,  apprend  à  construire  linéairement  le  huitième  point 
d'mtersecticn  de  trois  surfaces,  quand  les  sept  premiers  sont  donnés. 
Il  existe  certainement  aussi,  entre  dix  points  d'une  surface  du  se- 
roDd  ordre,  une  relation  géométrique  semblable,  facile  à  énoncer 

Munich,  3o  arril  1870. 

D""  Otto  Hesse. 


Dans  notre  Compte  rendu  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
impliquées,  nous  avions  attribué  à  M.  Liouville  Tintégrale  suivante  : 
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*  arc  tang:r   ,         tt  , 
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M.  Catalan  nous  écrit  que  cette  formule  n'est  pas  nouvelle;  il  Ta 
déjà  donnée  dans  un  Mémoire  dont  voici  le  titre  :  Mémoire  sur  la 
transformai/on  des  séries  et  sur  qtulques  intégrales  définies,  présenté 
î  l'Académie  royale  de  Belgique  le  i"  avril  i865.  La  seconde  partie 
it  cet  él^ant  travail  contient  les  valeurs  d'un  assez  grand  nombre 
Tmlégrales  déGnies,  toutes  déduites  de  l'intégrale  définie  déterminée 
autrefois  par  MM.  Bertrand  et  Serret.  {Journal  de  M.  Liouville^  t.  VIII, 
p.  no;  t.  IX,  p.  436.) 

Nous  profitons  de  l'occasion  pour  indiquer  quelques  autres  Mé- 
OKHres  que  le  nom  de  M.  Catalan  recommande  suffisamment  à  l'at- 
tention des  géomètres. 

Htmarques  stur  V équation  or" —  1  =  0.  (Extrait  des  Bulletins  de 
lAndémie  royale  de  Belgique,  a*  Série,  t.  XXIX,  n**  3,  1870.) 

Sur  les  roulettes  et  les  podaires.  (Même  Bulletin^  a*  Série,  t.  XXVII, 

^•2, 1869.) 
Sur  r addition  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce:  (Ibid.) 
Jurji  du  Concours  quinquennal  des  Sciences  physiques  et  mathéma- 

^f.  Période  de  1864-68.  Rapport  à  M.  le  Ministre  de  r Intérieur. 

Ce  Rapport  contient  principalement  une  analyse  des  beaux  travaux 

^^'l.  Plateau,  que  le  Jury  a  proposé  pour  le  prix  quinquennal.   . 
Sur  quelques  sommations  et  tram  formations  des  séries,  (Extrait  des 

^ilidfir  Accademia  pontificia  de    Nuovi  ïAncei^  t.  XXIJI,  séance  du 

'''mai  18-0.) 


iqs  bulletin  des  sciences 

M.  Mannheem  nous  communique  Ténoncé  du  théorème  suivant  : 

«  Si  Ton  transforme  une  surface  par  la  méthode  des  polaires  ré- 
)>  ciproqucs,  les  lignes  asymptotiques  se  transforment  en  lignes 
)>  asymptotiques,  ou  plutôt  aux  lignes  asymptotiques  d'une  surface 
»  correspondent  les  développahles  formées  par  les  tangentes  aux 
»  lignes  asymptotiques  de  la  réciproque.  i> 

Ce  théorème  est  l'équivalent  du  suivant,  qui  est  sans  doute  connu 
de  tous  ceux  qui  étudient  sérieusement  la  Géométrie,  mais  qu'on 
n'énonce  pas  d'habitude. 

(c  La  définition  des  tangentes  d'inflexion  (tangentes  coupant  It 
))  surface  en  trois  points  consécutifs)  est  dualistique.  Une  tangente 
»  quelconque  ne  coupe  la  surface  qu'en  deux  points  consécutifs,  ei 
»  aussi  on  ne  peut  mener  par  cette  droite  que  deux  plans  tangents  a 
»  la  surface,  confondus  avec  celui  qui  la  contient.  Au  contraire,  n 
»  la  tangente  coupe  la  surface  en  trois  points  consécutifs,  traii  plini 
))  tangents  menés  par  cette  droite  à  la  surface  se  confondront  avec 
)>  celui  qui  la  contient.  » 

Le  théorème  de  M.  Mannheim  trouve  d'ailleurs  une  belle  appli- 
cation dans  l'étude  de  la  surface  des  ondes,  qui,  comme  on  le  sait,! 
ses  deux  nappes  réciproques  l'une  de  l'autre  par  rapport  k  un  ellip- 
soïde. 

G.  D. 


M.  Ph.  Gilbert,  professeur  à  l'Université  de  Louvain,  nous 
envoie  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  de  Belgique,  le  9  octoiwe 
i86g,  sous  le  titre  : 

Sur  une  propriété  des  déterminants  fonctionnels  et  son  applicaiùm  n 
développement  des  fonctions  implicites. 

On  trouvera  démontrée  dans  cet  élégant  travail  la  formule  que 
nous  avions  proposée  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  imAii 
des  séances  de  r Académie  des  Sciences,  t.  LXVIU,  1869,  P*  '^4)  et  qui 
est  destinée  à  remplacer  la  formule  plus  compliquée  de  Laplaoe.  Ace 
propos,  nous  conununiquons  à  nos  lecteurs  une  remarque  que  nooi 
devons  à  M.  Hermite  :  La  formule  qui  donne  le  terme  général  de  te  sinf 
de  Laplace  nest  pas  exacte  pour  les  premiers  termes  du  dévehppemait. 
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RF.CTIPICATIO^f. 

Dans  notre  article  sur  l'important  ouvrage  de  M.  Serret  (Paul), 
flirection,  nous  avions  attribué  à  M.  Hesse  la  priorité,  non  de  la  méthode, 
d*un  tliéorcme  donné  par  M.  Serret  et  relatif  à  6  points  sur  une  conique  (i 
p.  II).  Ce  théorème  se  trouve,  en  effet,  dans  les  n'rr  roHesungem  am 
anahtischen  Géométrie  de  M.  Hesse,  mais  il  a\'ait  déjà  été  publié  par  M. 
Serret  dans  une  suite  d'articles  insérés  aux  Nouvelles  Annales  de  Maihéi 
en  i865.  Le  petit  Traité  de  M.  Hesse  ne  date  que  d'octobre  1866.  Nous 
dons  pardon  à  nos  lecteurs  et  à  M.  Serret  de  Terreur  involontaire  que 
avons  commisi>;  nous  n'osons  pas  répondre,  malgré  les  soins  que  nous 
à  cette  publication,  de  l'exactitude  de  toutes  les  indications  si  nombreuei 
nous  faut  donner  régulièrement.  En  tous  cas,  nous  accueillerons  a\'ec 
sanco  touto>  les  rectifications  qu'on  voudra  bien  nous  indiquer. 

G.  D. 
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nro  PLAnTEH.  Erster  Band.  —  Gr.  in-8®-,  1870.  Leipzig,  Verlag 
ton  W.  Engelmann.  Pr.  :  4  7  Thlr. 

M.  Oppoizer  vient  de  publier  la  première  Partie  de  ses  Leçons 
tÀMinmomie  k  l'Université  de  Vienne  ;  cette  Partie  a  pour  objet  la 
Jtermination  de  l'orbite  d'un  corps  céleste,  comète  ou  planète, 
l*ipm  trois  ou  quatre  observations. 

Ce  ptoblème  a,  comme  on  sait,  provoqué  les  recherches  des  plus 
panda  géomètres  et  astronomes  :  au  commencement  de  ce  siècle, 
GtBii  en  a  donné,  dans  le  cas  des  planètes,  une  solution  merveilleuse 
k  simplicité,  d'él^ance  et  de  précision  ^  c'est  en  grande  partie  d'à* 
fris  la  méthode  de  Gauss  qu'ont  été  calculées  les  orbites  des  cent  dix 
felites  planètes  découvertes  jusqu'ici  entre  Mars  et  Jupiter.  Divers 
fcrfectionnements  ont  été  successivement  apportés  a  la  méthode  par 
kl  astronomes  qui  s'occupaient  de  ces  recherches.  M.  Oppoizer  les 
iqprodnit  avec  soin,  et  propose  lui-même  une  nouvelle  méthode  pour 
k  détermination  de  l'orbite  d'une  planète  d'après  trois  ou  quatre 
diMrrations  ;  dans  les  cas  où  il  l'a  appliquée,  elle  l'emporte,  au  point 
ie me  de  la  précision  et  de  la  rapidité,  sur  celle  de  Gauss.  Ne  serait-ce 
ioDC  qu'à  ce  titre,  son  Ouvrage  ne  fait  pas  double  emploi  avec  le  livre 
tm-soigné  publié  récemment  sur  le  même  sujet  par  Watson  (^)  ;  il 
ctt  appelé  à  rendre  des  services  utiles  aux  amis  de  l'Astronomie  ;  aussi 
fouoDs-nous  qu'on  désirera  voir  paraître  le  plus  promptement  pos- 
Ak  la  seconde  Partie,  celle  où  l'auteur  exposera  la  correction  des 
de  rori:>ite  d'après  un  grand  nombre  d'observations,  et  en 
compte  des  perturbations  spéciales  produites  par  les  planètes 
du  corps  céleste  que  l'on  considère. 
Noos  allons  essayer  de  donner  une  idée  des  matières  traitées  dans 
k  preoiier  volume. 

La  première  Partie  (partie  préparatoire)  s'étend  jusqu'à  la  page  9a  *, 
Faotrar  y  définit  d'abord  avec  précision  les  éléments  des  orbites  des 
comités,  sans  faire  de  distinction  entre  le  mouvement  direct  et  le 
BKNiTement  rétrograde,  en  comptant  l'inclinaison  de  zéro  à  180  de- 


'•)  Watmw,  Theârical  Asironomr;  Philadelphie,  186R. 
Bëll.  des  Sciences  mmth^m.  et  astron.,  t.  I.  (Juillet  187a.)  ^4 
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grés  ^  il  met  en  regard  les  éléments  de  deux  orbites,  exprimés  dans  ce 
système  et  dans  l'ancien,  où  l'on  spécifie  la  nature  du  mouvement, 
direct  ou  rétrograde.  Il  s'occupe  ensuite  de  la  transformation  dei 
coordonnées  écliptiques  en  équatorialcs  ou  inversement,  donne  dei 
exemples  numériques,  et  indique  les  précautions  i  prendre,  dam 
certains  cas,  pour  obtenir  toujours  la  plus  grande  précision,  par 
exemple  quand  les  latitudes  sont  très-faibles.  Il  rappelle  les  fbrmnlei 
pour  passer  des  coordonnées  géocentriques  aux  héliooentriqoes  d 
les  formules  inverses ,  celles  qui  permettent  de  tenir  compte  de  la 
parallaxe,  quand  on  connaît  la  distance  de  l'astre  à  la  Terre,  oo, 
quand  on  ne  la  connaît  pas,  en  introduisant,  dans  ce  dernier  cas,  k 
lieu  fictif;  en  opérant  ainsi,  on  a  l'avantage  de  pouvoir  tenir  oomple 
tout  de  suite  de  la  latitude  du  Soleil. 

Pour  le  mouvement  dans  rort>itc  parabolique,  nous  ttonTOiii,  i 
la  fin  du  volume,  la  Table  de  Barker  légèrement  modifiée;  c'est  la 

Table  Y,  qui  donne  la  valeur  de  M  =  -j  pour  les  valeurs  de  v  cob- 

prises  entre  zéro  et  3o  degrés,  et  variant  de  minute  en  minute,  et  les' 
valeurs  de  logM^  quand  v  est  compris  entre  3o  et  1^5  d^rés;  b 
Table  VI  permet  d'appliquer  la  méthode  de  Bessel,  quand  ranoiiidk 
vraie  est  trop  forte,  plus  grande  que  167  degrés,  et  elle  est  alors  d*ia 
emploi  plus  commode  que  la  Table  de  Barker. 

Pour  les  orbites  voisines  de  la  parabole^  nous  voyons  mentionnée! 
les  méthodes  de  Bessol  et  de  Bninnow,  tandis  que  ccUe  de  Gauss  y 
est  traitée  en  détail  et  avec  des  exemples  numériques;  Tapplicatioa 
de  cette  méthode  est  facilitée  par  IVmploi  des  Tables  V  et  VU. 

Les  derniers  Chapitres  de  la  première  Partie  ont  en  vue  les  cor- 
rections de  précession,  nutation  et  aberration. 

Nous  arrivons  à  la  deuxième  Partie,  la  détermination  des  oiUtei, 
et  d*abord  celle  des  orbites  paraboliques. 

Cinq  données  suffisant  pour  déterminer  une  orbite  parabolique,  h 
seconde  observation  sera  employée  st^ulement  à  fournir  une  relatioa 
entre  les  deux  quantités  nécessaires  à  fixer  la  position  d*un  grand 
cercle  auxiliaire  passant  parle  stx^nd  lieu  observé.  L*autear expoie 
les  relations  connues  provenant  de  ce  que  les  trois  positions  de  h 
comète  sont  dans  un  plan  passant  par  le  SoIeiK  et  il  en  tire  TéquatiAi 

^"=^991  -I-  Mo', 
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\  et  M  étant  des  fonctions  des  quantités  observées  et  des  secteurs 
■iai^gulaires  compris  entre  le  Soleil  et  les  positions  de  la  comète 
riKs  deux  â  deux. 

n  démontre  ensuite  l'équation  d'Euler  (appelée  d'ordinaire  Véqua- 
'm  4e  ïjamhert)^  reproduit  une  transformation  élégante  d'Encke 
elative  a  cette  équation,  et  qui  permet  de  calculer  aisément  la  corde 
entre  deux  positions  de  la  comète,  quand  on  connaît  les 
de  ces  positions  au  Soleil  et  le  temps  que  la  comète  emploie 
de  l'une  i  l'autre.  Il  développe  en  séries  les  expressions 
ei  secteurs  triangulaires,  détermine  Tordre  de  petitesse  des  divers 
nues,  et  montre  très-bien  qu'on  aura  la  précision  désirable  si  l'on 
Mojettit  le  grand  cercle  auxiliaire  à  passer  par  le  lieu  moyen  du 
okil;  c'est  la  méthode  d'Olbers  qui  donne  m  =  o,  et  simplement 
'szMp'.  Si  le  grand  cercle  dont  on  vient  de  parler  coïncide  à  peu 
lès  avec  celui  qui  passe  par  les  positions  extrêmes  de  la  comète,  la 
■antité  M  se  présente  presque  sous  la  forme  •;  \  elle  est  mal  déter- 
miée.  C'est  le  cas  d'exception  de  la  méthode  d'Olbers.  M.  Oppolzer 
kcrche  i  déterminer  M  le  mieux  possible  par  un  choix  convenable 
a  grand  cercle,  et,  au  lieu  de  le  faire  passer  par  le  lieu  moyen  du 
okil,  il  trouve  qu'il  faut  le  prendre  perpendiculaire  au  grand  cercle 
Koé  par  les  positions  extrêmes  de  la  comète.  Mais  alors  il  perd  la 
arme  simple  d'Olbers;  m  n'est  plus  nul,  et  il  a 

2da  constitue  donc  une  méthode  qu'il  propose  pour  remplacer  celle 
rODbers,  mais  seulement  dans  le  cas  d'exception. 

En  cherchant,  d'après  Clausen,  avec  quelle  précision  se  trouvent 
léterminés  les  éléments  dans  la  méthode  d'Olbers,  il  montre  que  la 
Mnne  (pour  le  cas  d'exception)  est  de  beaucoup  préférable  à  celles 
|a'ont  proposées  pour  le  même  cas  Encke  et  Klinkerfues. 

Pois  vient  le  calcul  de  p'  par  une  série  d'hypothèses  et  d'intcr- 
polatîoiis;  les  formules  sont  appliquées  à  la  comète  III  de  1 867  d'après 
laBéthode  d'Olbers  et  d'après  celle  de  l'auteur.  On  trouve  ensuite 
le  calcul  usuel  des  éléments  à  l'aide  de  p'  et  p"\  et  le  moyen  de  faire 
aae  première  correction  de  l'orbite,  quand  le  lieu  moyeu  calculé  ne 
eotacide  pas  avec  le  lieu  moyen  observé;  on  modifie  convenablement 
la  valeur  de  M. 

Enfin  l'anteor  traite  avec  facilité  une  question  intéressante,  la 

14. 
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détermination  de  Torbite  parabolique  d'un  essaim  d'étoiles  filaM 
d'après  la  connaissance  du  point  radiant.  , 

Détermination  de  Vorbite  d'une  planète  d'après  trais  obsercaiië 
Méthode  de  Gauss.  —  M.  Oppolzer  arrive  rapidement,  avec  Ganfl 
Hansen,  à  l'équation 

KcospV=^^-7S' 

où  K,  /3^,  609  ^0  sont  des  fonctions  des  données  de  Tobservatian 
développement  en  série  de  Q  lui  montre  que,  dans  la  première 
proximation,  on  peut  prendre 

0  =  ^1^.  I 

et  même  il  ajoute,  avec  Encke,  un  petit  terme  de  l'ordre  de 
négligés,  mais  qui  est  souvent  plus  sensible,  et  du  reste  aisé  ai 
culer.  . 

Les  cas  d'exception  de  la  méthode  de  Gauss  sont  exposés  |j 
détail;  avant  tout,  les  intervalles  des  observations  ne  doivi 
être  trop  petits  ;  dans  le  cas  d'une  planète,  il  faut  générait 
le  mouvement  géocentrique  soit  d'au  moins  i  ou  a  degrés,  et 
grés  dans  le  cas  d'une  comète.  Il  faut,  en  second  lieu,  que  le 
cercle  qui  passe  par  les  positions  extrêmes  de  la  planète  et  celi 
contient  les  lieux  moyens  de  la  planète  et  du  Soleil  ne  se 
pas  sous  un  angle  trop  voisin  de  zéro  ou  de  1 80  degrés.  C'est  cet  a^ 
en  quelque  sorte  le  poids  de  la  détermination  de  l'orbite,  < 
M.  Hansen  voudrait  toujours  voir  figurer  à  côté  des  éléments.  M.( 
poizer  propose  avec  raison  de  prendre  pour  critérium  le  produit 
sinus  de  l'angle  précédent  par  le  sinus  de  la  distance  des  B 
moyens  de  la  planète  et  du  Soleil.  En  dernier  lieu,  les  latitodfli 
la  planète  ne  doivent  pas  être  trop  petites. 

L'auteur  donne  des  formules  qui  ne  sont  pas  sujettes  i  excepll 
tout  en  étant  assez  simples,  pour  déduire  p'  et  p^  de  p"  supposé  • 

11  fait  voir  ensuite,  d'après  V.  Knorre^  que,  dans  les  h] 
successives^  on  peut  se  contenter  de  faire  varier  Q,  sans  chai 
même  temps  P  et  Q^  comme  le  fait  Gauss.  La  suite  du  calcul  ^ 
peu  près  la  même  que  dans  le  Theoria  motus  ;  mentionnons  oaÉ 
dant  la  fraction  continue  de  M.  Hansen,  qui  très-souvent  oflU 
moyen  le  plus  expéditif  pour  le  calcul  de  ri  —  i . 

\  ient  ensuite  un  résumé  des  formules,  avec  distinction  du  caîl 


■^ 
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•I  coinpiétement  inconnue  (et  où  Ton  ne  peut  pas  corriger 
le  l'aberration)  et  de  celui  où  elle  est  approximativement 
et  enfin  une  application  numérique  à  la  planète  Elpis. 
>  encore  la  détermination  des  éléments  dans  le  cas  d'une 
lisine  de  la  parabole,  et  son  application  à  la  comète  III 

•Mlûm  de  Vorbite  d'une  planète  d'aprêi  trais  obiervations  : 
If  Jf  •  OppoUer.  —  L'auteur  a  trouvé  une  nouvelle  solution 
emble  surpasser  les  méthodes  connues  sous  le  rapport  de  la 
1  et  de  la  rapidité.  Ainsi,  dans  l'exemple  de  Cérès  rapporté 
s,  et  où  l'on  embrasse  un  intervalle  de  temps  de  deux  cent 
jours,  la  convergence  des  approximations  est  si  faible,  que, 
■s  hypothèses^  le  résultat  n'est  pas  satisfaisant;  grâce  à  un 
interpolation,  la  quatrième  hypothèse  approche  assez  de  la 
léanmoins  une  cinquième  est  encore  nécessaire,  et,  sans  le 
interpolation,  il  n'aurait  pas  fallu  moins  de  neuf  hypothèses. 
Mmvelle  méthode,  deux  hypothèses  suffisent  le  plus  souvent, 
sième  donne  toute  la  précision  qu'on  peut  espérer  avec  les 
•ept  décimales.  Les  calculs  préparatoires  sont  moins  longs, 
e  hypothèse  ne  demande  pas  plus  de  temps  que  dans  la  mé- 
Gauss.  A  l'appui  de  ce  qu'il  avance,  l'auteur  reproduit  in 
t  calcul  de  l'orbite  de  Cérès. 
Kms  en  quelques  mots  l'esprit  de  la  méthode.  On  a 

p'  =  (I)'-h(II)':F4-(lII)':Fr, 

p-'=(ir-h(iir:F-4-(iiir^, 

aents  étant  connus,  et  j?  et  y  ayant  les  valeurs 

fje  d'abord  y  et  l'on  suppose  a;  =  o,o4;  on  calcule  p'  et  p"\ 
t  r^,  et  Jp;  la  valeur  de  x  ne  sera  pas  égale  en  général  à  o,o4  ; 
aërie  d'hypothèses  et  d'interpolations,  et  en  tenant  compte 
le  petites  quantités  négligées  dans  p'  et  p"'^  on  arrive  rapi- 
k  la  vraie  valeur  de  x^y^  p'  et  p"^,  après  quoi  on  rentre  dans 
odes  ordinaires. 

Jur  fait  une  application  de  ses  formules  à  la  planète  Hélène. 
Unaiian  d'une  orbite  d'après  quatre  observations.  —  C'est  à 
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cette  méthode  qu'on  doit  avoir  recours  quand  les  latitudes  sont  pe^ 
tites;  on  a  alors  deux  données  de  trop.  Gauss  met  de  côté  les  latitudei 
des  observations  extrêmes.  M.  Oppolzer,  au  contraire,  regarde  ki 
observations  extrêmes  comme  complètes,  et,  quant  aux  observationi 
intermédiaires,  chacune  n'intervient  que  pour  fournir  une  relitim 
entre  les  quantités  nécessaires  à  fixer  les  positions  de  deux  grands 
cercles  auxiliaires  passant  par  les  lieux  moyens  de  la  planète.  Le 
sens  de  la  méthode  est  semblable  à  celui  de  la  nouvelle  méthode  dani 
le  cas  de  trois  observations.  Les  distances  de  la  planète  i  la  Terre, 
dans  les  positions  extrêmes,  sont  encore  exprimées  en  ficmction  des 
données  de  l'observation,  et  des  deux  inconnues  â?  et  y  ;  puis  on  fait 
les  hypothèses  successives.  Quant  aux  cercles  auxiliaires,  od  les 
prendra  généralement  perpendiculaires  sur  l'édiptique.  En  opérant 
ainsi,  le  calcul  n'est  guère  plus  long  que  dans  le  cas  de  trois  obseï^ 
vations. 

L'auteur  fait  un  résumé  des  formules,  et  les  applique  a  Vesta  ci 
Elpis. 

F.    TlSSEEAIlD. 


PAUL  MANSION,  docteur  es  sciences  physiques  et  mathématiqnei, 
chargé  du  cours  d'Analyse  infinitésimale  à  l'Université  de  GxaL 
—  Théorie  de  la  multiplication  et  de  la  transformation  dv 
FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  Essai  d' expositiofi  élémentaire . — Gr.  iii-8*, 
I20  p.  Paris,  Gauthiers- Villars  ;  et  Gand,  Hoste.  Prix  :  4^5o. 

Depuis  une  quarantaine  d'années,  les  fonctions  elliptiques  ont  élj 
l'objet  de  nombreux  travaux,  entrepris  sur  tous  les  points  de  cette 
belle  théorie.  11  serait  très-désirable  qu'un  géomètre  habile  voulût 
bien  consacrer  ses  soins  à  une  œuvre  d'exposition  complète,  destinée 
à  remplacer  l'Ouvrage  trop  ancien  de  l'illustre  Legendre.  Cette  habi- 
tude d'écrire  de  grands  Traités  sur  les  différentes  parties  de  U 
science  parait,  malheureusement,  perdue  aujourd'hui;  et,  à  ptrt 
quelques  heureuses  exceptions,  les  géomètres  éminents,  loin  d'imiter 
Rulcr,  Lagrange,  Laplace,  Legendre,  Monge,  etc.,  préfèrent  con- 
denser le  résultat  de  leurs  recherches  personnelles  dans  desMémoirtf 
écrits  souvent  avec  trop  de  concision  et  ne  contenant  que  les  résnl- 
tats  essentiels  de  leurs  études.  Pourtant,  par  suite  du  dévcloppeinrnt 
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actuel  des  travaux  scientifiques,  rien  ne  serait  plus  nécessaire  aujour- 
dlmi  que  ces  Ouvrages  complets,  servant  de  point  de  repère  aux 
midits,  et  contribuant  d'une  manière  considérable  à  l'instruction  des 
géomètres  et  aux  progrès  des  recherches  ultérieures.  Les  Ouvrages 
de  M.  Salmon,  pour  ne  citer  qu'un  exemple,  n'ont  pas  seulement 
été  utiles  aux  élèves  ;  ils  ont  rendu,  même  aux  savants,  de  véritables 
services,  comme  l'attestent  les  nombreuses  citations  qu'on  rencontre 
dans  tous  les  Recueils  de  Mémoires  mathématiques. 

Le  livre  dont  nous  avons  à  rendre  compte  traite  seulement  de  la 
anltiplîcation  et  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques,  et 
même  l'auteur  a  volontairement  laissé  de  côté,  les  réservant  sans 
doute  pour  un  autre  Travail,  un  grand  nombre  de  questions  se  ratta- 
chant à  cette  théorie,  telles  que  la  multiplication  complexe,  l'intro- 
duction dans  la  transformation  des  fonctions  6,  les  équations  diffé- 
rentielles auxquelles  satisfont  le  numérateur  et  le  dénominateur  des 
fractions  rationnelles  qu'on  rencontre  dans  cette  étude.  M.  M ansion 
s*est  proposé  pour  but  principal  de  donner  la  démonstration  rigou- 
reose  et  complète  des  formules  relatives  à  tous  les  cas  de  la  multipli- 
cation et  de  la  transformation.  Les  principes  relatifs  aux  fonctions 
imaginaires  ont  permis  à  MM.  Briot  et  Bouquet  d'introduire,  dans 
l'exposition  de  ce  problème,  un  haut  degré  de  simplicité.  M.  Mansion 
s*est  proposé  d'atteindre  le  même  résultat  sans  s'appuyer  sur  des 
tliéories  aussi  élevées,  et  en  n'employant,  à  peu  près  comme  l'a  fait 
Âbel,  que  le  principe  de  la  double  périodicité  et  les  règles  élémen- 
taires de  TAnalyse.  Son  ouvrage,  écrit  avec  une  parfaite  connaissance 
du  sujet,  sera  donc  très-profitable,  notanmient  aux  personnes  qui  ne 
connaissent  les  fonctions  elliptiques  que  par  les  Traités  élémentaires 
et  qui  désirent  en  faire  une  étude  plus  approfondie  et  plus  détaillée. 
Un  grand  nombre  de  notes  et  d'indications  bibliographiques  té- 
OBoignent  de  l'érudition  et  du  soin  que  l'auteur  a  apportés  à  son 
travail.  Enfin  une  Litroduction  de  36  pages  est  consacrée  à  l'analyse 
des  principaux  écrits  sur  la  multiplication  et  la  transformation.  Le 
lecteur  pourra  donc  reconnaître  sans  effort  les  points  de  l'exposition 
<pi  appartiennent  à  l'auteur  et  ceux  qu'il  doit  à  ses  prédécesseurs 

dans  l'étude  de  cette  belle  question. 

G.  D. 
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BoLTZMAirif  (L.).  —  Solutions  d'un  problème  de  Mécanique.  (10  p.) 
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NiEMTscHiK  (R.)-  —  Sur  la  construction  des  points  d"* intersection  des 
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^eires.  (8  p.) 
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LiTTROw  (K.  von).  —  Dénombrement  des  étoiles  boréales  du  Caler 
logue  de  Bonn  d'après  leurs  grandeurs.  (28  p.) 

M.  de  Littrow  fait  suivre  son  Catalogue  de  calculs  sur  la  distriba- 
tion  probable  des  étoiles  dans  Tespace,  en  les  supposant  à  des  distan- 
ces égales  les  unes  des  autres.  Ces  considérations  le  conduisent  a  dei 
conclusions  à  peu  près  conformes  à  celles  de  W.  Herschel. 

ScHLEsiNGER  (J.). —  Représentation  des  projections  collinéaires  iaiss 
V  espace  par  des  transformations  orthogonales,  (pp.,  i  pi.) 

BoLTZMANM  (L.).  —  Sttf  la  résistance  de  deux  cylindres  creux  super* 
posés.  (10  p.) 

Stefan  (J.).  —  Sur  les  formules  fondamentales  de  V éketrodipiiÊmr 
que,  (77  p.) 

Etude  sur  la  loi  d'action  de  deux  éléments  de  courant  donnée  pir 
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Waltbhbofbh  (A.  Ton).  —  Sur  les  limites  de  V aimantation  du  fer 
HiiVaeier.  (9  p.) 

QpFOLZEi.  (Th.).  — Rapport  sur  VExpédition  autrichienne  pour  VoIh 
fertûtion  de  V éclipse  totale  de  Soleil  de  1868  à  Aden.  —  F/.  Coordon- 
nées géographiques  d'Aden.  (i5  p.) 

T.  LX,  juin-juillet  1869. 

BoLTZMAAif  (L.).  —  SurVaction  électrodynamique  mutuelle  despar- 
ties  d*um  courani  électrique  de  forme  variable.  (19  p.,  i  pi.) 

RiECHL  (Fr.).  —  Essais  pour  déterminer  Véquivalent  calorique  de 
VUedrieiU  (tg  f.) 

En  prenant  pour  unité  d'électricité  la  quantité  capable  d'extraire 
de  Teau  i  gramme  d'hydrogène  à  zéro  centigrade  et  0^,760  de 
pression,  on  demande  le  nombre  des  unités  de  chaleur  cpii  peuvent 
être  produites  par  l'emploi  de  cette  unité  d'électricité.  Ce  nombre 
ett  identique  avec  la  chaleur  de  combustion  de  i  gramme  d'hydro- 
gène (à  zéro  et  o",76o)  dans  l'oxygène,  sous  la  condition  que  la 
îipeur  produite  soit  transformée  en  eau  à  zéro.  La  moyenne  des  ex- 
périences conduit  au  nombre  33653. 

Weiss  (E.).  —  Rapport  sur  l'Expédition  autrichienne  pour  Vohser^ 
vflMm  de  V éclipse  totale  de  Soleil  de  1868  à  Aden.  —  VIL  Observations 
f  étoiles  filantes  à  Aden.  (i5  p.,  i  pi.) 

WnicRLER  (A.).  —  Sur  quelques  intégrales  multiples.  (9  p.) 
Réduction  de  certaines  intégrales  multiples,  portant  sur  des  fonc- 
tions exponentielles. 


COMPTES  REINDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 
DES  SciEHCES,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (*). 
T.LXX. 

N'  16.  Siaee  U  18  m\\  1870. 

M.  Moutard.  —  Recherches  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
^Kcond  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  (Mémoire  présenté.) 

L'Extrait  inséré  nous  permet  de  donner  à  nos  lecteurs  une  idée 

— — -_ «_ 

'*)  Vgir  Bulletin,  p.  i54. 
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des  résultats  obtenus  par  M.  Moutard.  Ce  géomètre  a  entrepris  l'étude 
minutieuse  de  la  forme  la  plus  élémentaire  dont  soit  susceptible 
l'intégrale  générale  des  équations  aux  dérivées  particUes  du  second 
ordre  à  deux  variables  indépendantes,  à  savoir  :  ceUe  qui  consiste  en 
une  relation  unique  entre  les  trois  variables,  deux  fonctions  arbi- 
traires de  quantités  distinctes  formées  explicitement  avec  les  trois  va- 
riables, et  les  dérivées  en  nombre  limité  de  ces  fonctions  ari)itraires, 
les  arbitraires  n'entrant  d'ailleurs  sous  aucun  signe  d'intégration. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Moutard  donne  It 
forme  générale  des  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  forme  pré- 
cédente, et  indique  comment  on  peut  en  effectuer  l'intégration.  Li 
question  est  ramenée  dans  cette  première  Partie  à  l'intégration  d'une 
équation  linéaire  de  Laplace. 

Dans  la  deuxième  Partie,  l'auteur  construit  l'équation  de  Laplioe 
la  plus  générale,  susceptible  d'être  intégrée  entièrement  sons  forme 
finie,  avec  deux  fonctions  arbitraires  et  leurs  dérivées  en  nombre  d^ 
terminé  m  et  n. 

Enfin,  dans  la  troisième  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Moutard  eu- 
mine  les  équations  particulières  de  la  forme 

et  cherche  dans  quel  cas  on  peut  en  déterminer  l'intégrale  en  termes 
finis.  Il  a  trouvé  la  solution  complète  de  ce  problème,  qui  se  pré- 
sente dans  plusieurs  recherches  géométriques. 

Au  reste,  nous  aurons  l'occasion  de  revenir  sur  cette  importante 
étude,  quand  elle  aura  été  publiée. 

M.  G.  QuESNEviLLE.  —  Remarque  relative  à  une  Note  M.  C.  Ftam* 
marion  sur  la  loi  du  mouvement  de  rotation  des  planètes, 

NM7.  Séâieedi2SaTriM870. 

M.  Delaunay.  —  Découverte  d'une  petite  planète  d  VOhserratoirt 
de  Marseille, 

M.  Faye.  —  Sur  l'observation  spectrale  des  protubérances  soiatref* 
(Travaux  do  M.  Respîghi.) 

.  M.  Faye.  —  Sur  les  procédés  d'observation  photographique propoii^ 
par  M.  Paschenpour  le  prochain  passage  de  Vénus. 
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M.  DE  SAiHT-VEHAifT.  —  Comparaison  des  évaluations  de  la  poussée 
tes  lerreê  par  la  considération  rationnelle  de  l'équilibre  limite,  et  par 
Pempbri  du  principe  dit  de  moindre  résistance,  de  Moseley. 

M.  DuARAimE.  —  Sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre. 

M.  FiOMMAEiON.  —  Réponse  à  une  observation  relative  à  la  loi  du 
meutcemeni  de  rotation  des  planètes. 

M.  Chasles.  —  Nouvel  énoncé  d'un  théorème  de  M.  Spottiswoode. 

«  Chaque  point  d'une  surface  est  sextactique  en  dix  des  sections 
iàites  par  les  plans  d'un  faisceau  dont  Taxe  passe  par  le  point.  » 

M.  Spottiswoode  entend  par  sextactique  un  point  d'une  courbe 
qui  admet  une  conique  osculatrice  au  cinquième  ordre.  C'est  l'ex- 
pression dont  il  s'est  servi,  ainsi  que  M.  Cayley,  dans  plusieurs  Mé- 
moires importants. 

Sous  cette  nouvelle  forme,  le  théorème  est  à  l'abri  des  objections 
(pe  nous  lui  avons  adressées.  (Voir  Bulletin,  p.  i55.) 

M.  Chasles  fait  hommage  à  l'Académie,  de  la  part  de  M.  Cremona, 
d'un  Mémoire  en  italien,  extrait  des  Comptes  rendus  de  V Institut  royal 
Lombard  (a*  série,  t.  m)  sur  les  27  droites  d'une  surface  de  troi- 
ûème  ordre,  sujet  qui,  depuis  quelques  années,  n'a  pas  cessé  d'oc- 
cuper les  géomètres,  et  sur  lequel  M.  C.  Jordan^  notamment,  a 
adressé  quelques  Communications  à  l'Académie  {Comptes  rendus, 
12  avril  1869,  p.  865-,  i4  février  1870,  p.  826),  que  cite  M.  Cre- 
mona. 

>M8.  Sittcedi2uil870. 

M.  le  Président  informe  l'Académie  de  la  perte  qu'elle  vient  de 
faire  dans  la  personne  de  M.  Lamé,  décédé  le  i**^  mai. 

M.  l'abbé  Aoust  —  Sur  les  roulettes  en  général. 

L'auteur  étudie  le  roulement  d'une  courbe  gauche  sur  une  autre 
déGni  par  la  condition  qu'à  chaque  instant  les  plans  oscillateurs 
<les  deux  courbes  au  point  de  contact  coïncident.  Le  mouvement  de 
la  courbe  mobile  rentre  donc  dans  la  classe  de  ceux  qui  se  compo- 
sât d'une  suite  de  rotations.  Il  nous  semble  qu'on  peut  obtenir  de 
tels  mouvements  d'une  manière  générale,  en  faisant  rouler  sur  une 
sarface  gauche  une  surface  gauche  applicable  sur  la  première,  de 
nianièrc  qu'à  chaque  instant  les  génératrices  correspondantes  coin- 
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cident.  Alors  toute  ligne  géodésique  de  la  surface  iiud!>ile  roulenit 
sur  la  géodésique  correspondante  de  la  surface  fixe,  suivant  le  mode 
indiqué  par  M.  Tabbé  Aoust.  Les  théorèmes  intéressants  que  doime 
d'ailleurs  ce  géomètre  comprennent  comme  cas  très-particuliers  œnx 
qu'on  connaissait  déjà  sur  les  roulettes  planes  et  sphériques. 

M.  Breton  (de  Champ).  —  Sur  les  lignes  de  plus  grande  penUk 
déclivité  maximum  au  minimum. 

L'auteur  démontre  que  de  telles  lignes  ont  toujours  pour  projeor 
lion  horizontale  une  ligne  droite. 

NO  19.  Sime  di  9  lai  187r 

M.  Mànnheim.  —  Quelques  résultats  obtenus  par  la  eansidérùlkm 
du  déplacement  infiniment  petit  d'une  surface  algébrique, 

(c  Stcincr,  dans  un  Mémoire  sur  les  courbes  et  les  surfaces  «1^ 
briques  (*))  a  cherché  le  nombre  des  normales  qu'on  peut  abainer 
d'un  point  sur  une  courbe  algébrique  ou  sur  une  surface  algébriqne. 
Pour  une  courbe  de  degré  m,  il  arrive  de  trois  manières  i  monticr 
que,  d'un  point,  on  peut  mener  à  cette  courbe  m*  normales.  Son  pi^ 
mier  procédé  consiste  à  déplacer  infiniment  peu  la  courbe  autour  da 
point  donné  ^  les  m'  points  d'intersection  de  la  courbe  considérés 
dans  sa  première  position  et  dans  sa  position  voisine,  sont  les  piedi 
des  normales  cherchées. 

»  Steiner  n'a  pas  étendu  ce  procédé  au  cas  de  l'espace.  M.  Augnst 
a  fait  connaître  cette  généralisation  (**)  ;  il  considère  pour  cela  deux 
déplacements  infiniment  petits  autour  de  deux  droites  quelconques 
issues  du  point  où  l'on  veut  mener  les  normales. 

))  Je  me  propose  de  montrer  comment,  dans  l'espace,  l'emploi  de 
déplacements  infiniment  petits  conduit  non-seulement  au  nombit 
de  normales  qu'on  peut  abaisser  d'un  point  sur  une  surface  algé* 
brique,  mais  encore  à  quelques  autres  résultats  nouveaux.  » 

Après  les  quelques  lignes  qui  précèdent  et  qui  forment  le  dâmt 
de  la  Communication  de  M.  Mannheim,  nous  indiquerons  les  théih 
rèmcs  suivants  : 

«  Les  pieds  des  normales  abaissées  de  tous  les  points  d'une  droiti 
sur  une  surface  de  degré  m  appartiennent  à  une  courbe  de  degré  »'- 


(♦)  Journal  de  Crellr,  t.  XLIX; — Journal  de  M.  Liouville,  t.  XX. 
(•♦)  Journal  de  C  relie -fior  char  dt,  t.  LXVlll,  p.  a4a. 
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»  Les  nonnales  forment  une  surface  gauche  d'ordre  m'. 

»  n  j  a  donc  m'  normales  rencontrant  deux  droites. 

j>  n  y  a  iii'aj3  normales  rencontrant  deux  courbes  d'ordres  a  et  |3.  » 

M.  C.  Jo&nAïf .  —  Sur  la  division  des  fonctions  hjperellipHques. 

Nous  citerons  seulement  le  théorème  suivant  : 

c  Si  l'on  connaissait  Tune  des  racines  de  Tëquation  Xn  de  la  divî- 
en  p  parties  égales  des  fonctions  à  sn  périodes,  on  obtiendrait 
les  antres  en  résolvant  :  i®  une  équation  X«.i  analogue  à  celle  de  la 
division  en  p  parties  des  fonctions  à  an  —  a  périodes  ^  a^  une  équa- 
tion abélienne  de  degré  p  —  i^  3®  an  —  i  équations  abéliennes  de 
degré  p. 

M.  AixÂGiET.  —  Noie  sur  Vexistence  de  nouvelles  classes  renfermant 
timcume  un  nombre  HUmité  de  courbes  algébriques  planes,  dont  les  arcs 
efmU  wne  représentation  exacte  de  la  fonction  elliptique  de  première 


M.  YixsoH.  —  Étude  sur  les  actions  moléculaires^  fondée  sur  la 
Aéèrîe  de  l'action  capillaire. 


TILANSACnONS  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  — 
IIl-4^T.  XI,  1866-69. 

Catlet  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  Vinvolution,  (18  p.) 
D,  U',  U^. . .  représentant  des  quantiqucs,  et  i,  1',  X", . . .  des  con- 
tantes, les  quantiques  sont  dits  en  involution,  s'ils  satisfont  à  une 
éqaation  linéaire  de  la  forme 

XU^-VU'-*-X''U''-h...  =  o. 


En  particulier  le  lieu  de  l'équation  U  -+-  fcV  =  o  est  en  involution 
oec  les  lieux  U  =  o,  V=  o.  M.  Cayley  s'occupe  surtout,  dans  ce 
Mémoire,  des  points  singuliers  du  lieu  U  -H  ft  V  =  o. 

Catlet  (A.).  —  Sur  un  cas  de  Vinvolution  des  courbes  du  troisième 
ée^,  (42  p.) 
Ce  Mémoire  se  rapporte  à  l'involution 

xjrz  -h  k{x  -^y  -♦-  zYCkx  -f-  fx/  -h  vz)  =  o. 

^oir  le  Mémoire  précédent,  ainsi  que  les  deux  Mémoires  du  même 
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auteur  :  On  Ihe  Cubic  Cenires  of  a  Line  %ntk  retpeei  lo  êkree  Uma  Êtà 
a  Line,  insérés  dans  le  Philosophical  Magazine,  t.  XX,  p.  4>8-4d 
(1860),  et  t.  XXn,  p.  433-436  (1861). 

Catley  (A.).  —  Sur  la  classification  des  courbes  du  IrotttAM  defri 
(48  p.,  2  pi.) 

Exposition  des  classifications  établies  par  Newton,  Slirling,  Un 
doch,  puis,  sur  des  bases  nouvelles,  par  Plûcker,  dans  aonSj^iM 
der  analytischen  Géométrie  (i835).  L'auteur  développe,  plus  qœ^ 
Ta  fait  Plûcker,  la  théorie  de  la  division  en  groupes. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  cônes  et  les  courbes  du  troisième 

Ce  Mémoire  est  consacré  au  développement  du  théorème 
par  Newton  dans  son  Enumeratio  linearum  terHi  ordinis^  que 
les  courbes  du  troisième  degré  peuvent  être  considérées  comme 
projections  coniques  des  cinq  paraboles  divergentes. 

De  Morgan  (A.).  —  Sur  Vinfini  et  sur  le  signe  d* égalité.  (45  p.) 

De  Morgan  (A.).  —  Théorème  concernant  les  séries  neutres.  (i3p.) 
M.  de  Morgan  appelle  ainsi  les  séries  telles  que  i— *i  +  i  —  i-f 
qui  forment  le  passage  entre  les  séries  dont  la  somme  converge 
une  limite  déterminée,  et  celles  dont  la  somme  croit  à  l'infini. 
question  qui  fait  Tobjet  de  ce  Mémoire  est  de  savoir  si  une 
série  ne  provient  pas  toujours  du  développement  d'une   fonctki 
qui,  pour  la  valeur  considérée  de  la  variable,  tend  vers  la  limite  •;. 

De  Morgan  (A.).  —  Sur  V histoire  des  origines  des  signes  +  el  — ^ 
(•op.)  * 

Clifton  (R.-B.).  —  Note  sur  le  Mémoire  précédent.  (6  p.) 
M.  de  Morgan  a  trouvé  l'indication  de  ces  signes  dans  un  Ou 

plus  ancien  de  près  de  quarante  ans  que  le  livre  de  Rudolf,  et 

en  1489  par  Johannes  Widman,  d'Elgra. 

Todhunter  (L).  —  Sur  la  méthode  des  moindres  carrés,  (ao  p.) 
Laplace  a  étudié  la  méthode  des  moindres  carrés  dans  sa  Ti 
des  probabilités^  pour  les  seuls  cas  de  la  détermination  d'un  et  de 
éléments  d'après  un  grand  nombre  d'observations,  et  il  annone^ 
sans  le  justifier,  (|ue  son  analyse,  déjà  très-compliquée  pour  le  ctf 
de  deux  éléments,  i)ourrait  s*étendre  à  un  nombre  quelconque  A*âê^ 
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aents.  M.  Todhunter,  dans  son  Histoire  du  calcul  des  probahilités  (*), 
(p.  578),  a  présenté  des  recherches  sur  le  cas  général  du  problème, 
CB  se  servant  d'une  méthode  toute  diflerente  de  celle  que  Laplace  a 
ciiplojée  pour  deux  éléments.  Dans  le  présent  Mémoire,  il  démontre 
m  résultat  remarquable,  que  Laplace  n'avait  fait  qu'énoncer  dans 
Vfmnier  Supplément  à  son  Ouvrage.  U  développe  ensuite  le  procédé 
k  Laplace  relatif  à  deux  éléments,  et  en  déduit  plusieurs  résultats 
fâ  s'aj^iquent  â  des  éléments  en  nombre  quelconque. 


OtMomcAïf  (A.).  —  Sur  la  racine  d'une  fonction  quelconque,  et 
rki  séries  neutres  (  a*  Mémoire).  (28  p.) 
Démonstration  du  théorème,  que  toute  équation  f  (n)  =  o,  dans 


laipdle  ^(fi)  peut'se  mettre  sous  la  forme  P  +  Q^  —  i,  admet 
wè  mHns  une  racine. 

CâTLET  (A.).  —  Sur  certaines  surfaces  gauches.  (i3  p.) 
Le  but  de  ce  Mémoire  est  d'introduire  certaines  modifications  aux 
CQBsidérations  employées  par  M.  J.  de  la  Goiu-nerie,  dans  son  livre 
ndtiilé  :  Recherches  sur  les  surfaces  réglées  tétraédrales  symétriques, 
desnotespar  A,  Cayley.  (In-8%  Paris,  1867.) 

CâTLBT  (A.).  —  Sur  les  six  coordonnées  d'une  ligne.  (34  p-) 
Eb  désignant  par  p,  9,  r,  s,  t,  u  les  six  déterminants  que  l'on  peut 
avec  le  tableau  d'éléments 


*. 

r. 

', 

w 

«. 

p. 

y. 

i 

ps  + 

î' 

•+■  ru 

=  0 

on  t  identiquement 


Li  considération  du  cône  représenté  par  une  équation  homo- 
|he  V=  o  entre  les  six  coordonnées  p,  9,  r,  s,  I,  u  a  déjà  conduit 
rMcor,  il  j  a  plusieurs  années,  à  de  nombreux  et  importants  ré- 
idtats.  Ces  coordonnées  sont  les  mêmes  qu'a  employées  Pliieker, 
'■M  son  remarquable  Mémoire  :  On  a  netc  Geometry  ofSpace  {Phil, 
fnuu,,  i865,  p.  725-791),  mais  en  suivant  une  marche  toute  diflfé- 


(*)  JHistcrjr  o/the  MéUkemaiieal  Theorjr  of  ProbabiUty  from  the  Time  of  Pascal 
^^•fLapUtee.  Cambridge  and  London,  i865.  ln-8<>,  xvi-69i  p.  Prix  :  18  fthillingt. 

^.  Ay  Sciemeet  muukém.  et  astrott.,  t.  I.  (Juillet  1870.)  l5 
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rente.  Foy.  encore  le  Mémoire  de  Lûroth  :  Zur  Theork 
sekiefen  Flâchen  (Journal  de  Crelk-Borchardij  t.  U^ 
p.  i3o-i52).  M.  Cayley  applique  ici  ces  ooordonnëes  4 
de  Tinvolution  de  six  lignes. 

RôHRs  (J.-H.).  —  Sur  les  efforts  qu'éprouvent  les  pièem 
et  sur  les  vibrations  des  corps  solides  en  général.  (36  p.) 

Discussion  de  certaines  équations,  dont  l'intégration  i 
timer  à  peu  près  la  quantité  dont  la  tension  d'une  piè^ 
artillerie,  sous  l'action  de  l'inflammation  de  la  poudrt 
passer  la  tension  qu'elle  éprouverait  si  la  pression  des  | 
la  combustion  agissait  suivant  les  lois  de  la  statique.  Raj 
moyens  qui  peuvent  rendre  un  canon  plus  efficace,  sani 
le  risque  de  la  rupture.  ^ 

BooLE  (G.).  —  Des  propositions  définies  numériquemenim 

Ce  Mémoire  posthume,  communiqué  par  M.  de  Mor| 

à  un  ordre  de  questions  philosophiques  dont  ce  demifl 

ticulièrement  occupé,  et  qui  concernent  la  logique  4| 

exactes.  \ 

Stores  (G. -G.).  —  Supplément  d'un  Mémoire  sur  la  I 
des  constantes  arbitraires  qui  se  présentent  dans  les  drvefa| 
vergents,  (i4  p.) 

Les  transformations  exposées  dans  ce  Mémoire  sont, 
faite  de  la  question  de  la  discontinuité  des  constantes,  âê 
culiers  de  celles  qui  sont  contenues  dans  un  Mémoire  de  M 
[Journal  de  Crelle,  t.  XV,  i836,  p.  39-127.)  Mais  la  âH 
des  constantes,  qui  forme  le  principal  objet  du  présent  j 
été  complètement  laissée  de  côté  par  le  géomètre  allenuv 

A  m  Y  (G.-B.).  —  Sur  la  décomposition  en  facteur$\ 
af —  2cosna  H — ;•  (18  p.) 

I 

Adams  (J.-C).  —  î^ote  sur  la  décomposition  en  y 
jr"  H 1  cosnoi,  (  2  p.) 


»! 
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MEMORIE    DELL*  ACCADEMIA    DELLE   SciEUTZE    DELL*  IsTITUTO 

Di  BoLOGifA  (*).  —  Série  seconda. 
T.  \U,  1868. 
QiMoiiA  (L.).  —  Préliminaires  d'une  théorie  géométrique  des  sur^ 

Mémoire  divisé  en  deux  Parties,  dont  la  première  a  paru  dans  le 
précédent.  (46-5o  p.) 

GiELuii  (D.).  —  Usage  du  j^rincipe  géométrique  de  la  résultante  dans 
td^rie  des  tétraèéret,  (20  p.) 

BBL-nLAMi  (E.).  —  Sur  les  propriétés  générales  de  la  surface  d'aire 
.  {70  p.) 

i  des  travaux  des  divers  géomètres  sur  ce  sujet,  précédé  d'un 
très-complet  de  la  question. 

T.  vm^  1869. 

I  (D.).  —  Delà  courbure  de$  sur  faces  j  par  une  méthode  di- 
H  tmimMoe.  (5o  p.) 

Sacchetti  (L.).  —  Con$idératiùn$  sur  r origine  de  la  théorie  méca- 
de  la  chaleur.  (i4  p*} 

G1KM0BA  (T.) . — Sur  les  surfaces  gauches  du  quatrième  degré.  (16  p.) 

Cbelibi  (D.).  —  Théorie  des  coordonnées  curvilignes  dans  l'espace 
Ham  les  emrfaees.  (Sa  p.) 

Bklteami  (E.).  —  Sur  la  théorie  générale  des  paramétres  différent 
•*•  (4a  p.)  

(^ORNALE  Di  M ATEM ATicHE.  —  8*  année.  Janvier-février,  mars- 
ma  1870  (**). 

Itt(E.).  —  Noie  iur  la  résultante  de  deux  équations,  (-aj  p.^  it.) 
Exposition  d'une  méthode  qui  conduit  à  une  règle  pour  écrire  im- 
Attlittenient  la  résultante  de  deux  équations,  Tune  du  degré  n,  l'autre 

(*)  Ca  Tolanc  par  année,  dmfié  en  qaatre  fascicules,  grand  in-4'   En  lancée  ita- 

"*:  Toir  Balletim,  p.  iSs. 

l5. 
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ilu  deuxième  ou  du  troisième  degré.  L'expression  de  la  résultante e$l 
ordonnée  suivant  les  puissances  du  terme  connu  de  l'équation  de 
degré  inférieur,  et  a  une  forme  telle,  qu'elle  n'admet  pas  de  reductiooi 
ultérieures. 

Calzolari  ^^L.).  —  Note  sur  V équation  u*  =  Ax*  zt  By".  (7  p.;  ît.) 
Uémonstration  d'un  théorème  diilërent  de  celui  de  Legendre,  d 
qui  non-seidement  rend  manifeste  la  possibilité  ou  rimposnbilké 
en  nombres  entiers  de  l'équation  u'=  Aor'  ±  By*,  mais  encore, sanr 
i*erourir  au  procédé  de  Lagrange,  présente  l'avantage  de  déterminer  [ 
pour  X,  y,  Il  deux  systèmes  de  valeurs,  dont  chacun  sert  ensuite  &  ' 
composer  les  formules  de  la  solution  générale. 

AscHiERi  (F.)  —  Sur  un  complexe  du  second  degré.  (3  p.;  it.) 
L  objet  de  cette  Note  est  une  génération  des  complexes  du  seoool  > 
degré,  dont  l'équation  peut  se  ramener  â  la  forme  particulière  qui  wt\ 
contient  que  les  carrés  des  coordonnées  de  la  ligne  droite.  L*aale«l 
trouve  que,  pour  tout  complexe  du  second  degré  dont  réquaticut  etf | 
réductible  à  la  forme  susdite,  il  existe  une  série  simplement  infinie  di| 
surfaces  du  second  degré,  que  l'on  peut  faire  correspondre  den  ifï 
deux,  de  manière  que  le  complexe  lui-même  soit  ou  le  lieu  géon^ 
trique  des  droites  divisées  harmoniquement  par  deux  surfaces  cor* 
respondantes,  ou  encore  Tensemble  des  droites  qui  déterminent,  afec 
les  plans  tangents  de  ces  surfaces  correspondantes,  des  faisceaux  lur- 
moniques  de  quatre  plans. 

Battaglini  (G.). — Sur  les  formes  ternaires  quadratiques  (  !*•  Partie). 
(22  p.;  it.) 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  représentation  des  formes  temaim 
quadratiques.  L'auteur  commence  par  considérer  le  continu  (U  Mi* 
tinuo)  k  deux  dimensions  d'une  manière  tout  à  fait  abstraite  et  ind^ 
pendante  des  conceptions  géométriques.  En  supposant  que  l'on  oooii- 
dère  trois  variables,  et  que  l'on  attribue  à  leurs  rapports  toutes  kl 
valeurs  possibles,  V ensemble  de  <ces  valeurs  est  ce  qui  constitue  h 
continu  k  deux  dimensions.  U élément  de  ce  continu  est  la  délenm' 
nation  qui  s'y  opère  par  les  valeurs  attribuées  aux  rapports  entn 
les  variables,  et  les  valeurs  elles-mêmes  de  ces  variables  sont  les  eoif 
données  de  l'élément.  Le  principe  de  dualité,  qui  coordonne  pu 
couples  les  propriétés  du  continu,  résulte  immédiatement  de  la 
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m  d'une  seconde  espèce  d'éléments,  dont  chacun  a  pour  coor- 
les  coeflicients  des  variables  dans  une  relation  linéaire  établie 
I  mêmes  variables.  Les  deux  espèces  d'éléments  du  continu  à 
aensions  sont  distinguées,  dans  la  représentation  géométrique 
BU^  sous  les  noms  d'éléments  de  première  classe  et  d'éléments 
itr  ordre.  D'une  manière  indépendante  de  toute  considération 
ique,  l'auteur  dé6nit  encore  les  concepts  :  1°  de  triade  fon- 
te d'éléments;  a^  de  coordonnées  d'un  élément  par  rapport  à 
ide  quelconque;  3^  de  rapport  anharfnonique  et  harmonique 
mx,  couples  d'éléments;  4^  ^^  couples  en  involution^  et  5^  de 
fuikarmoniques  d'éléments. 

I  œs  préliminaires,  l'autetu*  passe  à  la  discussion  de  la  qua- 
cmaire  ;  en  supposant  qu'elle  détermine  dans  le  continu  une 
fléments  de  première  classe,  par  la  considération  des  couples 
■As  de  la  série  infiniment  peu  différents  entre  eux,  on  déduit  de 
e  proposée  une  autre  forme  ternaire  quadratique  (la  forme 
Ir  à  la  première),  laquelle  détermine  dans  le  continu  une  série 
Dts  de  premier  ordre,  intimement  liée  à  la  série  des  éléments 
lière  classe.  Les  formes  ternaires  quadratiques  conjointes  cor- 
bnt  à  la  double  représentation  géométrique  d'une  forme  ter- 
•▼oir  :  comme  locate,  ou  comme  enveloppe  d'éléments.  Ensuite^ 
r  s'occupe  de  trouver  :  i  ®  la  condition  pour  qu'une  forme  qua- 
e  ternaire  puisse  s'exprimer  comme  forme  quadratique  à  deux 
BS,  auquel  cas  la  série  d'éléments  de  première  classe  ou  de 
r  ordre^  représentée  par  la  quadrique,  se  réduit  à  une  couple 
nts  de  premier  ordre  ou  de  première  classe  ;  et  a^  la  condition 
l'une  forme  ternaire  quadratique  puisse  s'exprimer  au  moyen 
eale  variable,  auquel  cas  les  éléments  de  la  couple  en  question 
ml  Tun  avec  l'autre. 

considérations  du  cotariant  d'une  forme  ternaire  quadratique, 
MMl  pur  de  la  forme  par  rapport  à  un  élément,  ou  émanant 
le  la  forme  par  rapport  à  une  couple  d'éléments,  conduit  l'an- 
iuUir  les  propriétés  harmoniques  de  la  forme  ternaire  relatives  : 
âëment  de  premier  ordre  ou  de  première  classe,  harmonique 
tément  de  première  classe  ou  de  premier  ordre  par  rapport  à 
ladrique  {pôle  et  polaire)  ;  a^  aux  couples  d'éléments  d(^  prc- 
ndhne  ou  de  première  classe,  harmoniques  l'un  de  l'autre  par 
ta  une  quadrique  fpôhs  conjugués  et  polaires  conjuguées),,  et 
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enfin  3"  aux  triades  d'éléments  conjuguées  harmoniques  par  raj^mt 
à  la  même  quadrique  (triades  de  pôks  conjuguée  et  de  polaire»  eoNJ»- 
guée$). 

Après  avoir  exposé  quelques  propriétés  relatives  aux  élémenti 
communs  à  une  quadrique  et  à  une  forme  linéaire,  M.  Rattaglim 
passe  au  développement  de  la  très-importante  conception  de  Cajkj 
[Sixth  Memoir  on  Quantics  {PhUos.  Tram.,  vol.  CXLIX,  i8)],  ai 
moyen  de  laquelle  on  établit  les  relations  métriques  des  figures  sur 
une  base  entièrement  analytique.  En  imaginant  avec  Cayley  deux 
quadriques  conjointes,  auxquelles  se  rapportent  tous  les  éléments  de 
première  classe  et  de  premier  ordre  du  continu,  et  qui  ccmstitiicai 
Vabsolu  du  système,  on  peut,  au  moyen  des  coefficients  de  ces  qui- 
driques  et  des  coordonnées  de  deux  éléments  (de  première  classe  <m 
de  premier  ordre  )  composer  une  formule  que  l'on  prend,  par  défini- 
tion, conmie  expression  analytique  de  Yiniervalk  entre  ces  deux  âé- 
ments.  Cette  expression  est  caractérisée  par  la  propriété  que,  pour 
trois  éléments  quelconques,  de  première  classe  ou  de  premier  oïdiei 
appartenant  à  un  même  élément  de  premier  ordre  ou  de  premièn 
classe,  l'intervalle  entre  le  premier  et  le  second  élément,  ajouté  il'i» 
tervallc  entre  le  second  et  le  troisième,  donne  l'intervalle  entre  k 
premier  et  le  troisième.  De  l'expression  de  l'intervalle  on  dédob: 
i^  que  deux  éléments  de  première  classe  ou  de  premier  ordre,  d'ia- 
tervalle  égal  à  un  quadrant,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
à  l'absolu^  2°  que  l'intervalle  entre  deux  éléments  de  premic»^  dans 
ou  de  premier  ordre  est  égal  à  l'intervalle  entre  les  deux  éléments  de 
premier  ordre  ou  de  première  classe,  harmoniques  respectivemeil 
des  deux  premiers  par  rapport  à  l'absolu  ^  3^  que  par  iniertaUê  entre 
deux  éléments,  l'un  de  première  classe,  l'autre  de  premio*  ordre,  <m 
peut  entendre  le  complément  au  quadrant  de  l'intervalle  entre  wt 
des  éléments  proposés  et  l'élément  harmonique  de  Tautre  par  rapport 
à  l'absolu;  et  enfin  4^  que  tous  les  éléments  à  intervalle  constant  d*aB 
élément  donné  constituent  une  quadrique  (quadrique  cîrculaîre),  qu 
a  avec  l'absolu  deux  couples  d'éléments  conjoints  communs. 

De  tout  cela,  Tauteur  déduit  avec  facilité  la  représentation  géomé" 
trique  du  continu  à  deux  dimensions,  et  les  relations  métriques  fon- 
damentales correspondantes.  En  supposant  que  les  éléments  de  prfr 
mière  classe  et  ceux  de  premier  ordre  soient  les  droites  et  les  plaM 
concourants  en  un  point,  il  suffit  d'observer  que  la  propriété  carte* 
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mtîque  de  VintervaUe  appartient  à  Tangle  compris  entre  deux 
oîtes  ou  entre  deux  plans  du  système,  pour  en  déduire  :  1^  la  signi- 
géométrique  de  l'absolu;  a^  celle  des  coordonnées  de  la  droite 
plan  ;  3®  les  relations  connues  de  la  Trigonométrie  entre  les 
d*une  triade  de  droites  ou  de  plans;  4^  ^^^  relations  métriques 
es  de  la  Géométrie  analytique  du  point.  Si  l'on  suppose 
que  les  éléments  de  première  classe  et  de  premier  ordre  du 
•oient  les  points  et  les  droites  situés  dans  un  plan,  et  si  Ton 
que  la  propriété  caractéristique  de  Viniervalk  appartient  au 
t  rectiligne  compris  entre  deux  points,  et  à  l'angle  compris 
deux  droites,  on  aura  les  formules  correspondantes  à  la  Géo- 
lAriedu  plan. 
(Le  Mémoire  sera  continué  dans  les  fascicules  suivants  du 
Bvnal.) 

ZâBBOTTi  ^M.). —  Leçons  de  Physiqtàe  mathématique  (sur  la  Thermo- 
jfÊamùpêe)^  professées  a  l'Université  de  Naples  en  1868-1869.  (24  p.; 
L)  (Suite  du  tome  VU  de  ce  Journal.) 

Capacités  thermiques  des  gaz.  Les  équations  principales  appliquées 
■xgaa  permanents.  Lignes  thermiques  de  gaz  permanents.  Altéra- 
nt produites  dans  l'état  d'un  gaz  avec  réversibilité  ou  non-réver- 
ftilîlé.  Application  aux  vapeurs,  vapeur  saturée  et  vapeur  réchauffée. 
IWbmo  de  la  vapeur  saturée.  Chaleur  de  fluidité  et  de  vaporisation. 
Ckaleor  latente,  intérieure  et  extérieure.  Densité  des  vapeurs  satu- 
rées. Équations  principales  pour  les  mélanges  de  la  vapeur  et  du 
liyûik  générateur.  Courbes  thermiques  de  ces  mélanges. 

HocEL  (J.).  —  Noie  sur  f  impossibilité  de  démontrer  par  une  con- 
tÊnstêiim  plane  le  principe  de  la  théorie  des  parallèles^  dit  Postulatum 
lïadide.  (6  p.;  fr.) 

Padotâ  (E.).  —  Application  de  la  méthode  d*Hamilton  au  motive- 
■Mf  d'tm  point  sur  une  surface.  (7  p.^  it.) 

L'auteur  s'est  proposé  dans  cette  Note  de  déduire  d'une  manière 
bdle  du  théorème  d'Hamilton,  modifié  par  Jacobi,  pour  le  cas  le 
|htt  tioijde,  c'est-a-dire  pour  celui  d'un  point  libre,  l'équation  aux 
dérivées  partielles  qui  définit  la  fonction  principale  pour  le  mouve- 
naa  d'un  point  sur  une  surface,  et  d'appliquer  les  formules  ainsi 
^^Maoes  à  quelques  cas  particuliers. 
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Bitouti  (V.-N.).  —  Théorèmes  de  Géométrie  élémemlaire  à  ctêmoii- 
irer. 

Del  Grosso  (R.)  .  —  Mémoire  9ur  l^aitracUon  des  sphéroUdes.  (3i  p.) 
it.)  (Suite  du  tome  VII  de  ce  Journal.) 

Chapitre  V.  Attraction  d'une  masse  homogène  terminée  par  une 
surface  quelconque  du  second  degré.  —  Chapitre  VI.  ThéorèmM  de 
Mac-Laurin,  dlvory  et  de  Newton.  —  Chapitre  VU.  Applicadoo  dei 
théorèmes  précédents  au  calcul  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  plem 
homogène.  —  Chapitre  VIII.  Théorème  de  Green.  Attraction  dei 
couches  de  niveau.  (A  continuer.) 


MÉLANGES. 
GABRIEL  LAMÉ. 

USn  Dl  8BS  TliTiDl  ET  DES  FIHOIMS  QUIL  i  NCOPiD. 

Né  le  32  juillet  1795,  à  Tours  ^  décédé  le  i*'  mai  1870,  à  Paris; 
successivement  élève  de  TÉcoIe  Polytechnique,  18 16;  de  l'École 
des  Mines  k  la  fin  de  181 7;  ingénieur  des  Mines,  i8ao;  détidrf 
à  Saint-Pétersbourg  jusqu'à  la  fin  de  1 83 1 ,  avec  Clapeyron.  Aprb 
son  retour  en  France,  professeur  de  Physique  à  l'Ecole  Polytechni- 
que (i 832- 1845);  examinateur  d'Analyse  à  la  même  École  (i843- 
1 864  )  ;  professeur  de  Calcul  des  probabilités  k  la  Faculté  des  Scie»-* 
ces  depuis  1848  \  ingénieur  en  chef  des  Mines  depuis  i836;  membic 
du  Bureau  des  Longitudes  depuis  i864;  membre  de  l'Académie  dei 
Sciences  depuis  le  6  mars  i843  (en  remplacement  de  Poissant]; 
membre  correspondant  des  Académies  de  Saint-Pétersbourg,  Turin, 
Berlin,  etc.,  etc. 

USTB  DE  SES  TRAVAUX. 

ArnVALBS  DB  MaTHÉMATIQUÏS  DB  GBBGO.*<llfB. 

Mémoire  sur  les  intersections  des  lignes  et  des  surfaces  présenté  à  l'Acadénie 
des  Sciences  en  décembre  1816.  -~  Extrait  inséré  en  février  1817. 

Dans  ce  Mémoire  se  trouvent  démontrés,  par  une  analyse  facile,  plusîeon  théo- 
rèmes nouveaux  sur  les  intersections  des  lignes  et  des  surCBKses  du  aeooiid  dagré» 
lesquels  conduisent  à  la  solution  de  plusieurs  problèmes  de  Géométrie  et  ortit 
autres  de  celui-d  :  Déterminer  les  éléments  d'une  surfoce  du  second  ordre  a«B- 
jetUe  è  passer  par  neuf  points  de  Tespaoe.  Ce  Mémoire  n*a  jamais  été  publié  '« 
extenso^ 
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AïoiALES  DBS  Mines. 

Traraiiix  publiés  par  Lamé  seul  : 

Formtde  pour  déterminer  rincHnaison  d'une  couche  minérale,  reconnue  par 
trois  trous  de  tonde  (  i"  série,  t.  IV,  p.  8i). 

Siur  la  lampe  à  gaz  hydrogène  (  i**  série,  t.  VHI,  p.  1 19). 

Sur  les  ponts  de  chaînes  en  Russie  et  sur  les  résistances  des  fers  employés 
éams  leur  construction  { i"  série,  t.  X,  p.  3i  i  ;  —  wir  aussi  Journal  du  Génie  Ci- 
ùi^  octobre  18^. 

Sêw  une  nouvelle  manière  de  calculer  les  angles  des  cristaux  (  i**  série^  t.  IV, 

Traraux  publiés  en  collaboration  avec  Clapeyron  : 

Deseripiion  d'un  poni  suspendu  de  192  pieds  d'ouverture  projeté  par  M.  Ba^ 
uàme  (  1"  série,  t.  XI,  p.  a65). 

Mémoire  sur  la  stabilité  des  voûtes  (  i**  série,  t.  Vil,  p.  789). 

Supplément  àce Mémoire  (i^.,  p.  811).  Ce  Mémoire  a  été  présenté  à  l'Académie 
des  Sdenoes  en  1822. 

Mémoire  sur  les  engrenages  (  i**  série,  t.  IX,  p.  601). 

Précis  d'une  course  dans  le  pays  du  Hartz  (  i"  série,  t.  VQI,  p.  21). 

Sur  un  cabestan  mis  en  usage  par  feu  M.  de  Bétancourt  (  i**  série,  t.  XII, 

p.  125). 

Travaux  publiés  en  collaboration  avec  M.  Thirria  : 

Description  d'un  fourneau  de  grillage  pour  le  minerai  de  fer  employé  au 
Creusot  et  à  Fienne  (  i**  série,  t.  Y,  p.  391). 
Mémoire  sur  la  mine  de  fer  de  la  FouUe  (  Ardècbe)  (  1"  série,  t.  Y,  p.  325). 

Annales  de  Physique  et  de  Chimie. 

Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  en  équilibre  de 
température  (t.  LDI,  p.  190). 
Mémoire  sur  les  lois  de  l'équilibre  de  l'étherdans  les  corps  diaphanes  (t.  LV, 

p.  3»a). 
Mémoire  sur  les  vibrations  lumineuses  des   milieux  diaplianes  (t.  LVIII, 

p.  an). 

Note  sur  les  lois  du  refroidissement  et  ile  la  solidification  d'un  globe  liquide 

(en  commun  avec  Clapeyron),  présentée  à  TAcadémie  en  mai  i83o  [Annales 

de  Physique  et  de  Chimie,  i83i]. 

MÉMOIRES  DES  SAVANTS  ETRANGERS. 

Sur  l'équilibre  intérieur  des  corps  solides  homogènes  (en  collaboration  avec 
Qipe]rron(t.  lY,  i833). 
Sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  polyèdres  (t.  IV,  i833). 
Sur  la  démonstration  d'un  nouveau  cas  du  dernier  t/téorème  de  Fermât 

(t.  vm,  1843). 

Sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  linmngèncs  en  étfuilibre  de 
température  (t.^V). 
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Nouvelles  Annales  de  MATBiiuTiQUES. 

Discours  prononcé  dans  la  séance  d^otwerture  du  cours  de  Cakui  des  proha- 
biliiés  à  la  Faculté  des  Sciences,  le  23  novembre  i85o  (t.  X,  p.  i-i4)* 

Discours  prononcé  lors  de  la  reprise  du  cours  de  Calcul  des  probabilités,  à  k 
Faculté  des  Sciences,  le  26  avril  i85i  (t.  X,  p.  21 4-238). 

Journal  de  M.  Liouville. 

Note  sur  V équilibre  des  températures  dans  les  corps  solides  de  forme  cjUih 
tlrique  (t.  I,  p.  77). 

Mémoire  sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  homogènes  en  équi^ 
libre  de  température  (t.  H,  p.  i47). 

Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M,  Lioupille  sur  cette  question  :  Un  pofygMe 
convexe  étant  donnée  de  combien  de  manières  peut-on  le  partager  en  trian^ 
au  moyen  de  diagonales  (t.  IV,  p.  100). 

Mémoire  sur  V équilibre  des  températures  dans  un  ellipsoSde  à  trois  OJtes  int' 
gaux  (t.  rV,  p.  126). 

Second  Mémoire  sur  l'équilibre  des  températures  dans  les  corps  solides  komo" 
gènes  de  forme  ellipsoïdale,  corwernant  particulièrement  les  eUipsMes  de  rémh 
lution  (t.  IV,  p.  35i). 
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faces orthogonales  (t.  XXI,  p.  lia). 

Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  FiUarceau  concernant  l'établissement  des 
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Note  au  sujet  de  la  démonstration  élu  théorème  de  Fermât  (t.  XXIV,  p.  352.) 
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228  BULLETIN  DBS  SCIENCES 

Bulletin  de  Fbrussac. 

Mémoire  sur  la  stabilité  des  voûtes  (mai  1824). 
Mémoire  sur  la  construction  des  polygones  funiculaires  (  mai  1829). 
Mémoire  sur  l'application  de  la  statique  à  la  solution  des  problèmes  relatifs 
à  la  théorie  des  moindres  distances  (xxm  1829). 

Journal  du  Génie  a  vil  (*). 

Mémoire  sur  la  solution  graphique  des  problèmes  du  1^  et  du  f  degré  pmr 
servir  au  tracé  des  épures  de  construction. 

Journal  de  Crellb. 

Sur  quelques  formules  analogues  aux  séries  de  Tayhr  et  de  Maclamrim  (t.  YI» 
p.  40). 

Mémoire  sur  l'équilibre  intérieur  des  corps  solides  homogènes  (t.  VU,  p.  i5o, 
237  et  38i). 

(Ces  deux  Mémoires  en  collaboration  avec  Qapeyron.) 

Ouvrages  séparés. 
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Cours  de  Physique  de  l'École  Polytechnique  (  i*^  édition,  i836;  2*  éd.,  1840). 

Leçons  sur  la  théorie  mathématique  de  TÉlasticilé  (in-8^;  1"  édition,  18S1; 
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SUR  LES  LIGUES  iSÏIFTOTKIIlES  DES  SDIFiCBS  CiDCHS; 

Par  UN  ABONNÉ. 

M.  O.  Bonnet  a  démontré,  dans  une  Note  des  CatnpUi  rendus  dit 
séance»  de  V Académie  des  Sciences,  et  dans  son  Mémoire  sur  la  théorie 
des  surfaces  applicables  (^),  que  la  détermination  des  lignes  asympto- 
tiques  d'une  surface  gauche  dépend  d'une  équation  de  Rîccati.  Depuis 


(*  )  Ce  Journal  contient  d'autre»  travaui  de  Lamé;  mai»  tou»,  à  |»art  celui  que  non 
citons,  ont  été  publiés  dans  d'autres  Recueils. 

(••)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XLP  et  XLIK  Cahier». 
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MM.  Clebsch  et  Cremona  ont  publié  des  recherches  (*)  sur  les  lignes 
asymptotiques  des  surfaces  gauches,  et  en  particulier  des  surfaces 
gauches  algébriques.  H  résulte  des  travaux  de  ces  éminents  géomètres 
que,  si  une  surface  gauche  a  deux  directrices  rectilignes  ou  une  di- 
rectrice rectiligne  et  une  ligne  asymptotique  algébrique,  toutes  les 
autres  lignes  asymptotiques  sont  algébriques.  Mais  peut-être  n'a-t-on 
pas  remarqué  les  théorèmes  suivants  qui  nous  paraissent,  à  cause 
de  leur  simplicité,  mériter  d'être  énoncés. 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  où  quatfe  lignes  asymp- 
totiques coupent  une  droite  quelconque  de  la  surface  est  constant. 

La  démonstration  de  ce  théorème  s'obtient  facilement  par  les  con- 
sidérations géométriques  suivantes.  Imaginons  une  surface  gauche 
et  rhyperboloïde  oscidateur  en  tous  les  points  d'une  génératrice.  La 
surface  et  rhyperboloïde  ayant  les  mêmes  rayons  de  courbure,  les 
directions  des  lignes  asymptotiques  seront  les  mêmes  pour  les  deux 
surfaces  ^  en  d'autres  termes  : 

Les  tangentes  aux  lignes  asymptotiques  d'une  surface  gauche  en  tous 
kt  points  d'une  génératrice  sont  les  génératrices  de  rhyperboloïde  oscu^ 
UUeur. 

Quatre  génératrices  de  l'un  des  systèmes  de  l'hyperboloïde  allant 
couper  les  génératrices  de  l'autre  système  en  quatre  points  dont  le 
rapport  anharmonique  est  constant,  on  obtient  sans  difficulté  le 
théorème  énoncé  au  commencement  de  cette  Note. 

On  déduit  d'ailleurs  très-facilement  de  ce  théorème  que  l'équation 
différentielle  des  lignes  asymptotiques  est  une  équation  de  Riccati . 
C'est  en  effet  la  propriété  caractéristique  de  cette  équation  différen- 
tieUe,  que  quatre  solutions  particulières  donnent  lieu  à  un  rapport 
anharmonique  constant. 

En  même  temps,  notre  première  proposition  montre  immédiate- 
ment que,  si  sur  une  surface  gauche  trois  lignes  asymptotiques  sont 
algébriques,  il  en  sera  de  même  de  toutes  les  autres  (^). 

(*)  Foir  Clebscb  {Journal  de  M.  Borchnrdt,  t.  LXVIII,  p.  868);  Cremona  {Annali 
^Mûtematiea,  3«  série,  t.  !•',  p.  348). 

(**)  Les  théorèmes  cités  dans  ce  court  article  n*ont  pas  été  donnés  en  effet  dans  les 
Innia  les  plus  récents  des  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  lignes 
ttysiplotiqiiae  ;  Ils  sont  cependant  connus^  et  se  trouvent  dans  la  Théorie  géométrique 
*f  mécamique  des  courbes  à  double  courbure  de  M.  Paul  Serret.  Comme  ils  nous  parais- 
*^t  élfpnts,  nous  avons  p<*nsé  qu'on  ne  nous  saurait  pas  mauvais  gré  de  l<^ft  réim- 
r^mn  Ici. 
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Umomt  (J.  von).  —  Verzeichniss  von  63a3  telescopischen  Sternen 
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Introduction  qui  renferme  la  théorie  du  plan  et  de  la  ligne  droite 
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-Va  elementa  Amphiiriteg  planeiœ,  ex  obscrvationibus  duodecim 
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Second  Radcliffe  Catalogue,  containing  2386  Stars;  deduced  from 
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QIEMONA  (jy  LuiGi).  —  PRELmiNARi  di  una  Teorià  geometricà 
DCLLE  Superficie;  1866,  Milano,  Zanctti.  Traduction  allemande 
par  M.  Ciirtze;  1870,  Berlin,  Calvary. 

Depuis  que  les  grands  géomètres  Poncelet,  Chasles,  Steiner,  Môbius, 
HôcLer  ont  donné  à  la  Géométrie  pure  un  essor  jusque-là  inconnu, 
ces  géomètres  eux-mêmes  et  ceux  qui  les  ont  suivis  sont  parvenus, 
Bcm-seulement  à  mettre  dans  un  nouveau  jour  toutes  les  parties  qu'on 
crojait  bien  connues,  mais  aussi  à  apercevoir  une  foule  de  propriétés 
Doaveiles  et  importantes,  a  pénétrer  dans  des  régions  très-élevées,  à 
j  découvrir  des  vérités,  à  y  résoudre  des  problèmes  dont  on  n'aurait 
pis  même  eu  l'idée  de  s'occuper.  Mais  il  ne  suffit  pas,  pour  les  pro- 
grès ultérieurs  de  la  science,  d'accroître  le  nombre  et  l'importance 
les  propositions  \  il  est  encore  nécessaire  d'établir  un  lien  entre  ces 
propositions  obtenues  par  des  voies  si  différentes,  d'en  constituer  un 
corps  de  doctrine  propre  à  pénétrer  dans  l'enseignement,  à  aider  les 
étudiants  avancés  et  même  les  savants  désireux  de  connaître  et  de 
comprendre  des  théories,  des  propositions  laissées  souvent  sans  dé- 
monstration, et  dans  tous  les  cas  obtenues  par  les  procédés  les  plus 
rariés.  Des  Ouvrages  didactiques  composés  avec  ordre,  où  rien  n'est 
laissé  sans  démonstration,  où  tout  est  rattaché  au  même  principe, 
sont  d'une  utilité  inappréciable  pour  tous  les  géomètres  désireux 
de  s'instruire  et  de  faire  progresser  la  branche  à  laquelle  ils  se 
sont  voués.  Malheureusement  de  tels  Ouvrages  sont  très-difficiles  à 
£ure.  Us  ne  peuvent  être  entrepris  par  de  simples  compilateurs^ 
3  faut,  pour  l'unité  de  l'œuvre,  créer  de  nouveaux  procédés  de  dé- 
noostration,  suppléer  à  des  parties  incomplètement  traitées  :  il  est 
Tni  que  l'auteur  est  récompensé  par  les  points  de  vue  nouveaux 
qui  s'ofircnt  à  lui  et  par  la  découverte  de  nombreux  et  importants 
lliéorèmes. 

On  comprend  donc  bien  que  la  tache  dont  nous  parlons  ne  peut 
être  entreprise  que  par  les  personnes  qui  se  sont  mises  au  premier 
rang  des  inventeurs  dans  la  branche  qu'elles  cultivent.  Cette  condi- 
tion se  trouve  heureusement  remplie  par  les  deux  géomètres  qui  ont 
publié  des  Œuvres  didactiques  sur  la  théorie  des  courbes  et  des  sur- 

BmU.  dft  Seieneei  mathém.  et astron.,  t.  I.  (Aoât  1870.)  lu 
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laces  al^^ébrlques  :  M.  Salmoii,  qui  s*ost  placé  à  un  point  de  vue  ana- 
lytique^ M.  Crcinona,  qui  n'utilise  que  les  méthodes  de  la  Géométrie 
pure,  appelée  improprement  synthétique.  L'Ouvrage  dont  nous 
voulons  parler  aujourd'hui,  traduit  depuis  peu  en  allemand  (comme 
la  Théorie  des  courbes  du  même  auteur  (*),  vient  compléter  Toeuvre 
de  M.  Cremona,  et  sa  publication  en  deu\  langues  en  permettra  la 
lectui*e  à  tous  les  géomètres. 

ÎVI.  Cremona  s*cst  pn)posé  pour  but  principal  de  démontrer,  parla 
méthode  syntiiétique ,  les   propositions  les  plus  essentielles  de  la 
théorie  des  surfaces  d'ordre  (|uelconque,  propositions  établies  anal j- 
tiquemcnt  ou  seulement  éuoncé(*s  dans  les  Ouvrages  et  Mémoires  de 
jVIM.  Salmon,  Cayley,  Chastes,  Steiner,  Clebsch,  etc.,  et  d*cn  aog-   . 
menter  ou  compléter  qu(*Iques  parties  par  le  résultat  de  ses  fropm  ; 
recherches.  Pour  les  jeunes  géomètres,  l'auteur  conimcncc  par  «- 
poser,  dans  l'Introduction,  des  parties  bien  connues  des  savants; 
mais  nous  croyons  que  tous  ses  lecteurs  seront  très-heureux  de  voir 
clairement  établir  les  relations  des  propriétés  déjà  connues  avec  •• 
celles  qui  leur  paraîtront  nouvelles.  L'auteur  d'ailleurs  avait  donné  ! 
la  mesure  de  ce  qu*il  sait  iaire  «à  ce  point  de  vue  dans  la  Théorie  Al .; 
courbes  planes.  ^ 

Apirs  un  exposé  des  propriétés  des  cônes,  analogue  à  la  théorie  des 
courbes,  M.  Cremona  ex|>ose  la  théorie  des  surfaces  développables  et 
c;('ll(*  des   courbes  gauches;    il  donne  notamment  les  formules  de 
?4.  Caylcy.   Arrivant  à  une  surface  quelconque,  il  la  considère: 
1  "  comme  lieu  de  ses  points  ;  2**  comme  enveloppe  de  ses  plans  ttiH  ' 
i;ents.  Dans  U*.  premier  cas,  la  figure  d'une  sui*face  autour  d'un  poinl  ' 
est  étudiée,  au  moyen  de  l'intersection  de  la  surface  avec  son  pIiBJ 
tancent,  ou  avec  le  cône  des  tangentes  si  le  point  est  multiple.  Dam  j 


le  cas  où  la  siiri'ace  est  regardée  comme  enveloppe  de  ses  plans 
gents,  l'auteur  a  eu  besoin  du  théorème  de  M.  Dupin  sur  les 
gentes  conjuguées,  ce  qui  nécessite  l'introduction  d'un  Chapitre 
les  surfaces  du  seccmd  ordre.  :M.  Cremona  expose  ensuite  le  théorie 
des  systèmes  linéaires  d'ordre  vi^  c'est-à-dire  d'un  ensemble  de  sor- 
i'aces  assujetties  à  des  conditions  communes,  et  telles  que  chacune  eii 
déterminée  si  Ton  ajoute  aux  conditions  déjà  données  celle  depasMf 


(^)  CnEMONA  (Ludwifî).  —  Einleitung in  eine geomelrische  Thcorie  der  ebtnwnCnntn» 
Grcir<iwahl,  iK().).  C  A.  Koch*A  VerlacKbuchhandIun(;. 


i 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  235 

paru  points.  Il  termine  la  première  partie  de  son  livre  par  une  belle 
recherche  des  propriétés  générales  des  surfaces  gauches.  On  trouve 
dans  cette  partie  de  l'Ouvrage  les  théorèmes  de  M.  Cayley  sur  Téga- 
L'téde  Tordre  et  de  la  classe  d'une  surface  gauche,  sur  la  développable 
Ifeitangente  et  sur  Tordre  de  la  courbe  double  d'une  surface,  ainsi  que 
de  nouvelles  démonstrations  stéréométriqucs  des  théorèmes  siur  les 
séries  projectives  de  points  sur  les  courbes,  théorèmes  établis  d'abord 
par  Riemann  avec  le  secours  du  Calcul  intégral^  et  démontrés  depuis 
par  M.  Clebsch  par  les  procédés  de  TAnalyse  algébrique. 

La  seconde  Partie  commence  par  un  exposé  des  plus  satisfaisants 
delà  théorie  des  surfaces  polaires,  analogue  à  celui  que  M.  Cremona 
I  déjà  donné  pour  les  courbes  planes.  Â  la  théorie  des  surfaces  po- 
laires viennent  se  joindre  naturellement  celle  des  enveloppes  des 
plans  polaires  et  celle  des  lieux  formés  par  les  pôles.  • 

Le  reste  de  TOuvrage  est  consacré  à  des  recherches  sur  les  systèmes 
Imiaires  prqjectifs^  c'est-à-dire  dont  les  surfaces  se  correspondent  une 
à  une,  et  à  la  démonstration  des  propriétés  formées  par  T assemblage 
de  plusieurs  systèmes,  appelé  complexe  symétrique  par  INI.  Cremona. 
Des  Chapitres  distincts  traitent  des  systèmes  linéaires  projcctifs  du 
premier  ordre  (faisceaux),  ou  du  second  ordre  (réseaux),  ou  du  troi- 
sième ordre.  On  y  trouvera  le  théorème  fondamental  de  M.  Chasles, 
et  beaucoup  de  théorèmes  nouveaux  sur  les  lieux  des  points  d'inter- 
section des  surfaces  correspondantes,  etc,  et  les  tliéorèmes  ainsi  ob- 
tenus sont  appliqués  à  l'étude  des  lieux  qu'on  rencontre  dans  la 
tbéorie  des  surfaces  polaires.   Au  nombre  des  autres  applications, 
BOUS  signalerons  la  démonstration  des  caractéristiques  de  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  qui  se  coupent  déjà  suivant  une  courbe 
doimée,  et  celle  des  propositions  qu'a  établies  M.  Salmou,  sous  une 
ibraie  bien  différente,  dans  un  Mémoire  sur  Tordre  d'un  système 
d'équations  qui  fait  suite  à  son  grand  Ouvrag<î  :  Geometry  of  three 
dôieiutoiu. 

Voilà  Tindication  très-rapide,  nous  l'avouons,  des  riches  trésors 
contenus  dans  Tœuvre  originale  de  M.  Cremona.  La  traduction  alle- 
mande de  M.  Ciu'tze,  faite  avec  le  concours  de  l'auteur,  contient 
encore  un  extrait  comprenant  les  résultats,  non  donnés  dans  l'Ou- 
vrage italien,  du  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  troi- 
^^e  ardre,  pour  lequel  l'Académie  de  Berlin  attribua,  en  1866, 
*  M.  Cremona,  la  moitié  du  prix  Steiner,  et  qui  est  inséré  au 

16. 
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tome  LXVIII  du  Journal  de  Crelk-Borchardi  (*).  Un  Chapitre  de  i*e 
Mémoire  qui,  dans  la  traduction  de  M.  Curtze,  est  adjoint  à  la  se- 
conde Partie  du  Livre  sur  les  surfaces,  traite  des  surfaces  heisienneti 
steinerienne  déduites  des  surfaces  d*uu  ordre  quelconque.  Les  autres 
Chapitres,  formant  la  troisième  Partie  du  Livre,  constituent  une 
théorie  des  surfaces  du  troisième  ordre.  La  traduction  contient  aussi 
d'autres  additions  semblables,  dues  à  Tauteur  de  TOuvrage  original,  j 
Nous  nous  bornerons«à  indiquer  ici  l'application  de  la  théorie  des  sur-  ^ 
faces  polaires  à  celle  des  surfaces  développables.  Dans  cette  addition, 
M.  Crcmona  introduit  d'abord  de  nouvelles  singularités  dans  les 
formules  de  M.  Salmon,  et  donne  une  démonstration  plus  complète 
de  ces  formules  ;  mais  surtout  la  nouvelle  démonstration  a  l'avantage 
de  mettre  en  quelque  sorte  sous  les  yeux  du  k'cteurs  la  6gure  que 
prend  la  surface  aux  environs  d'un  point  singulier.  La  promesse 
ajoutée  à  la  lin  de  l'édition  italienne  nous  fait  espérer  que  M.  Cre- 
niona  appliquera  un  jour  la  notion  si  claire  des  figures  de  l'espace 
qui  lui  a  servi  dans  c(;s  recherches,  à  la  discussion  géométrique  dei 
singularités  ordinaires,  et  peut-être  aussi  à  celle  des  singularités 
extraordinaires  les  plus  importantes  d'une  surface  queh'onque,  dis- 
cussion dont  beaucoup  de  difficultés  ont  déjà  été  levées  par  l'étude 
(hîs  surfaces  développables. 


Nofe.  —  J(»  vi(»ns  d'indiquer  un  avantage  considérable  des  méthodcf     ; 
de  la  Géométrie  pure  :  celui  de  présenter  une  image  claire  des  Ggures     i 
dont  on  cherche  les  propriétés.  Cet  avantage  et  bien  d'autres  sont    < 
bien  prouvés  par  les  résultats  obtenus  en  si  grand  noinbi*c  dans  l'Oo-    j 
vrage  de  M.  Cremoua.  Les  méthodes  géométriques  tiennent  mainte- 
nant leur  place  dans  la  sciencuî  h  côté  des  méthodes  analytiques. 
Néanmoins,  on  élève»  quelquefois  des  doutes  sur  la  sûreté  des  résultats 
qu'elles  fournissent.   11  ne  me  parait  pas  que  ce  doute  soit  bien  jus- 
tifié. Certes,  on  peut  s(»  tromper  dans  les  raisonnements  géométriques 
difficiles,  comme  on  peut,  en  analyse,  iaire  des  fautes  de  calcul,  ei 
comme  l'analyste  peut  tirer  de  ses  résultats  algébriques  de  fausses 
conclusions  géométriques  ]  mais  cela  n'intéi'csse  en  rien  la  justesse 
des  méthodes.  Siîuleincut  ou  doit,  afin  de  leur  donner  l'exactitude 
qu'elles  doivent  a\oir^  en  indiquer  une  base  assurée,  alors  mèmcqnc 

(  *)  L'autre  moitié  du  prix  Tut  doiinrà  à  >l.  Sturm,  à  Bromberg,  qui  a  publié  tecrt' 
cherchée  dans  iiu  livtc  sépare. 
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cette  dernière  base  devrait  être  trouvée  dans  le  domaine  de  Tanalyse. 
On  sait  que  le  principe  de  continuité  fournit  des  méthodes  qui  sont  des 
plus  fécondes  en  Géométrie  pure.  Je  ne  dis  pas  qu'il  soit  impossible 
d'établir  ce  principe  géométriquement;  mais  pour  cela,  on  aurait  au 
moins  besoin  d*une  définition  géométrique  des  points  d'intersection 
imaginaires.  Sans  elle,  le  théorème  sur  le  nombre  des  points  d'inter- 
section de  deux  courbes  est  un  emprunt  à  l'analyse  qui  est  permis, 
bien  entendu,  à  condition  qu'on  l'avoue.  C'est  pour  cela  que  j'aurais 
désiré  que  M.  Cremona  eût  admis,  au  commencement  de  son  Ouvrage 
SOT  les  courbes  planes,  le  principe  de  continuité,  en  en  renvoyait 
la  démonstration  à  l'analyse,  ou  au  moins  qu'une  remarque  de  cette 
nature  précédât  la  définition,  au  n^  28,  d'une  courbe  d'ordre  m,  et 
e&t  remplacé,  au  n^  32,  la  démonstration  du  théorème  dont  nous 
venons  de  parler. 

Pour  l'intersection  d'une  courbe  gauche  avec  une  surface,  on  peut 
raisonner  de  la  manière  suivante.  L'analyse  nous  montre  qu'une 
courbe  d'ordre  n,  qui  est  Vintersectian  complète  de  deux  surfaces,  ren- 
contre une  surface  d'ordre  m  en  mn  points.  S'il  faut  ajouter  à  la 
courbe  d'ordre  n  une  courbe  d'ordre  n'  pour  avoir  une  intersection 
complète,  on  sait  de  même  que  ces  deux  courbes  rencontrent  une 
surface  (m)  en  m(n'hn!)  points.  Quant  à  la  distribution  de  ces  points 
sur  les  deux  courbes,  elle  doit  rester  la  même  si  la  surface  (m)  varie-, 
car  au  cas  où  des  points  d'intersection  pourraient  passer  d'une  courbe 
à  l'autre,  on  devrait  les  regarder  comme  des  branches  d'une  même 
courbe.  On  a  ainsi  justifié  le  procédé  dont  M.  Cremona  se  sert  au 
n®  21  de  son  Ouvrage  sur  les  siu*faccs,  sans  le  démontrer,  celui  de 
remplacer  la  surface  par  m  plans. 

H. -G.  Zeuthen. 
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torial  de  ^pi^ds,  en  1 863- 1 865.  (23  p.,  10  pi.) 


^lACHRICHTEN  von  der  K.  Gesellschaft  der  Wisseivschafteii 
UND  DER  Georg-Auousts-Universitat.  —  GoTTiîiGEN,  Vcrlag  dcT 
Dîctorîclischen  Buchhandlung  (**). 

ADoée  1868. 

Enneper  (A.).  —  Sur  un  théorème  de  géométrie.  (7  p.) 
Sur  la  courbe  limito  de  l'ombre  projetée  par  une  surface  de  révo- 
lution sur  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe. 

1 
Enkeper  {\.).  —  Remarques  sur  r intersection  de  deux  surfaces, 

(9  P) 

Helmholtz  (II.)-  —  Sur  les  faits  qui  servent  de  base  à  la  géométrie 

(^'9P0  I 

I 
>iEUMAKN  ((].).  —  Résultats  d'une  étude  sur  les  principes  de  VélectrO' 

dynamique  (12  p.)  I 

Emveper  (A.).  —  Recherches  de  géométrie  analytique. 

Suite  d'articles  publiés  dans  les  volumes  précédents.  (  2  art.,  43  p-) 

] 

ScHERiMi  (E.).  —  Extension  du  théorème  fondamental  de  Gausssttf 
les  surfaces  à  courbure  continue. 

Expression  des  angles  d'un  triangle  rectiligne  dont  les  côtés  ont 


(*)  Londou  :  publishcd  liy  the  Society,  at  thcir  apartments,  Somerset  Houte.  —  D 
paraît  annuellement  un  volume  in-)^,  en  lanj^ue  anglaise. 

(**)  NotH'ei/fs  <lc  la  Société  royale  des  Sciences  et  de  l* Université  de  Georges-Auptstt» 
—  GwttinQue,  librairie  Dietcrich. 

Paraît  deux  fois  par  mois,  dans  le  format  in-ii.  Sciences  mathématiques,  physiqM* 
et  naturelles;  Philologie,  Histoire.  Programmes  de  rUniTersité.  —  En  allemand. 
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même  longueur  que  ceux  d'un  triangle  gëodésiquc  tracé  sur  la  sur- 
face courbe. 

Kliarerfues  (W.).  —  Sur  les  applicaiiom  de  V équation  différen- 

d^Y  rf'r 

HeUe-j-^  =  a»-7^^  à  l'acoustique  et  à  r optique,  en  faisant  varier  les 

conditions  aux  limitts.  (lo  p.^ 
Ime  1869. 

Neumasw.  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  calcul  intégral  sur 
kquelest  fondée  la  théorie  de  la  décomposition  en  fractions  simples, 

NELxAirif  (C).  —  Sur  la  décharge  oscillante  d'une  table  de  Franklin. 

Enneper  (A.).  —  Remarques  sur  le  mouvement  d*un  point  sur  une 
mface.  (7  p.) 

E511EPER  (A.).  —  De  la  surface  développable  formée  par  les  plans 
tangents  le  long  d^une  courbe  donnée  sur  une  surface.  (10  p.) 

Kleih  (F.).  —  Sur  la  théorie  des  complexes  de  lignes  du  premier  et 
e<  du  second  degré.  (  i  p.  ) 

NôTHER  (M.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  algébnques  de  plusieurs 
tûriables  complexes.  (6  p.) 

Sterîi  (A.).  —  Sur  un  théorème  de  Gauss  (relatif  à  la  théorie  des 

ambres).  » 

QiixcKE  (G.). . —  Des  phénomènes  de  capillarité  sur  la  surface  corn- 
^ne  â  deux  fluides.  (22  p.) 

LisTiKG  (J.-B.).  —  Sur  une  nouvelle  espèce  de  vision  stéréoscopique. 
va5  p.,  3  pi.) 

EsHEPER  (A.).  —  Sur  les  loxodromies  des  surfaces  coniques.  (17  p.) 
Clebscb  (A.).  —  Sur  la  déformation  des  surfaces  algébriques. 
BiioscHi  (Fr.).  —  Des  substitutions  de  la  forme 

I  ^\ 

P^M''  MW  nombre  w  premier  de  lettres,  [g  p.) 
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BULLET1]\    DE    l'Académie    impériale  des    Scieuces    de  Saiht- 
Pétersbourg  (*). 

T.  XID;  1868. 

SoMOF  (J.).  —  Note  sur  l'attraction  exercée  par  une  couche  tMté- 
rielle  très-mince  sur  un  point  de  sa  surface.  (5  col.  ;  ir.) 

Nouvelle  démonstration  de  ce  théorème  de  Laplace,  que  les  attrac- 
tions sur  un  point  M  de  l'une  des  surfaces  de  la  couche,  exercéei, 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  par  tous  les  éléments  aux- 
quels on  peut  mener  de  M  des  droites  qui  ne  rencontrent  aucune  des 
deux  surfaces,  ont  une  résultante  normale  à  la  suriace  en  M,  et  égale 
à  la  densité  de  la  couche  multipliée  par  la  circonférence  d*un  ccrde 
dont  le  rayon  est  ^al  à  Tépaisseur  de  cette  couche. 

BouNiAKowsKv  (M.).  — Sur  quelques  formules  qui  résultent  de  h 
combinaison  des  résidus  quadratiques  et  non-quadratiques  des  namtrtt 
premiers.  (8  col.  ;  fr.) 

L'auteur  établit  diverses  formules  exprimant  des  propriétés  de  U 
fonction  E(j?),  qui  représente  Tentier  maximum  contenu  dans  le 
nombre  x. 

Sawitsch  (A.).  — Observations  des  planètes  Saturne  et  Neptune  en 
1867  ^  l'Observatoire  académique  de  Saint-Pétersbourg,  (i  col.  ;  fr.) 

Strl've  (O.).  -^  Observation  spectrale  d'une  aurore  boréale,  (2  col.; 
ail.) 

MiNDiNG  (l\).  —  Sur  la  loi  de  formation  des  dénominateurs  etde$ 
numérateurs  dans  la  réduction  des  fractions  continues  en  fractions  orii- 
naires.  (4  col.;  ail.) 

L'auteur  rattache  ses  recherches  à  celles  de  Gauss  sur  les  systônes 
de  lentilles,  ainsi  qu'aux  travaux  antérieurs  d'Euler. 

LiifssER  (C).  —  Éphéméride  pour  la  recherche  de  la  Comète  pério- 
dique de  Winnecke  (i858,  II),  à  son  retour  en  1869.  (2  col.  ;  ail.) 


(*)  11  parait  chaque  année  un  volume  de  36  feuilles  gr.  in-4»  ^  >  colonnes,  en  5  fti- 
ricules.  Prii  :  pour  la  Russie,  3  rbl.  arg.  ;  pour  l'clranger,  3  thlrs.  de  PniMe.  -*t* 
français  et  en  allemand. 
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SoxoF  (J.).  —  Note  sur  la  solution,  donnée  par  Abel,  d'un  problème 
it  Mécanique.  (4  col.  ;  fr.) 

(Voyez  Journal  de  Crelle,  1. 1.  —  (Euvres  d'Abel,  1. 1,  p.  27-80).  — 
ff  Trouver  la. courbe  décrite  par  un  corps  pesant,  connaissant  le 
f  temps  employé  par  le  corps  à  descendre  d'une  certaine  hauteur, 
c  en  fonction  de  cette  hauteur.  »  —  Abel  a  généralisé  le  problème, 
d  Ta  résolu  au  moyen  des  propriétés  des  intégrales  culériennes.  En 
le  restreignant  à  son  énoncé  primitif,  M.  Somof  a  évité  Temploi  des 
intégrales  eulériennes,  et  a  ramené  la  solution  à  une  transformation 
très-simple  des  variables  dans  une  intégrale  double. 

MnroniG  (F.).  —  Sur  un  problême  du  calcul  des  probabilités^  qui  se 
frésente  dans  Vobsertation  des  étoiles  filantes.  (6  col.  ^  ail.) 

Parmi  toutes  les  étoiles  filantes  qui  tombent,  dans  un  temps 
donné,  sur  la  Terre,  en  traversant  le  champ  visuel  d'un  observateur, 
combien  y  en  aura-t-îl  de  visibles  dans  une  lunette  placée  dans  une 
direction  déterminée  quelconque? 

T.XI\^;  1869. 

Lenz  (R.).  —^  Influence  de  la  température  sur  la  conductibilité  de 
ttrtains  métaux  pour  la  chaleur.  (5  col.  ;  ail.) 

G>mparaison  des  pouvoirs  conducteurs  pour  la  chaleur  et  pour 
râcciricité.  Ces  deux  pouvoirs  varient  proportionnellement. 

Saîitch  (M.).  —  Observations  faites  à  l'Observatoire  astronomique 
^l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg.  (2  col.  ;  fr.) 
Passage  de  Mercure  sur  le  Soleil  du  5  novembre  1868.  —  Opposi- 
.  àms  de  Nepttme  et  de  Jupiter  en  1868. 

RosÉH  (P. -G.).  —  Études  faites  à  l'aide  d'un  aslro-photomêtre  de 
tlëOner.  (^S  col,  aa.) 

Description  de  l'instrument.  Plan  et  résultats  des  observations. 
^UTs  probables.  Différence  d'éclat  pour  des  étoiles  de  grandeurs 
consécutives.  Diagranune  comparatif  des  résultats  obtenus  par  Zôll- 
^etRosén,  pour  les  intensités  correspondantes  aux  couleurs. 

Gtldék  (H.).  —  Sur  une  méthode  pour  représenter  les  perturbations 
^we  comète  par  des  expressions  rapidement  convergentes.  (37  col.^ 

Hansen,  dans  son  Mémoire  couronné  par  l'Académie  des  Sciences 
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de  Paris,  a  lait  faire  un  pas  considérable  à  la  théorie  des  pertnrlMh 
lions  coinctaires,  au  moyen  de  son  principe  de  pariitian,  qui  consiste 
à  exprimer  les  perturbations  de  la  comète  dans  les  différentes  partiel 
de  son  orbite  par  des  systèmes  de  variables  différents.  La  distance  ds 
la  comète  à  la  planète  perturbatrice  se  compose  d'une  partie  con» 
stante  (c'est-à-dire  indépendante  de  V anomalie  partielle  de  la  o(H 
mète),  et  d'une  partie  variable,  d'autant  plus  petite^  par  rapport  à  k 
partie  constante,  et  développable  suivant  une  série  d'autant  plus  cah 
vergente,  que  l'intervalle  auquel  correspond  la  forme  du  développe-* 
ment  est  moindre.  Mais  cette  partie  constante  est  une  fonction  de  11 
position  de  la  planète  perturbatrice,  dont  le  développement  est  pei 
convergent  dans  le  cas  où  les  deux  astres  sont  très-voisins,  si  l'oÉ 
prend  pour  argument  l'anomalie  moyenne  de  la  planète.  On  pot 
augmenter  la  convergence  en  appliquant  à  l'orbite  de  la  planète  1| 
princi|>e  de  partition.  Mais  il  est  souvent  possible  d'éviter  cette  ^ 
plication,  en  considérant  raiiomalie  moyenne  de  la  planète  conuH) 
l'amplitude  elliptique  d'une  nouvelle  variable.  L'auteur  appliquer 
méthode  à  l'exomplr,  traité  par  HanseUn  des  perttu*bations  de  la  CD- 
mète  d'Encke  par  Jupiter. 

Struve  "O.}.  —  Réapparition  de  la  Comète  de  Winnecke^  et  décmh 
verte  de  quelques  nouvelles  nébuleuses.  (4  col.  ;  ail.) 

Li^DELOF  (L.).  —  Propriétés  des  polyèdres  gwi\  sous  une  étendue  sth 
perficielle  donnée,  enferment  le  plus  grand  volume,  (i3  col.;  fr.) 

Steiner  a  démontré  {Journal  de  Crelle,  t.  XXTV)  que  le  polyèdi* 
maximum  est  circonscrit  à  une  sphère  tangente  à  chacune  des  faoei 
en  son  centre  de  gravité.  Il  ajoute  qu'il  reste  encore  à  résoudre,  co^ 
cernant  les  résultats  qu*il  a  obtenus^  plusieurs  questions  important€i| 
parmi  lesquelles  se  trouve  celle  de  savoir  si  la  propriété  indiquée  ci| 
dessus  convient  généralement  à  tous  les  polyèdres  convexes.  M.  L* 
delôf  examine  cette  question,  et  y  répond  par  l'affirmative. 

KONGLIGA  SvExsRA  Vete^israps-Arademie^s  Handliiigar.  —  fli 

foijdn. 

T.  V;  1863-1864. 

LisDMASîi  (C-F.).  —  Sur  Us  fonctions  transcendantes  Z'  (a)  et  Gfl| 


v*^  Àctct  lie  t'Âeadrmir  royale  </ci  Seirncrs  de  SuiJr.  >'outfIIc  scric.  —  SlockholV 
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ëvtc  Vexîennon  de  leurs  valeurs  au  cas  des  valeurs  impaires  de  a. 
(18  p.) 

DiLLXEK  (G.).  —  Groupe  de  formules  concernant  les  fonctions  ellip- 
tiques  de  première  espèce.  (19p.) 

Application  du  Calcul  géométrique  de  Tautcur  à  la  discussion  de 
rintégralc  de  première  espèce.   En  désignant ,  d'après  Argand  et 

Cauchy,  par  R^  la  quantité  géométrique  Re'*^,  Tintégration  de  la 
formule  difierentielle 

ctmduit  à  des  relations  d'où  Ton  déduit  très-simplement  la  discussion 
géométrique  du  problème  du  pendule  simple. 

HoLMGKEjf  (Hj.).  —  Sur  la  transformation  des  intégrales  multiples, 

(4o  p.) 

J  I.  Notations.  Signe  de  substitution  de  Sarrus  et  de  Lindelof* 
—  SS  2  et  3.  Changement  de  Tordre  des  intégrations  dans  les  inté- 
grales multiples.  —  §  4-  Introduction  de  nouvelles  variables  dans  les 
intégrales  définies.  —  S§  5  et  6.  Cas  simples  de  la  formule 


dxi+i  I   F{x,  ,a:i, . . .  ,x„) 


iii=r.r'  "  '   /»Fi(«,j-„x,,...,x< 


) 

dx 


l+l 


X 


Jf*U 
r  (  âTi  jXiy  m  .  •  ^X^)(lX\, 


LiXDM.ii*^  (C.-F.).  —  Détermination  des  dérivées  supérieures  de 
^wlque$  fonctions,  et  de  diverses  intégrales  définies  qui  en  dépendent, 

''9  p.) 

a 

iX'lermination  des  dérivées  d'ordre  quelconque  des  fonctions  x"e', 
x-f«'      ^v^  losjti-^bx)  ]og{a-^bx)         x\og(a-{-bx) 


x" 


(fl'-h6«jr«/,    xfa'-f-ft'a?»)",     arccol^f  log(a'-*-6'a:»),     e'*'''"^', 


°*A.  Nontedtet  Fik.  Publiés  chaque  année  par  demi -volumes  in-/|.  Les  Mémoires  sont 
Nsiocs  séparément.  En  langue  suédoise. 
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e^^'*lf*ax.  —  Calcul  de  plusieurs  intégrales  déduites  des  résuluu 
précédents  et  des  valeurs  données  par  les  Tables  de  Bierens  de 
Haan. 

HoLMGREN  (  Hj.).  —  Suf  U  Cakul  différentiel  à  indices  quelamqm. 
(83  p.) 

L'auteur  part  de  la  définition 

=  T(m--    )  ï^'"(^-^» )"•"•*  f  (i-«)'"-'*-/[ar.  +  (^-^.)"]rftf. 

x^  Xq  étant,  ainsi  que  jix,  des  grandeurs  réelles  ou  complexes  quel-^ 
conques,  et  m  le  nombre  entier  positif  (ou  nul)  immédiatemeOl 
plus  grand  que  la  partie  réelle  de  jix.  Ces  recherches  se  rattachent 
Mémoire  précédemment  indiqué  sur  les  intégrales  multiples. 

T.  VI  ^  1865- 1866. 

Malmsten  (C.-J.).  —  Sur  les  intégrales  définies  entre  des  lim 
imaginaires .  (  1 8  p .  ) 

Après  avoir  fixé,  dans  son  Résumé  des  Leçons  sur  le  Calcul  infimU* 
simal  {*)  (21^  Leçon),  la  signification  d'une  intégrale  définie  entitl 
des  limites  réelles,  Cauchy  Ta  étendue,  deux  ans  plus  tard,  dans  soi 
célèbre  Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  ÛM* 
ginaires.  M.  Malmsten  établit  les  théorèmes  suivants,  relatifs  a  c» 
dernières  intégrales  : 

Théorème  I.  Si  l'on  a  diverses  quantités  complexes  A„-hB,t,  dont  i 
les  parties  réelles  soient  de  même  signe,  et  que  le  module  de  tf  +  h*  j 
soit  une  moyenne  entre  ceux  des  quantités  a^^  -h  fimit  on  a 

2(A„-f-B./)(a.-f-p,/)=(a-+-6/)2(A.^B,i). 

Théobème  U.  pdx-hqdy  étant  une  difierentielle  exacte,  • 

\\ml[p(x^,Xn)dxn'^  q{XniX^)dx^] 

=   f    p(x,\)dx'\-i    q(x.,y)dy. 


(  *  )  Cet  Ouvrage  de  Cauchy,  si  important  pour  l'histoire  de  U  Science,  est  mai 
presque  introuvable.  11  serait  bien  à  souhaiter  qu'on  en  fltane  nouTelle  éditioo 
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Théorème  III.  f{z)  étant  une  fonction  synectique  de  z  =  â?  +  yt, 

j  f[z)dz  est  une  quantité  indépendante  du  chemin  parcouru. 
THéoRÈME  IV.  On  a 


f(z)dz  =  ^   /    f(z)dz. 


Théorème  V.  Sif[z)  est  une  fonction  synectique  de  ^,  et 


f\i)  sera  ime  fonction  synectique,  ayant  pour  dérivéey(j5). 


ÔFV^ERSIGT  AF  K0N6L.  Vetenskaps-Aràdemiens  Fôrhandlingar. 
—  Stockholm,  P. 'A.  Norstedt  och  sëner  (*). 

T.  XXn,  i865. 

Dahlaicder  (G.-R.).  —  Sur  l* effet  mécanique  produit  par  la  vapeur 
feau  saturée  pendant  son  expansion.  (10  p.,  i  pi.) 

MôLLER  (A.).  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  comète  de  Faye.  (i  i  p.) 
L'auteur  trouve,  pour  les  éléments  de  la  quatrième  apparition, 

i865,  oct.  4>o>  T.  m.  Berlin. 


^=478"  ,64582 
M  =  342•I8'32^4I 
9  =   33.53.  8  ,57 


ï3=   49»56'54%56 
Q=  209. 41.52  ,91 

i=  II.  22.  7  ,44  • 


Edlund  (E.).  —  Détermination  quantitative  des  phénomènes  de  cha- 
^ur  qui  se  produisent  dans  le  changement  de  volume  des  métaux,  et  de 
i  équivalent  mécanique  de  la  chaleur  j  indépendamment  du  travail  in- 
férieur du  métal,  (3i  p.) 

Daug  (H. -T.).  — Sur  les  cubatures  approximatives,  (5  p.) 
L'auteur  ne  s'occupe  que  des  volumes  terminés  à  une  surface  quel- 
conque et  ayant  pour  base  un  rectangle.  Imaginons  qu'on  ait  divisé 

(')  Cornue  rendu  des  travaux  de  l'Académie  royale  des  Sciences.  Stockholm,  P.- A. 
IVontedU  et  fiU. 
Cb  ToliiiiMpar  tp,  en  10  lÎTraifont  tn-8,  en  Ungue  saédoiM.  Prix  du  Tolimie  :  6  Rdr. 
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ce  rectangle  en  rectangles  égaux  par  deux  systèmes  de  parallèles  aux 
côtés.  Ou  n'emploiera  que  les  ordonnées  de  la  surface  élevées  aai 
sommets  et  aux  centres  de  ces  rectangles. 

Soient  Si  la  somme  des  ordonnées  élevées  aux  sommets  du  rectangle 
qui  sert  de  base  au  volume  ;  Ss  la  somme  des  ordonnées  aux  points  de 
division  situés  sur  le  [>érimètre  du  rectangle  \  S4  la  somme  des  ordon- 
nées aux  points  de  division  situés  à  Tintérieur  de  la  base;  St  la  somme 
des  ordonnées  aux  centrci  des  rectangles  partiels  \  2  ^,  2  k  les  dimen- 
sions de  Tun  des  rectangles  partiels.  On  a  approximativement 

V  :=  ^ (  1  .S.  -h  2.S,  -4-  4.S4  -+-  8. S,). 

HoLMGREN  (K.-A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  formation  des  ondes  Uh 
nores  dans  les  tuyaux.  (17  p.) 

Bjorlino  (C.-F.-E.)  .  —  Sur  quelques  propriétés  des  séries  de  Fowrier 
et  de  leurs  coefficients.  (6p.) 

Théorème.  —  La  série  Fij)  =    S    f„  sînnt  peut  être  différentiée,  i 

lorsque  Tégalité  précédente  subsiste  non-seulement  entre  les  limites  j 
o  et  7r,  mais  encore  aux  limites  elles-mêmes.  Au  contraire,  pour  que  la .: 

série  F  (  ^)  =  -  m©  -f-    S   u„  cosnt  puisse  être  différentiée,  il  suffit  que 

2  n  =  i 

F(t)  ait  une  valeur  finie  pour  /  =  o  et  f  =  tt;  en  supposant  toujourt 
que  ¥{t)  ne  devienne  infini  pour  aucune  valeur  de  t  comprise  entre 
les  mêmes  limites. 

o 

Astha^d  (J.-J.).  —  Méthode  simple  d* approximation  pour  les  déter- 
minations du  temps  et  de  la  longitude.  (i5  p.) 

Cette  méthode  n'cîxige  point  l'emploi  des  Tables  de  logarithmes. 

T.  XXIIl;    1866. 

Edlvnd  (Er.).  —  Démonstration  expérimentale  de  In  dilatation pro^ 
duite  par  le  courant  électrique  dans  les  corps  solides,  indépendamment  de 
la  chaleur  développée.  (27  p.) 

Bjorling  (E.-G.).  —  Sur  les  formules  d'addition  pour  les  fonctions 
elliptiques.  (4  P-) 

Jacobi  {Sur  la  rotation  des  corps,  Journ.  de  Crelle;  t.  XXXLXf 
p.  324))  déduit  les  diverses  formules  d'addition  de  la  formule 

cos am(a  -f-  P)  =  cosama cosam^  —  sin am asin  am^  Aam(a -h P): 


i 
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On  peut  les  déduire  plus  simplement  d'une  autre  manière,  que  Tau- 
teor  indique  brièvement. 

T.  XXIV;   1867. 

Theorell  (A. -G.).  —  Quelques  conséquences  du  théorème  du  Cauchy 
SUT  les  différences  des  fonctions  continues.  (4  p-) 
On  a  les  formules 

Petterson  (C.-A.).  —  Déterminations  astronomiques  de  positions 
dans  le  district  de  Norrbotten,  en  1859-62.  (9  p.) 

Dablander  (G.-R.).  —  Sur  la  détermination  de  Vaxe  central  et  de 
Vaxe  de  rotation  dans  le  mouvement  d*un  corps.  (4  p.) 
Construction  géométrique. 

T.  XXV;   1868. 

DAHLArfDER  (G.-R.).  —  Théoric  géométrique  de  l'accélération  dans  le 
déplacement  d*une  figure  dans  son  plan.  (16  p.,  i  pi.) 

L'auteur,  partant  des  travaux  de  M.  Chasles  (Comptes  rendus^  t.  LI 
et  LU),  étudie  la  relation  qui  existe  entre  trois  positions  (î*une  fi- 
gure,, et  ses  résultats  contiennent,  comme  cas  particulier,  la  théorie 
de  l'accélération.  Il  expose  ensuite  plusieurs  théorèmes  auxquels  ces 
recherches  l'ont  conduit. 

BioRLinr*  (C.-F.-Em.).  — Sur  les  conditions  de  réalité  des  racines 
de$  équations  algébriques.  (10  p.) 

Ces  conditions  sont  fondées  sur  les  relations  qui  existent  entre  les 
racines  dune  équation  et  celles  de  sa  dérivée. 


•^OVA      ACTA     REGIE     SOCIETATIS      SciENTIARUM      UpSALIENSIS.     

Vpsaliœ,  W.  Schultz  (*). 

III'  Série,  t.  VI;  1866- 1868. 

Wackerbarth  (  A-D.)  .  —  Théorie  provisoire  de  Léda.  (  24  p.  ;  angl.) 
Les  perturbations  sont  calculées  par  la  méthode  de  Laplacc. 


,'*)  Parait  par  demi-ToI unies  iii-.^,  tous  les  deux  ans.  Mémoires  paginés  séparément, 
^  diverses  langues. 
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HoppE  (R.).  —  Sur  les  sommes  des  séries  divergentes.  (12  p-^fr.). 

Recherche  de  la  fonction  <y(n),  telle  que  lim.  -y—  =  i  pour  • 

infini. 

HoppE  (R.).  —  Surfaces  également  illuminées.  (4  p.;  fr.) 
La  surface  uniformément  éclairée  par  des  rayons  partis  d'un  poini 
est  représentée  par  Tensemble  des  équations 


=^ 


Slim  [JL 


c 

X  =  arc  lang  (tangyj  sinS^)-f- 9'(sinyï  cos^) 

tanfirS" 
/:ji  =  arc  tang  — - — h  sinï3COsi^.9'(sinyïCOs^)  —  9(sinyîC0s5), 

r,  S",  X  étant  le  rayon  vecteur,  la  latitude  et  la  longitude,  17  et  fi  da 
variables  auxiliaires,  et  cj»  une  fonction  arbitraire. 


1 
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Bd.  U,  Heft  i^  1869. 

Gbetschel  (H.).  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  âek 
durée  de  l'oscillation  d'un  pendule  simple.  (6  p.  ;  ail.) 

L'auteur  arrive  a  l'expression  rigoureuse  en  remplaçant  les  inlMi 
grations  par  des  sommations  de  séries.  tj 

ExNER  (K.).  —  Sur  la  forme  des  petits  éléments  de  surface.  (3  [HT 
ail.)  ♦ 

Un  élément  de  surface  est  engendré  par  le  mouvement  conti 
d'un  arc  de  cercle  infiniment  petit  glissant  sur  un  autre  arc  de 
infiniment  petit,  de  manière  que  leurs  deux  plans  soient  touj 
perpendiculaires  entre  eux,  et  que  le  centre  du  premier  reste  toi» 

jours  dans  le  plan  du  second.  / 

•• 

Spiereu  (Th.).  —  Sur  un  cercle  remarquable,  décrit  autour  du  ctM 

de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle  rectiligne,  et  analogue  au  eeréi 

des  neuf  points.  (5  p.  ^  ail.). 

j 
MosT  (R.).  —  Sur  le  centre  de  gravité  du  contour  des  figures  plMÊ 

et  solides  les  plus  simples.  (5  p.  ;  ail.) 

{*)  Voir  Bulletin^  p.  loo.  ^ 
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SoiTDERHOP  (A.).  —  Corrections  géodésiques  des  angles  horizontaux 
dhservés  sur  le  sphéroïde.  (  26  p.  ;  ail.) 

FisBEif  DER .  —  Les  angles  que  les  côtés  du  triangle  forment  avec  leurs 
lignes  de  gravité  respectives,  (3  p.  ;  fr.) 

Versluys  (J.).  —  Applications  nouvelles  des  déterminants  à  la  Géo- 
métrie (a*  art.).  (23  p.  ^  fr.) 

Discussion  de  réquation  générale  du  second  degré  en  coordonnées 
Ungenticlles ,  et  de  la  courbe  du  second  degré  intersection  d'une 
surface  et  d'un  plan. 

U^FERDiKCER  (Fr.).  — Sur  Vcxprcssion  du  rayon  de  courbure  en 
coordonnées  polaires,  et  sur  les  courbes  dont  Véquation  est  r*  =  a^sinkO. 
(21  p.  ^  ail.) 

Grassmakn  (H.).  —  Résolution  élémentaire  de  l'équation  générale 
du  quatrième  degré.  (3  p.  *,  ail.) 

DosTOR  (G.).  —  Propriété  de  la  bissectrice  d*un  angle  dans  le 
triangle.  — Ellipse  et  hyperbole  :  relation  entre  les  angles  des  deux  rayons 
lecteurs  d*un  point  avec  Vaxe  focal.  —  Inclinaison  du  rayon  vecteur 
sur  l'axe  de  la  parabole.  —  Propriétés  du  triangle  rectangle. —  Géné- 
ralisation d'un  théorème  d^Euler  {ou  de  Fermât)  sur  le  cercle^  et  so7i 
extension  à  V ellipse.  —  Propriétés  du  triangle  sphérique  rectangle. 
(17  p.  ;  fr.) 

LiTTRow  (C.  vo?i).  — Sur  l'infériorité  des  Anciens  dans  les  sciences 
fhjsiques.  (i3p.;  ail.) 

Discours  prononcé  à  l'occasion  de  son  installation  comme  recteur 
deTUniversité  de  Vienne. 


DILL^'ER  (Gôran),  adjunkt  i  matematik  vid  Upsala  Akademi.  — 
Grukddragen  af  den  geometriska  kalkylen.  [Tidskrift  for  ma- 
tematik och  Fysik^  1868-1870,  Upsala)  (*). 

Uunité^  au  point  de  vue  arithmétique,  étant  une  quantité  de  gran- 
deur arbitraire,  on  peut  la  faire  varier,  et  les  nombres  qui  repré- 
sentent les  diverses  grandeurs  concrètes  varieront  en  même  temps. 

'•)  Éléments  du  Calcul  grométriq ne  ;  par  le  D*"  C*.  Dillner,   Professeur   adjoint  de 
BuU.  des  Seiences  mathém.  et  astron.^  t.  I.  (Août  1S70.)  ^7 
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Le  cliaiigenu'nt  d'unité  donno  lieu  aux  opérations  de  la  multiplica- 
tion et  de  la  division. 

Au  lieu  de  chercher  la  grandeur  absolue  d'une  quantité,  on  peut 
avoir  pour  but  sa  détermination  dans  une  série  illimitée  dans  les 
deux  sens,  telle  que  la  détermination  d*un  point  sur  une  droite  in- 
définie. Cette  question  se  ramène  h  une  détermination  de  grandeur, 
si  Ton  prend  pour  inconnue  la  distance  du  [)oint  cherché  à  une  ori- 
gine fixée  arbitrairement  sur  la  droite.  iVIais  ici  la  grandeur  de  la 
distance  n'est  qu'une  quantité  auxiliaire,  qui  ne  sidKrait  pas  pour 
l'expression  complète  du  résultat,  si  Ton  n'y  ajoutait  Tindication  da 
sens  dans  lequel  elle  doit  être  portée  à  partir  de  Torigine. 

Au  lieu  donc  de  considérer  séparément  les  deux  déterminations 
de  grandeur  et  de  sens,  il  est  plus  simple  de.  les  comprendre  dans 
une  même  détermination,  et  de  sid)stituer  aux  0|)érations  arithmé- 
tiques d'addition  et  de  soustraction^  qui  rappelaient  uniquement  les 
idées  d'augmentation  et  de  diminution,  des  opérations  algébriques 
plus  générales,  comprenant  les  premières  comme  cas  particuliers,  et 
désignées,  pour  cette  raison,  par  les  mêmes  noms,  savoir  :  VaddiUm 
algébrique,  consistant  dans  le  transport  de  l'extrémité  de  la  distance 
dans  un  certain  sens  convenu,  et  la  soustraction  algéhriquey  consis- 
tant dans  le  transport  de  la  même  extrémité  dans  le  sens  opposé. 
Ces  deux  opérations  peuvent  être  considéréï*s  comme  correspon- 
dantes au  changement  d  origine. 

En  concevant  maintenant  la  soustraction  h  ce  point  de  \vlc  plus  fi- 
néral^  celte  opération  sera  toujours  possible^  et  la  notion  des  quantités 
négatives  n'olVrira  plus  aucune  diiticullé. 

Si  l'on  considère  l'unité  comme  étant  elle-même  susceptible  de 
signe,  le  changement  d^unité  donnera  lieu  à  la  multiplication  et  à  la 


Mathématiques  à  rAcadcmio  d'Upsala.  (Extrait  du  Journal  de  MtUkémaiifmeS  H  it 
Physique,  années  1868- 1870.  Huit  articles,  91  p.) 

Voir  Bulletin,  p.   177  et  179. 

M.  DiUner  avait  déjà  publié  en  1860  un  Mémoire  sur  le  même  sajet,  intitulé  :  G^' 
metriik  kalkjrl,  eller  geometriska  qvantiteters  ràknelagar ,  af  G.  Dilltiea.  (Aftrycktw 

Upsaîa  Kongl.  T'etenskaps-Societets  Arskrift)\  Upsala,  G.-A.  Lefllcr,  1860.  [C*/»' 
géométrique,  ou  Règles  du  calcul  des  quantités  géométriques.  (Extrait  de  YJnnmmrtii 
lu  Société  Rojrale  des  Sciences  d'Vpsala.)  Gr.  in-8,  96  p.].  L'auteur  y  a  étandu  Mi  re* 
cherches  à  la  représentation  des  points  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

\a  série  d'articles  dont  nous  analysons  la  première  partie  est  une  exposition  dé- 
taillée do  la  même  théorie,  pour  le  cas  de  deux  dimensions. 


mination  d'une  quantité  faisant  partie  d'une  série  double, 
B  peut  i*cprésenter  par  un  point  d'un  plan.  Ici,  outre  la 
nne  origine  arbitraire,  il  faut  encore  avoir,  non  plus  une 
ication  pour  choisir  entre  deux  sens  opposés,  mais  une  se- 
iidcur  déUTminant  la  direction  dans  laquelle  la  distance 
ortéc. 

Ht  un  nouveau  pas  dans  la  généralisation  des  notations  et 
ons,  on  est  conduit  à  incorporer  dans  un  même  symbole 
toutes  les  données  qui  déterminent  un  point  du  plan,  et 
es  noms  d'addition  et  de  soustraction  au  transport  d'un 
le  plan,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  changement  d'ori- 
[ae  Ton  conserve  les  directions  fondamentales  d'où  l'on 
I  angles.  Le  symbole  binaire  qui  caractérise  ainsi  une 
bla  double  série  s'appelle  quantité  géométrique  (Cauchy) 
i  complexe  (Gauss)  {*). 

lidérant  ïunité  comme  une  quantité  géométrique,  ayant 
leur  et  une  direction,  le  changement  d'unité  conduit  de  la 
I  plus  simple  et  la  plus  naturelle  à  la  définition  de  la  mul- 
et de  la  division  des  quantités  géométriques.  De  là  on 
lévation  aux  puissances,  et  à  l'extraction  des  racines.  Cette 
opération,  grâce  à  la  nouvelle  généralisation  de  sa  défini- 
nit  plus  ollrir  maintenant  d'imj)ossibilité,  et  la  dénomina- 
§maire  ne  peut  plus  être  prise  dans  son  sens  primitif,  puis- 
ppliquc  à  des  quantités  parfaitement  réelles. 

■lièrs  idée  de  It   •nbititution  des  quantités  (rcométriques  aux  quantités 
•■  impouihUt  remonte  à  Wallis  (1693  ),  qui,  partant  de  la  proportion 
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férents  théorèmes  : 

Pour  7  =  o,     a'—  &«rrr  OB.OB',     [Eucl.,  Il,  5]; 

Poury=-,     a' -h  6»=  OB. OB',     [EucL,  1,47]; 

Pour  y  =  5,    û*-h6«=c*,     où     c»  =  OB.OB'; 
4 


M.  Dillncr  termine  par  des  exemples  de  constructions  tirées  dl 
résolution  d'équations  entre  des  quantités  géométriques. 

Pour  encourager  Tétude  de  ces  élégantes  méthodes,  qui  finifl 
sans  doute  par  devenir  classiques,  M.  DUlner  propose  pour  sujet 
prix  annuel  que  décerne  la  rédaction  du  Tidskrift^  la  composa 
d'un  Recueil  de  problèmes  géométriques  résolus  au  moyen  des  étf 
tîons  du  premier  et  du  second  degré  et  de  celles  qui  s'y  ramènent  ( 

J.    HoiEL. 


MÉLANGES. 
ACADÉmE  DES  SUENCES. 

CONCOURS   DE   l' ANNÉE   1869. 

Séance  publique  du  Lundi  ii  Juillet  1870, 
PRÉsiDée  PAR  M.  Claude  BERNARD,  Président  pour  l'atcnéb  1869. 


PRIX  DÉCERNÉS  POUR  LES  SCIEKGES  HiTHÉHinQUES. 

GRAND  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES. 

(Commissaires  :  MM.  Bertrand,  Cliaslcs,  Liouville,  Bonnet| 

Serre t  rapporteur.) 

Rapport  sur  le  Concours  de  Tannée  18C9. 

L'Académie  avait  proposé,  pour  sujet  de  grand  prix  de  Mail 
matiques  à  décerner  en  1860,  la  question  suivante  : 

«  Perfectionner  en  quelque  point  essentiel  In  théorie  du  mouvemoi 
»  trois  corps  qui  s'attirent  mutuellement^  suivant  la  loi  de  la  nâà 


(*)  L'auteur  du  meilleur  Mémoire  reccvru  le  second  volume  du  Traité  deCtâmÊ^ 
férentiel  et  de  Calcul  intégral  de  M.  Bertramd.  Les  Mémoires  de?ront  être  ffl| 
à  M.  Dillner  avant  le  i**"  janTier  1^71.  ' 
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uii  angle  6,  l'équation  deviendra  de  la  forme 

doù  Ion  tire,  en  égalant  les  composantes  rectangulaires  des  deux 
membres, 

X  —  gf  -4-  (7  —  A  )  cos  0  =  p  cos  0-, 

(X  —  A)  sinO  =  p  sino". 

L'élimination  de  la  variable  p  donne  Téquation  en  or  et  y. 

Si  Ton  supposait  9  variable  et  p  constant,  on  aurait,  par  Télimina- 
tion  de  a,  l 'équation  du  cercle  de  rayon  p. 

Un  cercle  de  rayon  p  roulant  sans  glisser  sur  Taxe  des  j?,  soit  joa 
l'abscisse  du  point  de  contact;  le  centre  sera  exprimé  par  joa  +  /o,,  et 

le  point  décrivant  de  la  cycloïde  aura  pour  expression,  relativement 
à  ce  centre,  p  ,     .  Donc  Téquation  de  la  cycloïde  sera 

r^=pcr-f-p,  -Hp   ,_^, 

a  % 

doà 

X=:p  {(T — Sina),      jrz=:p{i    — COSd). 

Après  ces  indications,  l'auteur  revient  sur  l'emploi  de  la  méthode 

dans  la  résolution  des  problèmes  de  géométrie  élémentaire. 

Un  triangle  OAB  est  déterminé  de  forme  par  le  quotient  géomé- 

OA 
trique  pr^-  La  proportion  OA  :  OB  =  O'A'  :  CVB'  exprime  la  simili- 

lude  des  triangles  OAB,  aA'B'.  La  proportion  OA  :  OB  =  OB  :  OC 
indique  que  OB  est  moyenne  proportionnelle  entre  OA  et  OC  et  bis- 
sectrice de  Tangle  AOC. 

La  construction  des  identités  algébriques  où  entrent  des  quantités 
géométriques  fournit  un  moyen  fécond  pour  établir  analytiquement 
un  nombre  illimité  de  propositions  de  géométrie. 

Ainsi  l'identité 

a'—  (6^)'  =(a  -f-  b^)(a-'  b^) 
donne,  en  prenant  les  modules  de  part  et  d'autre. 


^a* -f- &*  —  2a*6'cos27  =  mod.(a  -h  b^)>:inod^{a  —  b^) . 

oiOA  =::  a  est  la  ligne  menée  du  sommet  O  d'un  triangle  au  milieu 
A  de  la  base  BB'=  26,  et  que  y  soit  l'angle  OAB,  le  second  membre 
^ra  égal  à  OB  X  OB'.  En  donnant  à  7  diverses  valeurs^  on  aura  dif- 
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plus  notables  à  une  lliéorie  qui  intéresse  h  la  fois,  à  un  haut  degré, 
l'Analyse  mathématique  et  l'Astronomie. 

En  résumé  la  Commission  décide  qu'il  n'y  a  pas  Heu  de  décerner 
le  prix,  et  elle  propose  à  l'Académie  de  remettre  la  question  au  Con- 
cours pour  1872. 

L'Académie  adopte  les  Conclusions  de  ce  Rapport. 

GRAND  PRIX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

*  Question  proposée  en  1864  pour  1866,  puis  remise  au  concourt,  aprh  modifietÊtim, 

pour  1869. 

(Commissaires  :  MM.  Faye,  Liouville,  Laugier,  Le  Verrier, 

Delaunay  rapporteur.) 

Rftpport  8ur  le  Concourt  de  Tannée  1869. 
L'Académie  avait  mis  au  concours,  [>our  1869,  laquestionsuiTante: 

((  Discuter  complètement  les  anciennes  observations  d^ éclipses  qui  nom 

»  ont  été  transmises  par  Vhistoire^  en  vue  d'en  déduire  la  valeur  et 

»  r accélération  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune,  sans  u 

)i  préoccuper  d'aucune  valeur  théorique  de  cette  accélération  séculaire; 

»  montrer  clairement  à  quelles  conséquences  ces  éclipses  peuvent  am- 

»  duire  relativement  à  V accélération  dont  il  s* agit,  soit  en  lui  assignasU 

))  forcément  une  valeur  précise,  soit  au  contraire  en  la  laissant  indéter- 

))  minée  entre  certaines  limites.  » 

Deux  pièces  sont  parvenues  au  Secrétariat  de  l'Institut;  auctuie 
d'elles  n'a  paru  mériter  le  prix. 

La  Commission,  vu  l'importance  de  la  question  proposée,  demande 
à  l'Académie  de  la  mettre  de  nouveau  au  concours  pour  l'année  1873. 

L'Académie  adopte  cette  proposition . 

PRIX  D'ASTRONOMIE  (FONDATION  LALANDE). 

(Commissaires  :  xMM.  Delaunay,  Faye,  Mathieu,  Liouville, 

Laugier  rapporteur.) 

Rftpport  8ur  le  Concourt  de  l'ftnnée  1869. 

L'existence  d'un  grand  nombre  de  petites  planètes  entre  Mars  et 
Jupiter  est  sans  rnnt inédit  un  des  faits  les  plus  remartpiables  dont  la 
science  soit  rt»de>al>le  aux  astronomes  du  xix*  siècle. 

Les  décou>erlcs  successives  des  astéroïdes  exercent  sur  les  progrès 
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de  r Astronomie  une  double  influence  :  elles  agrandissent  le  domaine 
de  nos  connaissances  uranographiques,  et  elles  augmentent  d'année 
en  année  le  nombre  et  Thabileté  des  astronomes  calculateurs.  Aussi 
l'Académie,  à  plusieurs  reprises,  a-t-elle  encouragé  un  genre  de  re- 
cherches si  utile  ^  nous  lui  rappellerons  avec  plaisir  les  noms  bien 
connus  de  MM.  Hencke  de  Driessen,  Hind,  de  Gasparis,  Luther, 
Goldschmidt,  Chacomac,  etc.,  qui  tous  ont  obtenu  plusieurs  fois  la 
médaille  de  Lalande. 

Parmi  les  astronomes  qui,  dans  ces  dernières  années,  ont  enrichi 
la  nombreuse  famille  des  petites  planètes,  la  Commission  signale 
M.  James  Watson,  directeur  de  Tobservatoire  d*Ann-Arbor  (Etats- 
Unis).  Cet  habile  astronome  a  découvert  les  neuf  astéroïdes  n®*  79, 
93,  94,  100,  10 1,  io3,  io4)  io5  et  106,  dont  les  huit  dernières  dans 
le  court  intervalle  d'une  année. 

En  conséquence,  la  Commission  propose  à  l'Académie  de  décerner, 
pour  l'année  1 869,  le  prix  d'Astronomie  fondé  par  Lalande  à  M.  James 
WiTsoir. 

L'Académie  adopte  la  proposition  de  la  Commission. 

PRIX    FONnÉ    PAR    M™*    LA   MARQUISE    DE    LAPLACE. 

Une  Ordonnance  royale  ayant  autorisé  l'Académie  des  Sciences  à 
accepter  la  donation,  qui  lui  a  été  faite  par  M"*  la  Marquise  de 
Laplace,  d'une  rente  pour  la  fondation  à  perpétuité  d'un  prix  con- 
sistant dans  la  collection  complète  des  Ouvrages  de  Laplace,  prix  qui 
devra  être  décerné  chaque  année  au  premier  élève  sortant  de  l'École 
Polytechnique, 

Le  Président  remet  les  cinq  volumes  de  la  Mécanique  céleste,  VEx- 
position  du  Système  du  Monde  et  le  Traité  des  Probabilités  à  M.  Fran- 
çois-Henri Voisin,  né  le  3  décembre  1848,  à  Pagny-la-Blanche-Côte 
Meuse),  sorti  le  premier  en  1869  de  l'Ecole  Polytechnique  et  entré 
»  l'Ecole  impériale  des  Mines. 

prix  oamoiseau. 

^Commissaires  :  MM.  Laugier,  Mathieu,  Delaunay,  Le  Verrier, 

Faye  rapporteur.) 

L'Académie  avait  proposé,  pour  le  prix  Damoiseau,  la  question 

suivante  : 

«  Revoir  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  ;  discuter  les  observations 
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»  et  en  déduire  les  constantes  qWells  renferme,  et  particulièrement  ctiU 
))  qui  fournit  la  détermination  directe  de  la  vitesse  de  la  lumière;  enfm 
»  construire  des  Tables  particulières  pour  chaque  sateUite.  » 

L' Académie  n'ayant  reçu  jusqu'à  présent  aucune  pièce  sur  cette 
question,  votre  Commission  a  Tlionneur  de  vous  proposer  de  la  re- 
mettre au  concours  et  d'étendre  jusqu'en  1872  la  limite  de  rigueur. 
Voici  les  motifs  de  cette  proposition.  La  question  de  1869  rentre 
complètement  dans  l'esprit  de  la  fondation  Damoiseau  ;  elle  est  toute 
d'actualité,  car  les  Tables  de  Delambre,  continuées  par  Damoiseau, 
dont  se  servent  tous  les  calculateurs  d'épliémérides,  ne  s'étendent 
que  jusqu'il  1 860  ;  enfin  le  grand  problème  de  la  vitesse  de  la  lumière 
a  pris,  dans  ces  derniers  temps,  une  importance  nouvelle,  grâce  à  de 
réciînts  travaux  théoriques  et  pratiques  du  plus  haut  intérêt.  11  est 
donc  à  désirer  que  la  solution  qu'en  fournit  l'observation  des  éclipses 
des  satellites  de  Jupiter  soit  soumise  à  une  révision  attentive  sur  l'en- 
semble des  docimients  qui  se  sont  accumulés  depuis  les  travaux  de 
Delambre,  et  dont  on  n'a  encore  tiré  aucun  parti. 

Nous  prions  l'Académie,  vu  l'importance  de  la  question,  d'élever 
à  cinq  mille  francs  la  valeur  du  prix  à  décerner  en  1872  au  nom  de 
notre  savant  et  regretté  confrère.  La  somme  de  cinq  mille  francs 
sera  constituée  au  moyen  des  arrérages  disponibles  de  la  fondation 
Damoiseau.  Dans  le  cas  où  ces  arrérages  ne  suivraient  pas  pour  former 
la  totalité  des  cinq  mille  francs,  l'Académie  la  compléterait  en  p^^ 
nant  sur  d'autres  fonds  disponibles. 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 
(Voir  aux  Prix  proposés.) 

PRIX    PONCELET    ( FONDÉ    PAR    m"®    VEUVE    PONCELET }. 

(Commissaires  :  MM.  Liouville,  Morin,  Bertrand,  Serrcl, 

Combes  rapporteur.) 

Rapport  sur  le  Concours  de  l'année  1869. 

Aux  termes  de  l'acte  de  donation,  le  prix  Poncelet  est  destiné  i 
l'auteur  de  l'Ouvrage  qui  aura  le  plus  contribué  aux  progrès  de» 
Sciences  mathématiques  pures  ou  appliquées,  publié  dans  les  dix 
années  qui  auront  précédé  le  jugement  de  l'Académie. 

La  Commission  propose  à  l'Académie  de  décerner  ce  prix,  pour 
Tannée  1869,  au  D'  J.  Robekt  Mayer,  Correspondant  de  l'Académie 
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k  Heilbronn,  pour  Tensemble  de  ses  Mémoires  sur  la  Théorie  méca- 
nique de  la  chaleur,  dont  le  premier  remonte  à  Tannée  1842,  et  que 
l'auteur  a  réunis,  en  1867,  en  un  volume  imprimé  à  Stuttgart  sous 
k  titre  :  Die  Mechanik  der  Wârme. 

L'Académie  adopte  la  proposition  de  la  Commission. 


nu  nOPOSÉS  pour  les  sciences  liTHÉllTlQIIES. 

Prix  à  déoemer  en  1870. 
GRAND  PRIX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

^fÊatiom  proposée  pour  1855,  remplacée  par  une  autre  pour  1861,  remise  à  1863,  puis 
k  1865,  et  enfin  à  1867;  nouvelle  question  proposée  pour  1870  :  reproduction  du  pro- 
grmame  de  l'année  précédente. 

La  question  mise  au  Concours  pour  1867  n'ayant  été  le  sujet  que 
d'un  seul  Mémoire  qui  n'a  pas  été  jugé  digne  du  prix,  la  Commission 
a  proposé  de  retirer  cette  question  du  Concours  et  de  la  remplacer 
par  la  suivante  : 

«  Rechercher  expérimentalement  les  modifications  qu'éprouve  la  lu- 

■  mière  dans  son  mode  de  propagation  et  ses  propriétés,  par  suite  du 

■  wumrement  de  la  source  lumineuse  et  du  mouvement  de  l'observa- 
»  teur.  » 

L'Académie  a  adopté  la  proposition  de  la  Commission. 

Le  prix  consiste  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  ^rots  mille 
franc$. 

Les  Mémoires  ont  dû  être  remis  au  Secrétariat  de  l'Institut  avant 
kl"  juin  1870. 

PRIX  D'ASTRONOMIE  (FONDATION  LALANDE). 

La  médaille  fondée  par  M.  de  Lalande,  pour  être  accordée  annuel- 
lement à  la  personne  qui,  en  France  ou  ailleurs  (les  Membres  de 
riustitut  exceptés),  aura  fait  l'observation  la  plus  intéressante,  le 
Mémoire  ou  le  travail  le  plus  utile  au  progrès  de  l'Astronomie,  sera 
Jécernée  dans  la  prochaine  séance  publique  de  1870. 

Ce  prix  consistera  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  cinq  cent 
Virante-deux  francs. 

l«  terme  de  ce  Concours  est  fixé  au  i*'  juin  de  chaque  année. 


!i6o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

PRIX    FONDÉ    PAR    M™'    LA    MARQUISE    DE    LAPLACE. 

Une  Ordonnance  royale  a  autorisé  rAcadémic  des  Sciences  a 
accepter  la  donation,  qui  lui  a  été  faite  par  M™*  la  Marquise  de 
Laplace,  d'une  rente  pour  la  fondation  à  perpétuité  d*un  prix  consii- 
tant  dans  la  collection  complète  des  Ouvrages  de  Laplace. 

Ce  prix  sera  décerné,  chaque  année,  au  premier  élève  sortant  de 
l'Ecole  Polytechnique.' 

PRIX    DU    LEGS    DALMONT. 

Par  son  testament,  en  date  du  5  novembre  i863,  feu  M.  Dalmont 
a  mis  à  la  charge  de  ses  légataires  universels  de  payer,  tous  les  troii 
ans,  à  l'Académie  des  Sciences,  une  somme  de  trois  miUe 
pour  être  remise  à  celui  de  MM.  les  Ingénieurs  des  Ponts  et  Qui 
secs  en  activité  de  service  qui  lui  aura  présenté,  à  son  choix,  le 
leur  travail  ressortissant  à  Tune  des  Sections  de  cette  Académie. 

Ce  prix  triennal  de  trois  mille  francs  sera  décerné  pendant  la 
riode  de  trente  années,  afin  d'épuiser  les  (rente  mille  francs  légués 
l'Académie  et  d'exciter  MM.  les  Ingénieurs  à  suivre  FexemfJe 
leurs  savants  devanciers,  Fresncl,  Navier,  Coriolis,  Cauchy,  de 
et  Girard,  et  comme  eux  obtenir  le  fauteuil  académique. 

Un  Décret  impérial,  en  date  du  6  mai  i865,  a  autorisé  l'Acadëiiiie 
à  accepter  ce  legs. 

En  conséquence,  l'Académie  annonce  qu'elle  décernera,  pour  hi 
seconde  fois,  le  prix  fondé  par  M.  Dalmont,  dans  sa  séance  publiqpi 
de  1870. 

PRIX    PONCELET. 

Par  Décret  en  date  du  aa  août  1868,  l'Académie  a  été  autorisée  àî| 
accepter  la  donation  qui  lui  a  été  faite  au  nom  du  général  PoncekS; 
par  M"'  veuve  Poncelet,  pour  la  fondation  d'un  prix  annuel  destina 
à  récompenser  l'Ouvrage  le  plus  utile  aux  progrès  des  Sciences  mi- 
thématiques  pures  ou  appliquées,  publié  dans  le  cours  des  dix  années - 
qui  auront  précédé  le  jugement  de  l'Académie.  ^ 

Le  général  Poncelet,  plein  d'affection  pour  ses  Confrères  et  de* 
dévouement  aux  progrès  de  la  science,  désirait  que  son  nom  tt; 
associé  d'une  manière  durable  aux  travaux  de  l'Académie  et  an< 
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encouragements  par  lesquels  ^elle  excite  l'émulation  des  savants. 
M"*  veuve  Poncelet,  en  fondant  ce  prix ,  s'est  rendue  l'interprète 
fidèle  des  sentiments  et  des  volontés  de  Tillustre  géomètre. 

Le  prix  consistera  en  une  médaille  d'or  de  la  valeur  de  deux  mille 

francs. 

Les  Mémoires  ont  dû  être  déposés  au  Secrétariat  de  l'Institut  avant 
le  i*' juin  1870. 

Prix  à  dèoemer  en  1871. 
GRAND  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES. 

(Commissaires  :  MM.  Serret,  Liouville,  Chasles,  Hermite 

Ossian  Bonnet  rapporteur.) 

Question  substituée  à  celle  proposée  pour  1867  :  reproduction  du  programme 

de  l'année  précédente, 

La  question  proposée  pour  1867  était  énoncée  en  ces  termes. 

a  Apporter  un  progrès  notable  dans  la  théorie  des  surfaces  algé- 
briques, )) 

Un  seul  Mémoire  avait  été  envoyé  au  Concours,  et  la  Commission 
a  jugé  qu'il  n'y  avait  pas  lieu  à  décerner  le  prix.  Sur  sa  proposition, 
TÂcadémie  a  retiré  la  question  du  Concours  et  l'a  remplacée  par  la 
suivante  : 

<(  Faire  V étude  des  équations  relatives  à  la  détermination  des  modules 
»  singuliers,  pour  lesquels  la  formule  de  transformation  dans  la  théorie 
»  des  fonctions  elliptiques  conduit  à  la  multiplication  complexe,  )> 

Le  prix,  qui  consistera  en  une  médaille  d'or  de  trois  mille  francs, 
sera  décerné  dans  la  séance  publique  de  l'année  1871.  Les  pièces  de 
Concours  devront  être  déposées  au  Secrétariat  de  l'Institut  avant  le 
1"  juin  de  la  môme  année. 

Prix  à  décerner  en  1872. 

GRAND  PRIX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

(Commissaires  :  MM.  Liouville,  Dclaunay,  Chasles,  Serret, 

FizeavL  rapporteur.) 

L'Académie  propose  pour  1872  la  question  suivante  : 

ff  Étudier  l'élasticité  des  corps  cristallisés  au  double  point  de  vue 
»  expérimental  et  théorique,  » 
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Le  prix  consistera  en  une  médaille  de  la  valeur  de  (rois  mille  fram. 
Les  Mémoires  devront  être  parvenus  au  Secrétariat  de  rinstitot 
avant  le  l'^'juin  iSjsî. 

■ 

GRAND  PRIX  DE  MATHÉMATIQUES. 

Question  proposée  pour  18C9,  maintenue  au  concours  pour  1872  i  reproduction  | 

du  programme  précédent.  à 

La  question  proposée  est  la  suivante  : 

<(  Perfectionner  en  quelque  point  essentiel  la  théorie  du  mourement 
»  de  trois  corpa  qui  s'attirent  mutuellement^  suivant  la  loi  de  la  naturtM 
»  soit  en  ajoutant  quelque  intégrale  nouvelle  d  celles  déjà  connues,  scit 
)>  en  réduisant  d'une  manière  quelconque  les  difficultés  que  présente  k 
»  solution  complète  du  problème,  » 

Le  prix  consistera  en  une  médaille  de  la  valeur  de  trois  mille  frÊMO. 
Les  Mémoires  devront  être  parvenus  au  Secrétariat  avant  le  i*' job 

1872. 

PRIX    BORDIN. 

(Commissaires  :  MM.  Serret^  Liouville,  Becquerel,  Combes,        j 

Delaunay  rapporteur.)  l 

Le  prix  sera  décerné  au  travail,  analytique  ou  expérimental,  qui 
aura  le  [dus  contribué  à  établir  la  théorie  des  raies  du  spectre. 

Le  prix  consistera  en  une  médaille  d*or  do  la  valeur  de  trois  milk 
francs. 

Les  Ouvraj^es  { imprimés  ou  manuscrits)  adrt*ssés  pour  le  Concours 
devront  être  (lé|>osés  francs  de  port,  au  Si*crélarîat  de  Tlnstitut  avant 
le  1'' juin  1872,  terme  de  rigueur.  Les  Ou\ rages  écrits  en  langue 
étrangère  devront  être  accompagnés  dune  traduction  en  français  oa 
en  latin. 

PRIX    DAMOISEAU. 

Question  proposée  en  \9G6  pour  1869,  remise  de  nouveau  au  concours  pour  l'ammèe  187! t 
reproduction  du  programme  des  deux  années  précédentes. 

Un  Décret  im|HTial  a  autorisé  TAcadémie  des  Sciences  a  accepter 
la  donation  qui  lui  a  été  faite  par  Madame  la  Baronne  de  DamoiseaU)  • 
d'une  somme  de  vingt  mille  francs,  «  dont  le  revenu  est  destiné  i 
»  former  le  montant  d'un  prix  annuel  qui  recevra  la  dénomination 
»'  i\v  prix  Damoiseau . 
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n  Ce  prix,  quand  rAcadémie  le  jugera  utile  au  progrès  de  la 
»  science,  pourra  être  converti  en  prix  triennal  sur  une  question 
«  proposée.  » 

La  question  proposée  pour  Tannée  1 869  était  la  suivante  : 

«'  Revoir  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter;  discuter  les  observations 
•  et  en  déduire  les  constantes  quelle  renferme,  et  particulièrement  celle 
'-  qui  fournit  une  détermination  directe  de  la  vitesse  de  la  lumière; 
•»  enfin^  construire  des  Tables  particulières  pour  chaque  satellite,  n 

Aucune  pièce  sur  cette  question  n'étant  parvenue  au  Secrétariat, 
l'Académie,  sur  la  proposition  de  la  Conunission,  décide,  d'une  part, 
que  la  question  sera  maintenue  au  concours,  et,  d'autre  part,  que  le 
prix  qui  sera  décerné,  s'il  y  a  lieu,  en  1872,  sera  porté  à  la  valeur  de 
cinq  mille  francs. 

En  conséquence,  l'Académie  décernera,  dans  la  séance  publique 
de  l'année  1872,  ce  prix  de  cinq  mille  francs  au  travail  qui  répondra 
le  mieux  au  programme  ci-dessus. 

Les  Mémoires  seront  reçus  jusqu'au  i*'juin  1872,  terme  de  rigueur. 

Prix  à  décerner  en  1873. 

GRAND  PRIX  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 

Question  proposée  en  1864  pour  1866,  remise  au  concours  après  modification 

pour  1869  et  prorogée  jusqu'en  1873. 

La  question  proposée  est  la  suivante  : 

<«  Discuter  complètement  les  anciennes  observations  d'éclipsés  qui  nous 
"  ont  été  transmises  par  VhistoirCy  en  vue  d'en  déduire  la  valeur  de 
'  l'accélération  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune,,  sans  se 

•  préoccuper  d'aucune  valeur  théorique  de  cette  accélération  séculaire; 
"  montrer  clairement  à  quelles  conséquences  ces  éclipses  peuvent  conduire 
'  relativement  à  V accélération  dont  il  s'agit^  soit  en  lui  assignant  forcé- 

•  ment  une  valeur  précise,  soit  au  contraire  en  la  laissant  indéterminée 
"  entre  certaines  limites.  » 

Le  prix  consistera  en  ime  médaille  d'or  de  la  valeiu»  de  trois  mille 
francs. 

Les  Mémoires  devront  être  parvenus  au  Secrétariat  avant  le  i**"  juin 
i8;3,  terme  de  rigueur. 


M  BULLETIN  DES  SCIENCES 

CONDITIONS    COMMUNES    A   TOUS    LES    CONCOUBS. 

Les  concurrents,  pour  tous  les  prix,  sont  prévenus  que  rAcadémie 
ne  rendra  aucun  des  Ouvrages  envoyés  aux  Concours;  les  auteurs  . 
auront  la  liberté  d'eu  faire  prendre  des  copies  au  Secrétariat  de  l'Ins- 
titut. 

Par  une  mesure  générale  prise  en  i865,  rAcadémie  a  décidé  que 
la  clôture  des  Concours  pour  tous  les  prix  qu'elle  propose  aurait  lieu 
à  la  même  époque  de  l'année,  et  le  terme  a  été  fixé  au  premier  juin. 
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FORTl  (Doit.  A.),  professorê  tîtolare  di  Matcmatiche  al  R.  Liceo 
Galilei,  e  di  Matematiche  e  Meccanica  aile  Scuole  Tecnichc  co- 
mnnali  di  Pisa,  ecc.  — Tavole  dei  logàritmi  de'  numeri  e  delle 
r:!f zioHi  ciRcoLAEi  ED  IPE11BOLIGHE  ;  prcccdute  dalla  storia  e  teoria 
^Ue  iperboliehe^  da  applicazioni  e  da  altre  tavole  di  uso  fréquente, 
—  Torino,  Fîrenze  e  Milano,  G.-B.  Paravîa  e  Comp.,  1870.  2  vol. 
in- 16  (370-576  p.).  Prix  :  8  fr. 

L'ouvrage  que  nous  annonçons  est  une  seconde  édition,  considé- 
nblement  augmentée,  du  volume  publié  par  le  même  auteur  dans 
les  Annali  delle  Univerritd  toscane  (*).  Ce  volume  ne  contenait  que 
la  Table  des  logarithmes  des  fonctions  circulaires  et  hyperboliques, 
ivec  cinq  décimales  seulement.  C'était  le  premier  essai  qui  eût  été 
&it  hors  d'Allemagne  pour  propager  l'usage  pratique  de  ces  combi- 
luisons  d'exponentielles  réelles  connues  depuis  plus  d'un  siècle  (*^) 
sous  le  nom  général  de  fonctions  hyperboliques,  et  que  l'on  a  distin- 
guées par  des  noms  particuliers  rappelant  leur  analogie  avec  les 
fonctions  circulaires  formées  suivant  les  mêmes  lois  au  moyen  d'ex- 
ponentielles imaginaires . 

L'introduction  de  ces  fonctions,  ou,  si  l'on  veut,  de  ces  notations 
dans  l'analyse  offre  l'immense  avantage  de  conserver  la  même  forme 
à  des  résultats  qui  ne  différent  entre  eux  que  par  la  réalité  ou  l'ima- 
ginarité  de  certaines  quantités,  et  de  permettre  de  traiter  uniformé- 
ment les  divers  cas  que  présente  une  même  formule,  au  lieu  de 
distinguer  entre  les  valeurs  circulaires  et  les  valeurs  logarithmiques. 
La  similitude  qui  existe,  à  quelques  changements  de  signes  près, 
entre  les  formules  relatives  aux  fonctions  circulaires  et  aux  fonc- 
tions hyperboliques  fournit  le  moyen  d'effectuer  à  l'aide  de  celles-ci 
les  mêmes  transformations  qu'avec  les  premières,  et  d'opérer  ainsi 
des  simplifications  importantes  dans  les  calculs. 

Les  premiers  auteurs  de  Tables  de  fonctions  hyperboliques,  Lam- 


•)  T.  VI.  f863.  Pisa.  In-4». 

'-**)  roir  le  Cours  de  Mathématiques  de  l'abbé  S.VURI.  Paris,  1774- 
BuU.  des  Seienees  mathêm,  et  astron.^  t.  1.  (Septembre  1870.)  lO 


a66  BULLETIN  DES  SCIENCES 

bcrt  (*),  GudtTmann  (**),  Gronau  (***)  ont  ramené  ces  Tables  à 
celles  des  fonctions  circulaires,  en  profitant  de  la  propriété  qu'ont 
les  fonctions  hyperboliques  d'avoir  les  mêmes  valeurs,  mais  dans  on 
autre  ordre,  que  les  fonctions  circulaires  d'un  certain  angle  t,  ijw 
Lambert  a  proposé  d'appeler  Y  angle  transcendant  de  l'argument  hj- 
perbolique,  et  qui  est  lié  à  cet  argument  a>  par  les  formules 

T  =  2 arc tang «*•  —  -?j  sinT=tanghGj,  sécT=cosh(i>,  tangr=sinhti. 

« 

Dès  lors,  il  suffit,  pour  obtenir  une*  Table  complète  des  fonctions 
hyperboliques^  d'accoler  à  l'argument  t  d'une  Table  trigonomctric|iK 
ordinaire  la  valeur  correspondante  de  la  fonction 

o)  =:lognattang  (-  -»-  jU 

dont  T  est  l'angle  transcendant. 

Ce  mode  de  construction  des  Tables  est  non-seulement  le  plus 
simple  à  réaliser,  mais  encore,  suivant  notre  conviction  intime, 
c'est  de  beaucoup  le  plus  commode  pour  la  pratique  des  calculs  m- 
mériques.  M.  Gronau,  au  lieu  de  l'argument  o)  lui-même,  ou  di 

logarithme  naturel  de  tang  (  — J"  7  )  »  *  ®^  l'heureuse  idée  d'intro- 
duire le  produit  de  co  par  le  module  des  logarithmes  décimiui}  !j 
c'est-à-dire  le  logarithme  vulgaire  de  tang  (  -  ■+•  7  )  î  de  sorte  que  la   j 

colonne  additionnelle  peut  être  tirée  de  la  Table  trigonométriqiic  j 
c'ile-mème^  et,  de  plus,  cette  disposition  facilite  extrêmement  le 
calcul  des  fonctions  hyperboliques  poiu*  de  grandes  valeurs  de  l'ir* 

gumcnt,  c'cst-ii-dire  dans  le  voisinage  de  r  =  -• 

Dans  la  seconde  édition  de  son  ouvrage  comme  dans  la  première, 
M.  Forti  a  préféré  suivre  une  autre  voie,  celle  que  loi  aTait  tneét 
son  illustre  maître,  Mossotti  ]  il  a  pris  pour  point  de  départ  UM 
définition  géométrique  qu'il  regarde  comme  plus  simple  et  plai 


(*)  Zusàtze  zu  dcn  logarithmitchen  und  trigonometrisehen   TabeUem»  B«rliD,  it;*- 

In-i3.  ] 

(*•)  Théorie  drr  Potenzial'  odtr  Cykli%ch-hyperhoUschen  Funetiomem,  Berlin,  l8SS>  J 

(***)  Tafeln  fur  summtliche  trigonometrische  Functionen  der  cjràiisekem  tutd  fyftr^^. 
bolUchen  S<ktoren.  Danzif;,  i863.  Grind  in-8®. 
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nitnrdle  que  celle  qui  correspond  à  la  conception  analytique  de 
Lambert.  Considérons  une  hyperbole  équilatcre  de  demi-axe  trans- 
verse =  I  et  un  cercle  concentrique  ayant  ce  demi-axe  pour  rayon. 
Un  rayon  faisant  avec  Taxe  un  angle  cf ,  déterminera  avec  le  cercle 

et  avec  lliyperbole  deux  secteurs  dont  les  aires  seront  -  f  et  -  o).  Au 

lieu  de  Fangle  f ,  on  peut  donc  considérer  l'argument  des  fonctions 
circulaires  qui  représentent  les  coordonnées  du  cercle  comme  expri- 
mant l'aire  du  daubk  secteur  circtêlaire.  Par  analogie,  on  considérera 
les  cocnrdonnées  du  point  où  l'hyperbole  est  rencontrée  par  le  même 
rayon  vecteur  comme  des  fonctions  du  doubk  secteur  hyperbolique  on, 
et  Ton  trouvera  aisément  que  les  valeurs  de  l'abscisse  et  de  l'ordon- 
née sont  exprimées  par  les  formules 

cosh(i)= j     sinh(i)=: • 


Les  doubks  secteurs,  circulaire  et  hyperbolique,  9  et  a>  sont  liés 
par  la  relation 

tangSh  (ù  =  tang  9, 
don  Ton  tire 

(u  =:r  -  log tang  l?"^/)»     9  =  arctange**  — -»> 

.  COS9  .   .  sin9 

cosh  0^=   .  >     sinh  M  = 

V  cos  2  9  vcosa9 

u  varie  de  o  à  00  ,  en  même  temps  que  9  varie  de  o  ky*  Ces  relations 

sont,  comme  on  le  voit,  moins  simples  que  celles  qui  se  rapportent 
à  l'angle  7  de  Lambert. 

Les  nouvelles  Tables  que  M.  Forti  a  construites  d'après  ce  sys- 
iime  différent  des  anciennes  en  ce  qu'elles  contiennent  sept  décimales 
an  lieu  de  cinq,  et  aussi  par  quelques  détails  de  diqK)sition.  Chaque 
ensemble  de  deux  pages  en  regard  comprend,  à  gauche,  la  Table 
trigonométrique  proprement  dite,  disposée  à  la  manière  ordinaire  ^ 
à  droite,  la  Table  des  fonctions  hyperboliques.  Cette  dernière  se 
compose  de  cinq  colonnes,  dont  les  deux  premières  donnent,  pour 
chique  valeur  de  9  <^  4^^)  1^  double  secteur  hyperbolique  correspon- 
dant u  et  son  logarithme  ^  les  deux  colonnes  suivantes  contiennent 
les  logarithmes  du  sinus  hyperbolique  et  du  cosinus  hyperbolique 

18. 
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de  b)  ^  la  cinquième,  enfin,  renferme  les  valeurs  de  Va$mk  tramm» 
danl  r  avec  l'approximation  nécessaire  pour  en  calculer  les  foncti(ns 
trigonométriques  avec  cinq  décimales. 

Pour  rendre  Tinterpolation  toujours  possible,  l'auteur  a  dû  dimi- 
nuer les  intervalles  de  l'argument  f  vers  les  deux  extrémités  de  k 
Table.  Ainsi  pour  les  valeurs  de  y,  de  o®o'  à  o®  la'  et  de  44*55'  à 
45®  o',  la  Table  procède  de  seconde  en  seconde^  de  o®  à  5®  et  de  4o*rf 
à  44^^^')  <lc  10  en  10  secondes;  dans  le  reste  du  demi-quadrant,  de 
minute  en  minute.  Cela  n'empêche  pas  le  calcul  des  fonctions  sink  ,| 
et  cosh  d'être  assez  pénible  pour  les  valeurs  très-grandes  de  «,  toil  ; 
au  contraire  de  ce  qui  a  lieu  dans  le  système  de  M.  Gronau. 

Malgré  ces  inconvénients  et  quelques  autres  que  nous  pourriotf 
signaler,  mais  à  la  plupart  desquels  un  calculateur  exercé  peut  i«- 
médier,  du  moins  en  partie,  les  Tables  hyperboliques  de  M.  Forti 
n'en  sont  pas  moins  précieuses,  comme  étant  les  plus  étendues  que 
Ton  possède  jusqu'à  ce  jour. 

Outre  cette  partie  principale,  sur  laquelle  nous  nous  sommci 
étendu  avec  plus  de  détails,  l'ouvrage  de  M.  Forti  comprend  d'autm 
parties  dont  nous  allons  indiquer  le  contenu. 

Le  premier  volume  se  divise  en  cinq  Sections,  dont  la  premi^ 
(p.  1-32)  présente  un  historique  très-complet  de  la  théorie  des  fon^ 
tions  hyperboliques,  de  leurs  principales  applications  et  de  leur  ré-, 
duction  en  Tables. 

La  deuxième  Section  (p.  33-5a)  contient  les  formules  théoriqiui 
dont  l'auteur  s'est  servi  pour  la  construction  de  ses  Tables. 

Dans  la  troisième  Section,  M.  Forti  expose  d'abord  (p.  53-74)  i 
les  principes  de  la  Gnomonique.  11  donne  ensuite  (p.  75-194)  M*i 
série  d'exemples  très-bien  choisis  de  l'application  des  fonctions  cîr^ 
culaires  et  hyperboliques  à  un  grand  nombre  de  questions  relative^ 
à  la  géographie,  à  l'astronomie,  à  la  physique  mathématique,  ànA 
(|u'à  l'algèbre,  à  la  trigonométrie,  à  la  théorie  des  fonctions  ell^ 
tiques. 

La  quatrième  Section  renferme  les  Tables  des  logarithmes  d' J* 
dit  ion  et  de  soustraction  à  cinq  décimales,  précédées  d'une  Intro* 
duction  qui  en  explique  l'usage. 

Enfin,  la  cinquième  Section  se  compose  de  diverses  Tables  usuelles* 
parallaxe  du  soleil,  réfractions  atmosphériques,  sinus  des  multiphi 
de  Tare  de  3  degrés,  poids  spécifiques,  nombres  de  vibrations  poit 
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les  divers  tons,  vitesse  du  son,  chaleurs  spécifiques,  force  élastique 

de  la  vapeur  d*eau,  indices  de  refraction 

Outre  les  grandes  Tables  de  fonctions  circulaires  et  hyperboliques 
doot  nous  avons  parlé  en  commençant,  le  second  volume  renferme 
ue  Table  des  logarithmes  vulgaires  des  10800  premiers  nombres 
avec  sept  décimales. 

On  voit  par  cette  analyse  combien  le  Recueil  de  M.  Forti  est  riche 
€1  précieux  renseignements,  que  Ton  trouverait  difficilement  ailleurs 
mifmblés  sous  une  forme  plus  commode.  Ajoutons  que  l'exécution 
tjrpographique  est  très-satisfaisante,  bien  qu'il  soit  à  regretter  que 
l'auteur  n'ait  pas  adopté  le  format  in-S^,  qui  aurait  diminué  l'épais- 
ieQr4ui  peu  gênante  du  second  volume,  tout  en  permettant  d'em- 
ployer un  caractère  moins  fin  et  moins  fatigant  pour  la  vue. 

J.  HoiJEL. 

XXJRNAL  DB  l'Ecole  Polytechuique  ,  publié  par  le  Conseil 
d'instruction  de  cet  établissement.  Quarante -troisième  Cahier, 
t.  XXVI,  in-4®î  1870.  Paris,  Gauthier- Villars.  Prix  :  10  francs  (*). 

RoLLAHD  (E.).  —  Mémoire  sur  V établissement  des  régulateurs  de  la 
mksse^  solution  rigoureiue  du  problème  de  l'isochronisme  par  les  régu- 
kkurs  à  boules  conjuguées^  sans  emploi  de  ressorts,  ni  de  contre-poids 
miables;  influence  du  moment  d'inertie  sur  les  oscillations  à  longue 
période. 

Voici  le  préambule  de  cet  important  travail  : 

«  Convaincu  par  une  longue  expérience  de  l'insuffisance  des  règles 
données  jusqu'ici  aux  constructeurs  pour  assurer  la  transmission 
iigalière  du  travail  dans  les  machines,  je  me  suis  livré,  sur  la  ques- 
iaa  si  délicate  de  la  réglementation  de  leur  vitesse,  à  des  études 
approfondies  dont  je  me  propose  d'exposer  successivement  les  résul- 
liU.  Mais  en  attendant  qu'il  me  soit  possible  de  le  faire  avec  les 
développements  convenables,  j'ai  pensé  devoir  en  extraire  une  partie 
esKDtielle  et  particulièrement  intéressante  pour  les  applications 
pnUques.  Tel  est  le  but  du  présent  Mémoire. 

<  On  admet,  en  général,  que  la  sensibilité  d'un  régulateur  est  ca- 
ractérisée par  la  quantité  à  laquelle  on  donne  le  nom  d'écart  propor- 


(*)  Le  Jammmidt  V École  Polytechnique  parait  à  intervalles  indéterminés. 
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tionnel  de  la  viteêse,  quantité  égale  à  une  fraction  dont  le  numénteur 
est  la  difTércncc  des  vitesses  extrêmes  sous  l'action  desquelles  l'ap- 
pareil peut  rester  en  équilibre,  et  dont  le  dénominateur  est  le  doubk 
de  la  vitesse  de  règle,  ou,  plus  exactement^  la  somme  des  vitesief 
extrêmes. 

»  En  cherchant  la  valeur  analytique  de  cet  écari  proporUomid 
pour  un  dispositif  quelconque  de  la  famille  des  régulateurs,  on  trouve 
qu'elle  est  la  somme  de  deux  quantités,  dont  la  première  est  indé- 
pendante des  résistances  passives  du  système  et  dont  la  seconde  est, 
au  contraire,  proportionnelle  à  leur  résultante. 

»  Les  résistances  passives  agissent  toujours  en  sens  inverse  di 
mouvement;  cette  seconde  quantité  ne  peut  jamais  être  annulée; 
il  est  possible  seulement  de  la  rendre  suffisamment  petite.  Mais  3 
n'en  est  plus  de  même  pour  la  première,  et  rien  ne  s'oppose  k  a 
qu'elle  soit  égale  à  zéro,  en  disposant  convenablement  les  divenei 
parties  du  mécanisme. 

)>  Les  régulateurs  dans  lesquels  cette  annulation  a  été  réalisée 
sont  ceux  auxquels  nous  donnerons,  avec  Léon  Foucault,  la  qualifi- 
cation à* isochrones.  Ils  sont  doués,  sous  la  rapport  de  la  sensibilitéi 
de  qualités  analogues  à  celles  d'une  balance  dont  le  centre  de  graviti 
coïnciderait  avec  celui  de  rotation,  et,  par  ce  motif,  leur  réalisatioB 
a  été  le  but  des  efTorts  d'un  grand  nombre  d'inventeurs  (*).  » 

Haton  de  la  GoupiLLiÈRE  (J.-N.).  —  Rccherches  9ur  les  ceiUns 
de  gratnté. 

((  Ce  travail  est  consacré  à  l'étude  du  centre  de  gravité  dans  des 
conditions  nouvelles.  Il  comprend  deux  parties  distinctes.  Dans  la 
première,  je  me  propose  la  détermination  du  centre  dans  des  cas  qâ 
échapperaient  complètement  aux  anciennes  méthodes  par  la  compli- 
cation inabordable  des  intégrations.  L'artifice  fondamental  consisH 
dans  l'emploi  des  variables  d*Euler  pour  représenter  les  courbes  Ift. 
moyen  d'une  équation  entre  la  longueur  de  l'arc  et  l'angle  de  coa» 
tingence.  On  arrive  ainsi  à  traiter  avec  facilité  un  grand  nombre  dt 


(*)  M.  Dolaunay,  dans  un  Rapport  sur  ce  Mémoire  présenté  à  l'Académie,  •  coi 
dv.  la  manière  suivante,  le  33  mars  i8C8  : 

«  En  résumé,  le  Mémoire  du  M.  Rolland  renferme  une  excellente  étude  de  la 
lion  des  rc(;ulateurs  isochroiiOH  et  fait  ccmiialtre  plusieurs  solutions  nouTellc»,  à  la  Ml 
netWs  et  nimpleA,  de  celU*  intéressante  question.  Nous  proposons  à  rAcadémie  d'or- 
donner l'insertion  de  ce  Mémoire  dans  le  Recueil  des  Sanutts  étrangerM.  • 
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La  $e(x>Dde  partie  comprend  des  recherches  barocentriques  in- 
Mj  dans  lesquelles  il  s*agit  de  déterminer  la  figure  elle-même, 
le  ou  surface^  d'après  des  propriétés  imposées  à  l'avance  à  sou 
e  de  gravité;  non  des  propriétés  de  maximum  comme  celles 
l'on  a  déjà  résolues  par  le  calcul  des  variations,  mais  des 
ions  entre  les  coordonnées  terminales  du  corps  et  celles  de  son 
e  de  gravité,  n 

lUEiCE  Levy.  —  Mémoire  sur  les  coordonnées  curvilignes  orthogo- 
H  eti  particulier  nur  celles  qui  comprennent  une  famille  quelconque 
rf(Êce$  du  second  degré. 

ntteur  débute  par  la  démonstration  géométrique  d'une  condition 
«•ire  et  suffisante  pour  qu'une  famille  de  siu*faces  puisse  faire 
B  d'un  système  triplement  orthogonal.  On  sait,  en  effet  (c'est 
mquet  qui  a  le  premier  attiré  l'attention  sur  ce  point),  qu'une 
le  de  surfaces  définie  par  l'équation  a  =  f  (^,  y,  z)  n'est  pas 
•airement  une  des  trois  familles  d'un  système  triplement  ortlio- 
1.  M.  Bouquet  a  mis  ce  fait  en  évidence  en  montrant  que  les 
Des  particulières  dont  l'équation  est 

a  =  X-f-Y-f-Z, 

Bl  partie  d*mi  système  orthogonal  que  si  X,  Y,  Z  satisfont  à  cer- 
loonditions  (*].  M.  Darboux,  dans  un  travail  inséré  au  tome  111 
msëles  de  VÉeole  Normale  supérieure,  avait  montré  que,  pour  que 
rfaœs  a  =f  (x,  y,  x)  fassent  partie  d'un  système  orthogonal,  il 
t  fl  iuffit  que  a  satisfasse  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
oiiième  ordre.  Quand  cette  condition  est  remplie,  les  deux 
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Déjà,  il  est  vrai,  en  1862,  M.  Bonnet  avait  réalise  le  progrès  le  pins 
important  et  ramené  la  solution  du  problème  à  l'int^iration  d*ane 
équation  aux  difTérenccs  partielles  du  troisième  ordre.  Il  avait  ainsi 
indiqué  nettement  et  précisé  Tordre  de  difficulté  de  la  question,  mais 
sa  méthode  exigeait  encore  l'intégration  de  plusieurs  équations  si- 
multanées du  second  ordre  auxquelles  doit  satisfaire  une  fonction  de 
trois  variables. 

M.  Levj  examine  successivement  les  familles  de  surfaces  moulnres, 
de  surfaces  de  révolution,  de  cônes,  de  cylindres,  etc. 

Après  avoir  étudié  tous  ces  systèmes  particuliers,  M.  Levy  donne 
le  théorème  suivant  : 

«  Pour  qu'une  famille  de  surfaces  puisse  faire  partie  d'un  système 
triplement  orthogonal,  il  est  nécessaire  que  la  ligne  des  ombilics  de 
cette  famille  soit  une  trajectoire  orthogonale  des  surfaces  qui  la  com- 
posent. » 

M.  Lcvy  recherche  ensuite  les  systèmes  orthogonaux  formés  de 
surfaces  du  second  degré,  et  il  montre  que,  dans  ce  cas,  le  théorème 
précédent  donne  une  condition  non  -  seulement  nécessaire,  mais 
suffisante.  Le  travail  se  termine  par  diverses  applications  et  une  gé- 
néralisation de  la  méthode  employée. 

TissoT  (A.).  —  Sur  VintégratUm  d'unt  cla$$e  de  fonetiom  tramem- 
dantes. 

Ce  Mémoire  très-élégant  a  pour  objet  l'intégration  des  transcen- 
dantes de  la  forme  e'  •    _  • 

«  Dans  les  six  premiers  paragraphes,  on  suppose  q\iej\x)  et  X  sont 
des  fonctions  entières,  et  l'on  donne  la  forme  que  doit  affecter  l'inté- 
grale lorsqu'elle  existe  sous  forme  finie,  c'est-à-dire  lorsqu'il  est 
possible  de  l'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  algébriques,  exponen- 
tielles, logaritluniques,  auxquelles  il  est  inutile  de  joindre  les  fonc- 
tions circulaires  directes  ou  inverses,  puisque  ces  dernières  ne  sont 
autre  chose  que  des  logarithmes  ou  des  exponentielles  d'imaginaires. 
Cette  forme  une  fois  trouvée,  il  suffit,  pour  obtenir  la  valeur  de  l'in- 
tégrale et  appliquer  à  un  polynôme  de  degré  connu  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  Le  mode  d'analyse  dont  nous  avons  fait 
usage  {>our  traiter  cette  première  question  a  été  emprunté  à  un  Mé- 
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moire  de  M.  Liouville  sur  les  intégrales  dont  la  valeur  est  algé- 
brique (*). 

Dans  le  cinquième  paragraphe,  on  démontre  que,  si  l'intégrale 
proposée  existe  sous  forme  finie,  elle  s'annule  quand  on  la  prend 
entre  deux  limites  respectivement  égales  à  — 00  et  à  Tune  des  racines 
de  l'équation  X  =  o. 

Dans  le  sixième,  on  considère  le  cas  oiif{x)  serait  une  fonction 
rationnelle  non  entière  et  celui  où  l'expression  proposée  ne  contien- 
drait plus  de  radical. 

Dans  les  trois  suivants,  on  donne  un  autre  procédé  pour  recon- 

e*  ^  \^ —  existe  sous  forme  finie, 

yX 

et  pour  trouver  alors  sa  valeiu*.  Ce  procédé  repose  sur  l'emploi  de 
formules  qui  permettent  de  la  décomposer  en  deux  parties,  dont 
l'une  est  une  fonction  connue  de  X,  et  dont  l'autre  est  une  intégrale 
qui  n'existe  jamais  sous  forme  finie,  de  sorte  que  l'on  a  simplement 
à  constater  si  la  dérivée  de  cette  dernière  est  ou  non  identiquement 
nulle. 

Enfin,  il  importait  de  démontrer  que  les  conditions  données  comme 
nécessaires  dans  le  cinquième  paragraphe  pour  l'existence  de  l'inté- 
grale sous  forme  finie  sont  aussi  suffisantes.  C'est  à  quoi  l'on  par- 
vient, en  remarquant  que  les  diverses  transcendantes  que  l'on  pro- 
duirait en  faisant  varier  le  degré  de  f{x)  dans  1  e*  •^^_  dx  dépen- 
dent linéairement  d'un  certain  nombre  d'entre  elles,  et  en  formant 
les  équations  diflérentielles  linéaires  dont  ces  dernières  permettent 
de  trouver  les  solutions  générales.  Pour  obtenir  ces  équations  difie- 
rentielles,  nous  n'avons  eu  qu'à  imiter  un  procédé  déjà  employé  par 
M.  Hermite  à  propos  des  intégrales  abéliennes  (**). 

La  démonstration  exige  aussi  que  l'on  établisse,  entre  certaines 
intégrales  définies,  une  relation  analogue  à  celle  que  fournit  le  théo- 
rème de  Legendre  sur  les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de 
seconde  espèce  à  modules  complémentaires  ;  mais,  sur  ce  sujet,  nous 
pouvons  renvoyer  à  une  Note  que  nous  avons  publiée  ultérieiu^e- 
ment  (***).  » 

(  •  )  Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXII*  Cahier. 

(**)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  \^^  semestre  i8j4* 

^•♦*)  Journal  de  M.  Liouville,  a«  série,  t.  XVII. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ACTA  SociETATis  sciENTiARUM  FEKNiCiE.  —  HehtngfoTsiœ  [*), 
T.  vu,  1 863. 

LiNDELÔF  (L.).  —  Théorie  des  surfaces  de  révolution  à  cowrhin 
moyenne  constante.  (28  p.  ^  11  pi.  ;  fr.) 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  théorie  mathématique  des  surfini 
qui  se  présentent  dans  les  belles  expériences  de  M.  Plateau  sur  la 
figures  d'équilibre  des  masses  fluides  soustraites  à  l'action  de  la  pe* 
sauteur.  Ces  surfaces  jouissent  de  la  propriété  que  la  somme  de  lenn 
courbures  principales  en  chaque  point  est  constante.  M.  Lindelôf  a 
étudié  le  cas  particulier  où  ces  surfaces  sont  de  révolution. 

Krueger  (A.).  —  Sur  la  parallaxe  de  Vétoile  LL  aia58.  (10  p.-, 
ail.) 
Elle  est  =  of^26o  ±  o",oao. 

Krueger  (A.).  —  Sur  la  parallaxe  de  l'étoile  n^  I74i5,6  d'OEUiM. 
(8p.;  ail.) 

On  trouve  o^,a43±o'',o223. 

T.Vm,  1867. 

Krueger  (A.).  —  Lamas  d'étoiles  kdePersée.  Observations  faites  é 
Vhéliomètre  de  Bonn^  avec  leur  calcul.  (3o  p.,  11  pi.  ;  ail.) 

Argelander  (F.-W.-A.}.  —  Catalogue  des  aurores  borétsles  oheT" 
vées  aux  Obseri'atoires  d  Abo  et  de  Helsingfors  pendant  les  années  i8a3* 
1837.  (5o  p.;  ail.) 

Krueger  (A.).  —  Recherches  sur  V orbite  de  la  planète  Thémis,  avec 
unenou^rlle  détermination  de  V attraction  de  Jupiter.  (38  p.  \  ail.) 

Les  jierturbations  de  Thémîs  *sont  calculées  par  la  méthode  des 
quadratures  mécaniques.  Le  calcul  montre  que  la  masse  de  Jupiter 

— j — 5 — I  adoptée  parBesseL  doit  être  ammientée  de  0.000068  <k 
»047»879  r       r  ^  --o 

sa  valeur. 

L1NDEL0F  (L.).  — Sur  les  maxima  et  minima  d'aune  fonctùm  itt 


{*)  Pttblîé  àdn  èp<K|ue«  indètemiiiién.  par  volumes  in-j.  En  divenei  laiifmt 
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rajfofu  veetewrt  mené$  d*un  point  mobik  à  plusieurs  centres  fixes. 
(i5p.5  fr.) 

Application  à  la  somme  des  rayons,  à  la  somme  de  leurs  carres,  à 
lenr  prodnit. 

LiifBBLÔF  (L.).  —  Remarques  sur  les  différentes  manières  d'établir  la 
formule 

dxdy       djrdx 

(7  P-  î  fr-) 
L'auteur  critique  les  démonstrations  de  ce  principe  données  par 

MM.  Schlômilch  et  Bertrand  dans  leurs  Ouvrages  sur  le  calcul  diffé- 
rentiel. La  démonstration  de  M.  Schlômilch  (*}  suppose  que,  dans 
Téquation 

test  indépendant  de  y,  ce  qui  n'est  pas  généralement  exact.  Quant 
au  principe  sur  lequel  repose  la  démonstration  de  M.  Bertrand,  sa- 
voir :  que,  si  F(x,  a)  est  infiniment  petit  avec  a,  quel  que  soit  â?,  il 
en  sera  de  même  de  D«F(x,  a),  cette  proposition,  qui  se  vérifie  sur 
toutes  les  fonctions  continues  que  l'on  rencontre,  nous  semble  être 
une  hypothèse  que  l'on  doit  admettre  au  même  titre  que  Ton  admet, 
pour  toute  fonction  continue  d'une  seule  variable,  l'existence  d'une 
dérivée  ;  c'est-â-dire  que  l'on  exclut  d'avance  les  fonctions  discontinues 
ou  oscillantes  qui  ne  jouiraient  pas  de  cette  propriété.  Sans  cela,  la 
démonstration  de  M.  Lindelôf  pourrait  être  sujette  à  des  objections 
uialogues  à  celles  qu'il  fait  à  la  démonstration  de  M.  Bertrand  [**)- 


ŒITSCHRIFT  fîjr  Mathematik  uwd  Physik.  —  Leipzig.  T.  XV, 

1870.  P'  Cahier. 

KôTTEarrzscH  (Th.).  —  Sur  la  résolution  d'un  système  d*un  nombre 
infini  d'équations  linéaires.  (i5  p.) 

On  ramène  d'abord  le  système  à  un  autre  dont  le  déterminant  se 
réduit  à  son  terme  principal. 

(*)  Compendium  der  hiiheren  Anaîjrsis.  3.  Aufl.,  Bd.  i.  S.  69. 

(**)  Voir  le  Calcul  différentiel  de  M.  Serrai  où  se  trouve  une  démonstration  commu- 
niquée à  Tantcur  par  M.  O.  Bonnet. 
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BoLTZMANN  (L.).  —  Suf  Vactioti  élecirodynamique  réciproque  iti 
parties  d'un  courant  électrique  de  forme  variabk.  (17  p.-)  i  pi*) 

Les  déterminations  de  Weber  concernant  l'intensité  de  l'actioa 
mutuelle  des  éléments  de  coiu*ant  ont  été  faites  sur  des  solénoifdei, 
c'est-à-dire  sur  des  courants  que  l'on  peut  considérer  comme  ferméi. 
L'auteur  a  opéré  sur  des  courants  dont  les  éléments  pouvaient  ètiti 
d'après  lui,  regardés  comme  appartenant  à  un  courant  non  fennj. 
Dans  ses  expériences,  il  a  pris  soin  d'éviter  les  inconvénients  pitH 
venant  de  la  résistance  qu'oppose  la  viscosité  du  mercure  que  l'on  ' 
prend  poiu*  établir  les  communications.  Comparaison  des  fonnnki 
avec  les  résultats  de  l'expérience. 

HocHHEiM  (Ad.).  —  Sur  ks  lieux  géométriques  despoinis  remarqu- 
blés  d'un  triangle.  (8  p.,  i  pi.) 

Un  triangle  de  base  constante  a  son  sommet  mobile  sur  une  sectiot 
conique.  Trouver  les  lieux  géométriques  de  l'intersection  des  htn-  ; 
teurs,  du  centre  du  cercle  inscrit,  du  centre  de  gravité,  etc. 

Matthiessen  (L.).  —  La  régie  de  fausse  position  chez  tes  Himiùm 
et  les  Arabes  du  moyen  âge,  et  application  remarquable  de  cette  régie ék 
résolution  directe  des  équations  littérales  du  deuxième  et  du  iroitiieie 
degré.  (7  p.) 

Emmeper  (A.).  —  Relations  entre  deux  séries  infinies.  (9  p.) 

Enneper  (  a.)  .  —  Remarques  sur  une  équation  différentielle  du  seee^ 
ordre.  (8  p.) 

Etude  sur  les  équations  différentielles  données  par  Legendre,  pour 
les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  seconde  espèce,  diflëren* 
tiées  par  rapport  au  module.  En  appliquant  à  l'intégration  de  ces 
équations  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  on  eft 
tire  des  relations  remarquables  entre  certaines  intégrales  dé&nies. 

Reye  (Th.).  —  Propriété  remarquable  de  r hélice. 

Si  Ton  mène  les  plans  osculateurs  aux  points  où  rhélice  est  ren- 
contrée par  un  plan  tt,  tous  ces  plans  rencontrent  ir  en  un  mène  ^ 
point  P.  Et  si  le  plan  7r  tourne  autour  d'une  droite,  le  point  P  décriri  j 
une  autre  droite.  \ 

II*  Cahier.  Mai  1870. 

lIoLZMLLLER  (Ti.).   —  Sur  i application  dc  la  méthode  de  Jacohiti  1 


j 
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d^HamiUan  au  ca$  de  Vaitraction  suivant  la  toi  électrodynamique  de 
Weber.  (  23  p.) 

Dans  ses  Leçons  sur  la  dynamique  (*),  Jacobi  borne  Tapplication 
de  la  méthode  d'Hamilton  aux  problèmes  dans  lesquels  le  mouve- 
ment ne  dépend  que  de  la  configuration  des  points,  et  non  de  leurs 
vitesses.  Cette  méthode  peut  cependant,  comme  Riemann  Ta  remar- 
qué, s'appliquer  également  à  beaucoup  de  questions  dans  lesquelles 
les  vitesses  entrent  dans  les  formules. 

On  sait  que  d'après  le  théorème  d'Hamilton,  les  équations  finies 
du  mouvement  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


f 


il     (T-hU)rf/  =  o, 

T  étant  la  demi-force  vive  du  système,  U  la  fonction  des  forces,  dé- 
pendant seulement  des  coordonnées  et  du  temps,  mais  non  des  vi- 
tesses, et  la  variation  S  ne  portant  pas  sur  les  limites  de  l'intégrale.  Il 
s'agit  de  savoir  si  ce  théorème  est  encore  applicable  à  des  cas  où  la 
fonction  U  contiendrait  dans  son  expression  les  vitesses,  et  en  parti- 
culier au  cas  du  mouvement  d'un  point  attiré  suivant  la  loi  de  Weber 
vers  un  centre  fixe.  L'auteur  démontre  que  cette  application  est  pos- 
sible, et  il  intègre  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
à  laquelle  se  ramène  la  solution  du  problème. 

WiTTWER.  —  Études  sur  la  physique  moléculaire  (2®  suite).  (aS  p.). 
Recherches  sur  les  propriétés  de  l'éthcr. 

Heger  (R.)-  — Nouvelles  coordonnées  homogènes  du  plan.  (4  p) 
Le  plan  variable  qui  coupe  les  arêtes. 

AfAsy  A1A39  A^Asy 

du  tétraèdre  fondamental  A  A|  At  As  dans  les  rapports  respectifs 

/x,  :  ii^y    iJLi  :  JU3,    iii  :  |ui, 

peut  être  représenté  par  ces  rapports,  et  parle  symbole  (fx^  :  jui|  :  (z,  :  (i^) , 
On  peut  attribuer  à  chaque  plan  un  système  déterminé  de  valeurs 
des  quantités  fZo^l^i^l^t)  |^s  elles-mêmes,  et  non  plus  seulement  de 
leurs  rapports,  en  assujettissant  tous  les  groupes  de  quantités  |ui  à  une 

[*)  Forlesungen  ûber  Djrnamik 'von  C.-G.-J.  Jacobi,  nebst  funf  hinterlassenen  Abhand- 
îungen  herausgegeben  von  A.  Clebscb.  Berlin.  Reimcr  1866.  i  vol.  in-4®' 
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même  équation  arbitraire,  que  l'on  supposera  linéaire,  pour  ploii 
simplicité,  et  que  Ton  choisira  de  manière  que  la  transformatioiid 
coordonnées  rectangles  en  coordonnées  homogènes  se  fasse  le  fl 
simplement  possible.  Les  nouvelles  coordonnées  proposées  par  l'a 
teur  sont  les  rapports  des  distances  du  plan  aux  sommets  du  tétraèi 
et  au  centre  de  la  sphère  inscrite;  elles  sont  positives  pour  les  soi 
mets  du  tétraèdre  situés  du  même  côté  que  le  centre  par  raj^oii* 
plan,  négatives  pour  les  autres. 

Enneper  (A.).  —  Rédiuition  éCuneintégrak  multiple.  (3  p.)  * 
Soit  Sa*  =  aj  -H  aj  + . . .  H-  aj,  et  de  même  pour  les  expreani 
analogues,  et 

p_  rr      Ç dxtdxi...dx^ 

x]  -t-  arj  -h  . . .  -t-  jr«  <  I . 
On  ramène  cette  intégrale  à  la  suivante  : 

pn  pit       f  sin«e,sin— e,...sine,  .^   .^         .^ 
^  =  i    i   '"L   MN dB.d9....dB, 

M  et  N  étant  de  la  forme 

M  =  I  H-  2a»— 2(acos9i-ha'sinfliCOsej),eic. 

Voyez ^  pour  le  cas  de  n=  2,  le  travail  de  M.  Hermite  (AfÊâ 
scientifiques  de  V École  Normale  supérieure,  t.  II,  p.  49)  i865.} 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Sur  les  courbes  rectifiables,  (i  p.) 

En  choisissant  les  fonctions  <f  (t),  ^  (t)  de  manière  que  l'expreMif 

T  =/^2(j/(<)^(l)dl  soit  intégrable.  Tare  de  la  courbe  donll 

coordonnées  sont 

aura  pour  expression 

5  — C=:<p(0  +  4'(0-^-T. 

Schubert  (H.)  —  Détermination  géométrique  de  V ordre  de  laswrfk 
fondamentale  (Kcmflâche)  de  Hesse{^),  correspondante  d  uneswrfk 
d* ordre  quelconque,  (4  p.) 


(*)  Les  céométret  paraissent  s'accorder  à  appeler  cette  surface  la  Hesswmm^^  et  et  il 
que  justice. 


â 
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EcKAEDT  (F.-E.)  —  Théorèmes  sur  l'épicycloïde  et  Vhypocycloide. 

ScHLÔM iLCH  (O.  )  —  Sur  le  paradoxe  de  Dirichlet  dans  les  séries 
in^iiies.  (i  p.) 

Changement  de  la  valeur  limite  d'une  série  non  absolument  con- 
vergente, dont  on  change  Tordre  des  termes  (*). 


ARCHIV  DER  Mathbmàtik  und  Phtsik.  Herausgegeben  von  J.-A. 
Grvheet.  Greifswald. 

T.  LI,  3»  Cahier,  1869. 

GauiiERT  (  J.-A.).  —  Équation  générale  des  sections  coniques  et  en 
particulier  du  cercle,  en  coordonnées  irilinéaires.  (19  p.-,  ail.) 

Grunert  (J.-A.).  —  Discussion  générale  de  Véquatùm  des  lignes  du 
$econd  degré,  (5op.^  ail.) 

Résumé  des  formules  relatives  à  ces  coiu*bes,  rapportées  à  des 
coordonnées  obliques. 

Grunert  (J.-A.).  —  Discussion  générale  de  l'équation  du  second 
degré 

Api  -h  Bp]  +  Cp\  -h  l>p.p,  -f-  E/>,/>,  -h  Fp,p.  =  o, 

m  coordonnées  trilinéaires  ou  trimétriques.  (28  p.;  ail.) 

Unferdinger  (Fr.).  —  Théorie  du  tétraèdre  donné  par  ses  six  arêtes. 
'i4  p.;  ail.) 

Lagrange  a  donné,  dans  son  Mémoire  sur  les  pyramides  (^),  le  vo- 
lume du  tétraèdre  en  fonction  de  ses  six  arêtes.  Camot  a  exprimé  le 
même  volume  au  moyen  de  deux  arêtes  opposées,  de  leur  plus  courte 
distance  et  de  T angle  qu'elles  font  entre  elles.  Crelle  y  a  ajouté  l'ex- 
pression du  rayon  de  la  sphère  circonscrite.  M.  Unferdinger  s'est 
proposé  de  compléter  ces  recherches  par  la  détermination  des  autres 
éléments  du  tétraèdre.  Il  est  ainsi  parvenu  à  des  résultats  qui  ne 
sont  pas  sans  importance  pour  l'étude  des  propriétés  de  la  pyramide 
triangulaire  et  du  parallélépipède. 

NippERT  (P.).  —  Solution  de  quelques  problèmes.  (6  p.;  ail.) 


*  )  Relatif  à  une  réclamation  de  M.  Unferdinger. 
(  '*  )  Œuvres  de  Lagrange,  t.  III,  p.  661. 
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LiGOWSRi.  —  Sur  la  réduction  des  distancée  lunaires  au  moyen  des 
logarithmes  à  quatre  décimales,  et  sans  l'emploi  de  tables  auxiliaim. 
(7p.^all.) 

Les  formules  employées  généralement  pour  cette  réduction  ont  ce 
défaut  capital,  que  la  détermination  de  quantités  très-petites  dépend 
du  calcul  de  quantités  relativement  considérables,  ce  qui  rend  la 
opérations  plus  pénibles  et  moins  sûres.  Les  formules  de  M.  Ligowski, 
qui  sont  d'un  emploi  très-commode,  peuvent  donc  rendre  un  grand 
service  aux  marins,  en  les  dispensant  de  l'usage  des  grandes  tiUei 
logarithmiques,  qui  leur  sont  si  inutiles  dans  leurs  calculs  ordi* 
naires. 

DosTOR  (G.).  —  Exercices  sur  le  binôme  de  Newton,  (a  p.;  fir.) 


ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN  (*). 
T.  LXXV  (suite),  n««  1797-1800. 

Hall  (  Asaph).  —  Notes  supplémentaires  sur  les  observations  de  mi* 
gnétisme  et  de  position  faites  par  l'expédition  américaine  en  Sibériepottr 
l'observation  de  C éclipse  du  y  août  i86g.  (  5  col.-,  angl.) 

Prey  (  a.  ).  —  Éléments  et  éphéméride  de  la  planète  @  Ariadne. 

Dembowski.  —  Lettre  au  rédacteur.  Mesures  micrométriques  des 
étoiles  doubles  principales.  (3  cartes,  i5  col.;  fr.) 

Argelander  (Fr.).  —  Sur  la  dépendance  entre  les  déclinaismu  ^ 
les  grandeurs  des  étoiles.  (7  col.;  ail.) 
Considérations  sur  Terreur  personnelle. 

Deire  (C.  ).  —  Eléments  et  éphéméride  de  Thisbé  pour  Coppositùm it    ] 
1870. 

T.  LXXVI,  n«'  1801-1824;  1870. 

Sporer.  —  Observations  des  taches  solaires.  (i4  col.;  ail.) 
Distribution  héliographique  pendant  les  xi*,  xii*  et  xiii*  période»   ; 
de  rotation  de  1 869.  Remarques  sur  la  position  excentrique  du  noyan  j 

d'après  Wilson.  1 

i 


C*)  Voir  BulUtin,  p.  87. 
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GouLD  (B.-A.).  —  Lettre  au  Rédacteur.  (4  col. 5  angl.) 
Comparaison  des  positions  du  nouveau  Catalogue  de  Poulkova  avec 

celles  du  Catalogue  de  Gould,  intitulé  ce  Standard  Places  of  Funda- 

mental  Stars  ». 

ScHin^OF  (L.).  —  ÉlémenU  et  éphéméride  de  la  planète  @  Hécube, 
[6  col.;  ail.) 

KxiHKsmFUBs  (  W.)  —  Reàherches  sur  le  mouvement  de  la  Terre  et  du 
Soleil  dans  l'éther.  (6  col.;  ail.) 

Matwald.  —  Orbite  et  éphéméride  de  @  Clotho. 

RiEFLER  (J.).  —  Sur  le  prisme  des  passages.  (3  col.;  ail.) 
Description  et  figure  de  Tinstrument. 

Oppolzer  (Th.).  —  Sur  la  latitude  de  l'Observatoire  de  Josefstadt. 

Dembowski.  —  Observations  d'étoiles  doubles  (suite).  (5  art., 
56  col.;  fr.) 

ScHuvERT  (E.).  —  Éléments  de  Thalie,  leurs  perturbations  par  Ju^ 
filer  y  et  Table  pour  la  solution  du  problème  de  Kepler.  (10  col.) 

WiifKECRE  (A.).  —  Observations,  éléments  et  éphéméride  de  la  co- 
méte  I,  1870,  avec  des  remarques  sur  la  position  géographique  de  Karls- 
ruhe.  (2  col.;  ail.) 

Stark  (J.-Ë.).  —  Éléments  de  la  planète  @  Hécate, 

Martr  (A.).  —  V éclipse  de  Lune  du  12  juillet  1870.  (4  col.;  angl.) 

Seydler  (A.).  —  Sur  l'orbite  de  @  Dioné. 

Veltmak»  (  W.).  —  Sur  la  propagation  de  la  lumière  dans  les  mi- 
lieux en  mouvement.  (i4  col.;  ail.) 

Peters  (C.-A.-F.).  —  Sur  les  observations  exécutées  en  1869  à  Al- 
tona  et  à  Berlin  avec  un  pendule  à  réversion  construit  par  Lohmeier, 


BULLETINS  de  l'Académie  royale  des  Sciences   de  Belgique 
Bruxelles,  chez  Haycz  (*). 


{*)  Paraissant  chaque  mois  par  fascicules,  formant  annuellement  deux  volumes  inS^. 
Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.^  t.  1.  (Septembre  1870.)  I9 
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T.  XXVn,  janVîcr-juin  1869. 

■ 

Catalan  (E.).  —  Sur  les  roukttes  ei  lespodairet» 
La  somme  des  courbures  de  la  roulette  et  de  la  podaire,  en  deu 
points  correspondants,  est  égale  à  Finvcrse  de  la  distance  compriie 
entre  le  point  décrivant  de  la  roidette  et  le  point  où  la  ooari)e  roo- 
lantc  touche  la  droite  fixe. 

Catalan  (E.).  —  Sur  VaddiHon  des  fonctions  eUipiiquei  depremiin 
espèce.  (6  p.) 

Nouvelle  interprétation  géométrique  de  l'intégrale  algébri<jue  coa- 
plcte  de  Téquation  d'addition  des  intégrales  de  première  espèce. 

T.  XXVII,  juillet-décembre  1869. 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  apsiialessê 
conjuguées.  (23  p.} 

Étant  donnés  un  point  S  et  une  surface  O,  Fauteur  appelle  K§m 
d^ attraction  une  ligne  formée  par  les  intersections  successives  dci 
sections  normales  à  la  surface,  dont  les  plans  passent  par  le  point  0. 
Si,  dans  le  plan  de  la  section,  on  fait  tourner  d'un  angle  droit  It 
rayon  vecteur  OM  de  la  surface  S,  le  lieu  des  extrémités  M^  de  a 
nouvelle  position  sera  une  surface  S',  dite  surface  apsidak  (SalmoD) 
ou  conjuguée  (Catalan). 

Après  avoir  établi  les  propriétés  de  ces  surfaces,  l'auteur  en  ftic 
l'application  à  l'ellipsoïde  et  à  la  surface  des  ondes. 

Folie  (F.).  —  Note  sur  quelques  théorèmes  généraux  de  géoméIriÊ 
supérieure.  (i5  p.) 

Démonstration  purement  analytique  des  principaux  théorèmO^ 
développés  par  M.  Chasles  dans  son  Traité  des  sections  coniques.       . 


FORHANDLINGER  ved  de  Skandinaviske  Naturforsreres  tibbsh 
Mode  i  Christiania,  fra  den  4***  til  den  lo**'  Juli  1868.  — Chrifi' 
tiania,  hos  Fcilberg  og  Landmark;  1869  (*). 

Steen  (Ad.). — Sur  V intégration  des  équations  différentielles  /tnêotfC 
au  moyen  des  intégrales  définies.  (Sa  p.) 


^i 


(  *  )  Actes  du  dixième  Congrès  des  Naturalisées  Scandinaves,  tenu  à  Christiania  èi  | 
911  ir>  juillet  1868.  —  I  vol.  gr.  in-8<*.  Prix  :   i  Spdlr.  En  danois  et  en  anédois. 
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Llntëgration  des  équations  diiTérentielles  au  moyen  des  intégrales 
définies  se  fait  ordinairement  par  des  méthodes  indirectes  ou  pure- 
ment empiriques,  soit  en  sommant  une  série  infinie  qui  donne  le 
déTeloppement  de  l'intégrale,  soit  en  partant  d'une  forme  arbitraire 
d'int^rale  définie,  et  déterminant  les  constantes  et  les  limites  de 
cette  intégrale  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  différentielle^  soit 
en  chercliant  les  équations  différentielles  auxquelles  peuvent  satis- 
faire des  intégrales  définies  données.  L'auteur  de  ce  Mémoire  a  pour 
objet  de  découvrir  des  méthodes  plus  directes  et  plus  rationnelles 
pour  l'intégration  au  moyen  des  intégrales  définies.  Il  étudie  l'équa- 
tion linéaire 

{a.x  -h  6.)r^">  -+-  (OtX  4-  6.)  jf^-'^  4- • .  .+(a,ar  -f-  6,)j  =  o, 

dont  il  traite  plusieurs  cas  particuliers,  et  à  laquelle  il  ramène,  par 
des  changements  de  variables,  d'autres  équations,  telles  que 

y'^  A (ax  -4-  6)/^  -4-  B(a*  4-  b^y'  +  C(ax-t-  6)*/  =  o, 

x^y" -¥•  (aj:*-f-  bx*)jr'  -f-  (ex  •+■  d\y  =  o. 

Zevthen  (H.-G.).  —  «Sur  un  nouveau  syitêtne  de  coordonnées  dans 
l'espace.  (i6p.) 

GuLDBERG  (A.-S.).  —  Sur  la  formation  de  nouveaux  algorithmes  dans 
le  calcul  infinitésimaL  (12  p.) 

M.  W.  Schell  a  publié,  dans  les  Archives  de  Grunert  (t.  XXV,  p.  i, 
i855),  un  Mémoire  intitulé  :  Grundzûge  einer  neuen  Méthode  der 
hoheren  AnalysiSy  où  il  expose  un  procédé  de  calcul  infinitésimal  dans 
lequel  les  diflérences  infiniment  petites  sont  remplacées  par  des  rap- 
ports infiniment  peu  différents  de  Tunité.  Cette  méthode  permet  de 
traiter  un  grand  nombre  de  problèmes  résolus  jusqu'ici  par  le  calcul 
différentiel  et  par  le  calcul  intégral. 

M.  Guldberg  donne  un  aperçu  de  cette  méthode  et  de  ses  applica- 
tions; il  établit  l'identité  de  ses  résultats  avec  ceux  du  calcul  diffé- 
rentiel ordinaire,  et  il  arrive  à  cette  conclusion,  sur  laquelle,  dit-il^ 
on  ne  saurait  trop  insister,  que  ce  n'est  pas  le  calcul  mécanique  qui 
nous  fournit  les  moyens  de  résoudre  les  problèmes,  mais  bien  Tidéc 
directrice  sur  laquelle  il  est  fondé.  Ainsi,  c'est  le  principe  infinité- 
simal et  non  la  forme  de  l'algorithme  qui  décide  du  succès  de  la  mé- 

'9- 
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thode,  quoique  telle  ou  telle  forme  puisse  être  plus  ou  moins  appr(h 
priée  à  certaines  recherches  particulières. 

m 

Petersen  (J.).  —  Sur  ks  corps  flottants.  (17  p.) 
Ce  Mémoire  traite  de  l'équilibre  des  corps  flottants  et  de  sa  stabi- 
lité. L'auteur  discute  les  démonstrations  données  par  Bouguer  elpar 
M.  Duhamel,  et  les  regarde  comme  insuflisantes.  Ses  résultats  s'ac- 
cordent pour  la  plupart  avec  ceux  qu'a  obtenus  M.  Dupin  dans  ses 
Applications  de  Géométrie  et  de  Mécanique. 

BjERRifEs  (C.-A.).  —  Sur  le  mouvement  simultané  de  plusinars  cor/t  ', 
sphériques  dans  un  fluide  incompressible.  (5â  p.) 

Un  système  de  sphères  se  meut  dans  un  fluide  parfait,  incompres-  ' 
sible  et  homogène,  s'étendant  à  l'infini,  sans  qu'aucun  autre  corps, 
fixe  ou  mobile,  s'y  rencontre  en  dehors  du  système.  Pour  des  dis- 
tances croissantes,  la  pression  tend  d'une  manière  continue  vers  une 
limite  constante,  indépendante  de  la  direction.  D'ailleurs  aucniie 
force  extérieure,  n'agit  sur  l'intérieur  du  fluide,  bien  qu'une  tdk 
force  puisse  agir  sur  les  corps  que  le  fluide  contient.  Le  mouvement 
permanent  du  fluide  est  lié  à  un  potentiel  des  vitesses. 

A  ces  conditions,  il  faut  encore  ajouter  celle-ci,  que  la  pression* 
limite,  à  une  distance  infinie,  soit  assez  grande  pour  que  les  mouff* 
ments  puissent  s'eflectuer  sans  interrompre  la  continuité  du  fluide. 

Bien  que  cela  ne  soit  pas  essentiel  pour  ce  qui  doit  suivre,  reIna^  i 
qu(ms  en  passant  que  la  pression-limite  peut  être  diminuée,  et  mènCf 
pour  des  mouvements  suflisamment  petits ,  être  supposée  nulle,  i 
l'on  attribue  au  fluide  des  propriétés  plus  générales  à  un  certiii 
point  de  vue.  On  peut  ainsi  supposer  le  fluide  doué  d'une  certaint 
cohésion  qui  s'oppose  à  la  séparation  des  parties  dans  Ic^s  direction 
normales^  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'introduire  l'action  d'une  ftth 
sion  extérieure  sur  la  masse  fluide.  Les  choses  se  passeraient  oonuDt 
s'il  existait  une  pression  ou  une  succion  extérieure,  pourvu  que,  daai 
le  cas  de  la  succûon,  celle-ci  ne  dépassât  pas  une  certaine  vaktf 
maximum  constante.  Dans  un  tel  fluide,  pourvu  que  les  mouvcmenti  j 
soient  assez  petits,  on  évite  la  formation  d'espaces  vides,  et  en  raèni 
temps,  à  cause  de  F  incompressibilité,  le  volume  ne  change  pas.l; 
n'en  [>ourra  pas  moins,  dans  Tîntérieur  du  fluide,  se  produire  dei 
changements  de  forme  et  régner  la  plus  grande  mobilité  possible;  kl 
particules  |>euvent  glisser  les  unes  sur  les  autres  sans  résistance,  ià 
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même  que  deux  plaques  de  verre,  unies  par  une  couche  d'eau,  si  Ton 
fait  abstraction  de  la  grandeur  du  frottement,  très-faible  relativement 
à  celle  de  l'adhésion,  peuvent  glisser  l'une  sur  l'autre  par  l'action  du 
moindre  effort,  quoiqu'elles  résistent  à  une  action  normale  qui  ten- 
drait à  les  rapprocher  ou  à  les  séparer.  Un  tel  fluide,  au  point  de 
vue  mathématique,  peut  se  traiter  absolument  comme  le  fluide  in- 
compressible et  parfait  que  Ton  considère  ordinairement^  mais  il 
présente  cet  avantage,  que  la  pression  négative,  ou  succion,  sera 
rendue  possible,  et,  comme  conséquence,  que  des  mouvements,  qui 
autrement  ne  sauraient  avoir  lieu  sans  interruption  de  la  continuité, 
pourront  s'effectuer,  du  moins  en  augmentant  d'une  manière  ou 
d'une  autre  la  pression. 

Le  problème  du  mouvement  d'un  tel  système  de  corps  se  ramène 
au  problème  des  pressions  totales  sur  les  diverses  sphères  dcmt  il  se 
compose,  et  celui-ci  sera  résoluble  lorsque  le  potentiel  des  vitesses 
sera  connu.  Ce  problème  peut  se  résoudre  exactement,  quand  le  sys- 
tème se  réduit  à  deux  sphères  dont  les  centres  se  meuvent  suivant 
une  même  ligne  fixe.  L'auteur  traite  ^isuite  le  problème  général,  où 
le  nombre  des  sphères  et  leur  mode  de  mouvement  sont  quelconques, 
dans  l'hypothèse  où  les  sixièmes  puissances  des  rapports  des  rayons 
aux  distances  des  centres  sont  négligeables. 

L'auteur  conmience  par  traiter  avec  détail  le  cas  d'une  seule  sphère 
de  volume  variable  ou  constant.  Il  parvient  ensuite  à  une  série  de 
résultats  approximatifs,  sous  la  condition  que  les  distances  soient 
suffisamment  grandes. 

Sylow.  —  Remarqties  sur  le  caractère  de  résolubilité  d'une  éqtuition 
algébrique  au  moyen  de  radicaux,  lorsqu'elle  est  irréductible,  et  que  son 
degré  est  un  nombre  premier,  (8  p.) 

GtLDBEKG  (C.-M.).  —  Sur  les  équations  de  létat  des  corps.  (i3  p.) 
L'auteur  traite  de  Tétat  moléculaire  des  corps  au  point  de  vue  de 
la  théorie  mécanique  de  la  chaleur. 

HoLTEi».  —  Sur  la  théorie  des  machines  électromagnétiques.  (5  p.) 
Cette  Note  a  pour  but  de  compléter  la  théorie  donnée  par  Koosen 
dans  les  Annales  de  Poggmdorff,  t.  LXXXVIL 
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GIORNALE  Di  Matematiche.  T.  VII,  fasc.  2.  Mai-juin  1870  (*). 

Battaglini  (G.).  —  Sur  les  formes  ternaires  quainUiques  [suite  et 
fin].  (28  p.) 

Étant  données  deux  couples  de  quadriques  conjointes  qui'dëler- 
mincnt  dans  le  continu  deux  séries  d'éléments  de  première  classe  et 
de  premier  ordre,  ces  couples  définisseni  deux  séries  de  quadriques 
ayant  toutes  quatre  éléments  communs.  Pour  chacune  de  ces  séries, 
l'auteur  détermine  :  i^  les  trois  quadriques  douées  d'un  élément 
double  ;  2^  les  couples  des  éléments  conjugués  harmoniques,  et  3*  la 
triade  conjuguée  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  de  la  série. 
Ensuite  l'auteur  considère  les  séries  équiharmoniques  formées  par 
les  éléments  harmoniques,  par  rapport  aux  quadriques  de  la  série, 
des  divers  éléments  du  système,  et  il  détermine  la  quadrique  des  neuf 
élémenis,  c'est-à-dire  la  quadrique  formée  par  les  éléments,  de  pre- 
mière classe  ou  de  premier  ordre,  d'un  même  élément  de  premier 
ordre  ou  de  première  classe,  par  rapport  aux  diverses  quadriques  de 
la  série. 

Cela  étant  établi,  des  propriétés  des  formes  binaires  cubiques, 
appliquées  à  la  cubique  binaire  qui  exprime  le  discriminant  d'une 
quadrique  de  la  série,  l'auteur  déduit  la  signification  des  invariants 
du  système  de  deux  quadriques,  tant  des  invariants  fondamentaux 
que  des  autres  qui  en  sont  formés.  Puis,  au  moyen  de  l'hessien  et  du 
covariant  cubique  du  discriminant  en  question,  il  détermine  les  deux 
quadriques  équiharmoniques  et  les  trois  quadriques  hamumiqueê  de  la 
série.  Enfin,  après  avoir  indiqué  d'autres  significations  des  invariants 
fondamentaux  du  système,  en  les  déduisant  principalement  de  la 
considération  des  séries  multiples  de  quadriques  harmonifueê  par  rap- 
port à  une  autre  quadrique,  l'auteur  trouve  la  condition  pour  que, 
étant  données  quatre  quadriques  de  la  série,  il  puisse  exister  une 
triade  d'éléments  inscrite  dans  Tune  et  circonscrite  aux  autres. 

Passant  ensuite  à  la  considération  des  quadriques  conjointes  aux 
quadriques  de  la  série,  l'auteur  parvient  au  contrevariant  qui  déter- 
mine les  quatre  éléments  communs  aux  deux  quadriques  qui  la  dé- 
finissent^ et  il  établit  en  conséquence  la  signification  de  leur  covariant 
ou  contrevariant  fondamental.  Après  cela,  l'auteur  détennine  :  i^par 
le  système  de  deux  quadriques  conjointes,  les  quadriques 


C*)  Voir  Bmiittim,  p.  ïkj. 
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cofifoûtlef  (polaires  réciproques)  de  Tune  par  rapport  à  l'autre,  et  les 
quadriques  conjointes  du  covariant  et  du  contrevariant  fondamental  ^ 
Q?  il  trouve  le  covariant  et  le  contrevariant  fondamental  du  système 
formé  par  une  des  deux  quadriques  proposées  combinée  avec  leur 
covariant  ou  contrevariant  fondamental;  et,  étant  donné  un  covariant 
ou  (x>ntreYariant  quadratique  quelconque  du  système  de  deux  qua- 
driques, il  montre  3^  comment  on  peut  trouver  sa  forme  conjointe  et 
l'expression  générale  de  son  discriminant. 

Après  avoir  trouvé  les  expressions  générales  des  invariants  simul- 
tanés, du  covariant  et  du  contrevariant  fondamental  du  système  de 
deux  quadriques  quelconques  de  la  série,  l'auteur  en  fait  l'application 
aux  deux  quadriques  équiharmoniques  de  la  série,  et  trouve  ainsi  le 
covariant  ou  contrevariant  dit  quadrique  des  quatorze  éléments.  Les 
deux  quadriques  équiharmoniques  avec  la  quadrique  des  quatorze 
éléments  forment  un  système  jouissant  de  propriétés  très-remarqua- 
bles, dont  les  principales  se  trouvent  dans  le  Mémoire  indiqué. 

Enfin,  en  entreprenant  la  recherche  des  covariants  et  des  contre- 
variants  du  système  de  deux  quadriques,  et  de  degré  supérieur  au 
second,  l'auteur  trouve  ceux  qui  déterminent  respectivement,  dans 
la  série  définie  des  quadriques  proposées  :  1^  le  groupe  des  trois  qua- 
driques douées  d'un  élément  double  ;  â^  le  groupe  des  deux  quadri- 
ques équiharmoniques,  et  3^  celui  des  trois  quadriques  harmoniques. 
En  outre,  l'auteur  trouve  les  groupes  des  contrcvariants  fondamen- 
taux dans  les  systèmes  qui  s'obtiennent  en  combinant  une  des  deux 
quadriques  proposées  :  i^  avec  les  trois  quadriques  à  élément  double 
de  la  série*,  2^  avec  les  deux  quadriques  équiharmoniques,  ou  3^  avec 
les  trois  quadriques  harmoniques;  et  enfin  les  groupes  des  contrc- 
variants fondamentaux  dans'  les  systèmes  formés  par  les  trois  qua- 
driques à  élément  double,  ou  par  les  trois  quadriques  harmoniques 
de  la  série,  combinées  entre  elles  deux  à  deux. 

Jahhi  (G.).  —  Méthode  pour  calculer,  par  des  approximations  suc- 
cessives  certaines,  les  racines  réelles  des  équations  algébriques,  (4  p-) 

Si  a  et  6  sont  deux  limites  entre  lesquelles  est  comprise  la  racine  Xq 
de  l'équation  J'{x)  =  0,  et  que  l'on  désigne  par  cp(a?)  et  ^{x)  la 
sonune  de  tous  les  termes  positifs  et  celle  de  tous  les  termes  négatifs 
dey  (a:),  les  nouvelles  limites  de  la  racine  Xq  seront,  d'après  l'auteur, 

«_«  /(«)  .  _.   ■         f{b) 
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ou  bien,  suivant  les  circonstances, 

_  f(a)  .  _  .  f(b) 

Pantanelli  (D.).  —  Dessin  axonoméirique,  (i  p.) 

Dëtermination  graphique  et  analytique  des  coefficients  de  réduc- 
tion de  l'unité  des  axes  coordonnés,  au  moyen  des  ofttés  du  triangle 
trace  du  plan  de  projection  sur  les  plans  coordonnés. 

ViTo  (E.).  —  Démonsiratitm  d'un  théorème  de  la  théorie  des  nowUtres. 

{4  p.) 

Le  théorème  en  question  est  de  M.  Serret,  et  exprime  que,  si  la 
somme  de  deux  carrés  premiers  entre  eux  est  divisible  par  un  nombre, 
ce  nombre  est  aussi  la  somme  de  deux  carrés. 

ToGwoLi  (O.).  —  Sur  une  extension  de  propriétés  concemani  les 
tourbes  algébriques  planes  d* ordre  quelconque,  aux  surfaces  algébriques 
de  degré  quelconque,  (27  p.) 

L'auteur  s'est  proposé  d'étendre  aux  surfaces  algébriques  les  pro- 
priétés des  courbes  qui  ont  un  pôle  harmonique  et  une  droite  har- 
monique, exposées  par  M.  Gûssfeldt  dans  les  Mathematische  Annalen, 
Le  travail  se  divise  en  deux  Parties,  dont  la  première  contient  la 
démonstration  de  propriétés  relatives  à  un  groupe  spécial  de  surfaces, 
et  la  seconde,  celle  de  propriétés  appartenant  à  des  surfaces  algébri- 
ques générales.  Les  articles  dont  se  compose  la  première  Partie  sont  : 
I  ^  détermination  du  nombre  des  conditions  qui  doivent  être  vérifiées 
pour  qu'une  surface  admette  un  pôle  harmonique  et  un  plan  harmo- 
nique ;  2°  polaires  successives  du  pôle  ;  3^  propriétés  des  lignes  d'in- 
tersection de  deux  surfaces  qui  ont  un  pôle  harmonique  et  un  plan 
harmonique  communs;  4*^  plans  tangents  et  singularités^  5^  pre- 
mières polaires  par  rapport  aux  points  du  plan  harmonique  ;  6^  flstns 
diamétraux  et  diamètres  ^  points  et  droites  conjugués  dans  le  flên 
harmonique. 

La  seconde  Partie,  dont  la  suite  paraîtra  dans  le  prochain  fasci- 
cule, contient  jusqu'ici  les  articles  suivants  :  i®  polaires  internes  des 
surfaces  en  général;  2^  faisceaux  et  réseaux  de  polaires  internes; 
3^  enveloppe  des  plans  tangents  des  surfaces  d'un  réseau  ou  d'un 
faisceau  dont  les  points  de  contact  sont  situés  dans  un  plan  donné  ; 
4^  pampolaire  d'un  faisceau  et  d'une  droite  de  surface. 
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L'antenr  emploie  dans  son  travail  les  méthodes  symboliques  de 
dcuJ  introduites  par  Clebsch  avec  tant  d'avantage  dans  l'Analyse. 


nERTELJAHIlSSCHRIFT  dbr  astrohomischenGbsellschaft,  her- 
losgegeben  von  den  Schriftfûhrem  der  Gesellschaft  :  A.  Auwsas 
in  Berlin  und  A.  WuriiBCKB  in  Karlsruhe.  —  Leipaûg,  Verlag  von 
W.  Engelmann  (*)• 

?•  année,  I**  Cahier,  janvier  1870.  (Prix  :  i5  Ngr.) 

Nta£]i  (Magnus).  —  Essai  de  déterminathn  de  la  amstanie  de  la 
frktttion  au  moyen  des  étoiles  de  faible  éclai.  —  Upsala,  1869,  in-8, 
^p.  En  suédois  (**).  —  Analyse  par  M.  d'Arrest. 

Ce  Mémoire,  présenté  le  aa  mai  1869  à  l'Université  d'Upsala, 
pour  lobtention  du  grade  de  docteur,  traite  d'une  question  impor- 
tune, qui  a  été  indiquée  à  l'auteur  par  M.  Gyldén.  Il  s'agit  de  savoir 
à  l'observation  des  petites  étoiles,  au-dessous  de  la  8*  grandeur, 
donne  pour  la  constante  de  la  précession  une  valeur  identique  â 
celle  qu'on  a  déduite  jusqu'à  présent  de  l'observation  des  étoiles  plus 
hriUanles. 

Four  les  ascensions  droites  d'environ  53oo  étoiles  de  la  zone  si- 
tiée  entre  +  i5  degrés  et  — 15  degrés  de  déclinaison,  les  Catalogues 
de  Weisse  (***)  et  de  Schjellerup  (****)  qui  ont  servi  de  base  au 
Iravail  de  M.  Nyrén,  présentent,  d'après  les  valeurs  de  la  précession 
adoptées  par  ces  astronomes,  des  différences  sensibles  que  l'on  avait 
d^  signalées  en  partie  et  qui  n'avaient  pas  échappé  à  Schjellerup 
iai-méme.  M.  Nyrén  a  comparé  les  positions  d'environ  700  étoiles 
communes  aux  deux  Catalogues,  et  de  plus  il  a  consulté  VArtRagh 

(^)  BmUetim  trimettriel  de  la  Soàéîé  Mtronomiqae,  publié  par  les  SecréUires  de  la 
Sadélé,  MM.  A.  Avwns,  à  Berlin,  et  A.  WmiiECU,  à  ILarlsnibe.  Leipzig,  chez  Engel- 


Hnii  chaque  trîmeitre  par  Cahier  in  -9^,  En  langue  allemande.  Prix  Tariable. 

Ce  BmUetim  le  compose  de  deux  parties,  dont  Tune  est  consacrée  aux  affaires  de  la 
Sodété,  l'antre  à  des  notices  bibliographiques,  dont  nous  donnerons  un  court  résumé. 

(**  )  L'aoteor  eo  a  publié  aussi  une  édition  française. 

(^**)  Potitiomet  média  stellarum  in  zonis  Regiomontanis,  ete,  Petropoli,  1846»  în-4®* 

(••••)  Genàkerte  Oerter  der  Fijcsterne,  von  vvelchen  in  den  jistronomischem  Naeh^ 
fieàtem,  Bamd  1-66,  seWstàndige  Beobachtungen  angefuhrt  sind,  fur  die  Epoche  i855 
iergeieiiei  umd  nadk  den  geraden  Aufsteigungen  geordnet  {Publication  der  Astrono- 
m'teàem  Ce§eli$ekaft)  ;  1867,  in-4«>.  Prix  :  aS  Ngr. 
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Caiahgue  pour  toutes  les  étoiles  que  celui-ci  a  de  communes  tvec 
Bradiey. 

Il  en  a  déduit  ce  résultat,  que  la  diflfcrence  Schjellerup  —  Weisse 
est  constamment  négative.  Les  valeurs  moyennes  de  cette  diflerenoe 
}K)ur  les  JR.  de  6  en  6  heures  se  sont  trouvées  égales  à  i^)4î  ^'i4f 
2^,5 ',  1^,8,  et  la  moyenne  générale  Schj.  —  W.  c= —  a*^,02.  En  fai- 
sant cntn^r  dans  la  discussion  de  ces  résultats  les  déterminations  de 
Téquinoxc  par  Bessel  et  Wolfers,  l'auteur  réduit  cette  différence  i 
—  I ^^4^-3.  C'est  sur  ce  nombre  que  repose  la  détermination  de  la  pré- 
cession,  qui  serait,  d'après  cela,  fixée  à  50^^,188,  au  lieu  des  valean 
50^^,223  (Bessel)  et  5o'',237  (O.  Struve),  déduites  la  première  de 
l'observation  des  étoiles  de  5"  à  6"  grandeur,  la  seconde  de  celle  des 
étoiles  de  4*  à  5*  grandeur. 

Pour  confirmer  ce  résultat  si  inattendu,  M.  Nyrén  a  encore  com- 
paré le  Catalogue  de  Schjellerup  avec  les  observations  faites  a 
Washington  (1861-62),  et  avec  les  positions  données  par  Bradiey  et 
par  Robiuson  pcmr  les  184  étoiles  ^qui  leur  sont  communes  avec 
Schjellerup. 

Malgré  les  doutes  qui  peuvent  planer  sur  les  conclusions  de  l'ta- 
teur,  conduisant  à  des  modifications  aussi  considérables  dans  la  va- 
leur de  la  précession,  le  grand  nombre  d'étoiles  qu'il  a  prises  en 
considération  dans  ses  calculs  et  le  soin  avec  lequel  il  a  discuté  toulfs 
les  circonstances  de  ce  problème  délicat  réclament  impérieusement 
rattention  sérieuse  des  astronomes.  Pour  expliquer  ces  résultats,  il 
faut  :  ou  admettre  une  erreur  constante  en  JR,  de  la  part  de  Schjell^ 
rup,  dont  Ârgclander  augmente,  en  effet,  les  noDibrcs  de  0^,097;  M 
$upjK)ser  que  les  étoiles  les  plus  brillantes,  et  vraisemblablement  les 
plus  voisines  de  nous,  sont  entraînées  par  un  mouvement  d'ensem- 
ble^ auqucl.les  plus  faibles  d'éclat  ne  participent  pas.  M.  d'Arrest  ne 
juge  pas  cette  dernière  explication  admissible;  on  ne  trouve,  da 
moins^  aucune  trace  d'un  pareil  mouvement  dans  les  observations 
des  pi^tites  étoiles  faites  avec  exactitude  depuis  les  époques  anciennes. 
Peut-être  y  aurait-il  une  troisième  explication  possible  dans  l'in- 
tluence  qu'exercerait  sur  la  constante  de  la  précession  un  change- 
ment introduit  dans  la  détermination  admise  jusqu'à  présent  pour 
Téquinoxede  ijSS. 

(Kmautows  (Lord)  (actuellement  Lord  Rosse).  —  Compie  rmi» 
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ie$  ekêervaiùmi  de  la  grande  nébuleuse  d'Orion.  {Philosopha  Trans. 
ofihe  R.  Soc.  ofLondon,  vol.  CL VIII,  Part  11,  1868.)  — Analyse, 
par  M.  O.  Struve. 

Ce  Mémoire  est  accompagné  de  belles  planches  en  taille-douce, 
représentant  la  nébuleuse  d'Orion.  Les  dessins  qui  se  rapportent  à 
la  période  de  1860  à  1864  ont  été  exécutés  par  M.  Hunter,  aide  de 
loid  Rosse  i  cette  époque,  au  moyen  d'observations  faites  tour 
i  tour  avec  le  télescope  de  3  pieds  et  avec  celui  de  6  pieds  de 
rCtt>servatoire  de  Parsonstown.  Il  est  difficile  de  se  prononcer  sur 
l'exactitude  de  ces  dessins,  quand  on  n'a  pas  eu  à  sa  disposition  un 
instrument  d'une  puissance  d'illumination  comparable  à  celle  des  ré- 
flecteurs de  lord  Rosse,  auxquels,  suivant  M.  O.  Struve,  le  grand 
réfracteur  de  Poulkova  lui-même  est  de  beaucoup  inférieur  sous  ce 
rapport.  Cependant  M.  Struve  inclinerait  à  croire,  avec  sir  John 
Herschel,  que  les  contours  des  dessins  sont  trop  nettement  arrêtés. 

Dans  le  texte  explicatif  qui  accompagne  les  planches,  l'auteur 
donne,  dans  le  premier  Chapitre,  un  Catalogue  de  92  étoiles  situées 
dans  la  Nébuleuse.  Mais,  en  comparant  ce  Catalogue  à  celui  de 
G.-P.  Bond,  publié  postérieurement  au  travail  de  lord  Rosse  {Annals 
ofihe  Harvard  Collège  Observatory,  vol.  V),  il  est  facile  de  voir  que 
les  indications  de  l'astronome  de  Parsonstown  n'ont  pas  de  bien 
hautes  prétentions  à  la  rigueur,  les  résultats  ayant  été  presque  tous 
obtenus  par  des  estimations  à  simple  vue.  Les  déterminations  d'éclat 
des  diverses  étoiles  sont  données  aussi  avec  une  grande  latitude  d'ap- 
proximation. 

Le  second  Chapitre  traite  des  limites  jusqu'où  l'on  peut  constater 
la  présence  de  la  matière  nébuleuse.  Le  troisième  Chapitre  insiste 
sur  la  dépendance  étroite  existant  entre  les  étoiles  et  les  nébulosités 
qui  les  entourent,  et  que  ces  étoiles  semblent  absorber  graduelle- 
ment. L'auteur  donne,  dans  le  Chapitre  IV,  des  indications  intéres- 
santes sur  les  changements  de  forme  et  d'éclat  de  certaines  parties  de 
la  Nébuleuse. 

n  est  question,  dans  le  Chapitre  suivant,  de  la  résolubilité  de  la 
Nébuleuse,  et  il  ne  semble  pas  que  l'on  ait  été  très-loin  dans  cette 
voie.  Enfin  les  deux  derniers  Chapitres  rendent  compte  des  observa- 
tions spectroscopiques  faites  avec  le  réflecteur  de  3  pieds,  et  qui  n'a- 
joutent aucun  fait  nouveau  aux  travaux  de  Huggins  et  de  Secchi. 
Lord  Rosse  se  propose  de  reprendre  ses  recherches  avec  le  télescope 
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de  6  pieds,  auquel  il  doit  adapter  un  mouvement  d'horlc^crie.  On  a 
lieu  d'attendre  des  résultats  importants  d'observations  faites  i  l'aide 
d'un  instrument  d'un  aussi  grand  pouvoir  éclairant. 

RosÉN.  —  Recherches  et  mesures  exécutées  avec  un  astrophotomètrt 
de  Zëllner.  {Bulletin  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saini^Petersbomrf^ 
1869).  —  Analyse,  par  M.  Engelmann. 

Le  but  de  ce  Mémoire  est  la  détermination,  au  moyen  d*an  cer- 
tain nombre  d'étoiles  peu  brillantes,  du  coefficient  pkotométrîque 
qui  exprime  les  rapports  d'éclat  des  étoiles  de  deux  grandeurs  con* 
sérutives.  I^s  observations  ont  été  faîtes  à  Poulkova,  au  moyen  de 
l'astrophotomètre  de  ZoUner,  adapté  à  une  lunette  de  Steinheil,  de 
126  millimètres  d'ouverture,  de  i5o7  millimètres  de  foyer,  et  d'un 
grossissement  de  52  fois.  Les  détails  de  la  construction  de  Tinstra* 
ment  se  trouvent- dans  les  écrits  de  l'inventeur  (*).  Le  principe  fon- 
damental du  procédé  consiste  dans  la  production  d'étoiles  artificiel- 
les, à  peu  près  semblables  d'aspect  aux  étoiles  naturelles,  et  dans 
l'emploi  de  milieux  polarisés  et  d'une  plaque  de  quartz  pour  faire 
varier  l'éclat  et  la  couleur  des  étoiles  artificielles.  Celles-ci  se  voient 
par  réQexion  dans  le  plan  focal  de  la  lunette,  sur  le  même  arrière- 
plan  que  l'image  de  l'étoile  naturelle,  à  une  distance  et  dans  une  di- 
rection que  l'on  peut  faire  varier  à  volonté.  En  imprimant  une  rota- 
tion aux  deux  prismes  de  Nicol  et  A  la  plaque  de  quartz,  on  peut 
rendre  les  étoiles  artificielles  identiques  en  éclat  et  en  couleur  avec 
les  étoiles  naturelles,  et  les  angles  de  rotation,  qui  se  lisent  sur  deux 
cercles  divisés,  indiquent  l'un  l'intensité,  l'autre  la  couleur.  Les 
éclats  relatifs  de  deux  étoiles,  mesurés  par  cette  méthode,  sont  entre 
eux  comme  les  carrés  des  sinus  des  angles  observés. 

M.  Rosén  a  trouvé  que  l'éclat  d'une  étoile  peut  être  représenté 

par  la  formule 

L  =  a—  pm, 

L  étant  le  logaritlune  de  l'intensité  lumineuse  de  l'étoile  donnée,  m 
son  ordre  de  grandeur,  a  et  |3  des  constantes,  dont  la  première  repré- 
sente le  logarithme  de  l'intensité  lumineuse  d'une  étoile  de  grandeur 
zéro^  et  l'autre;  le  logarithme  du  rapport  d'éclat  de  deux  étoiles  de 
grandeurs  consécutives.  En  calculant  les  résultats  des  appréciations 

(•)  Grundzùge  einer  allgemeinen  Photomelrie  der  Uimmels;  Berlin,  iS6i.  —  Pkoio^ 
mrtrisehe  Vntersuchtingen  ;  Leipti^,  iS6S. 
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de  divers  c^Menratenrs  et  des  siennes  propres,  M.  Rosën  trouve  pour 
P  des  valeurs  comprises  entre  o,363  et  0,4^6. 

GiBBS  (W.).  —  Sur  la  construction  d'une  carte  normale  du  Spectre 
solaire.  {SUliman' s  Journal^  vol.  XLUI,  n®  127,  p.  i-io).. 

En  i864)  M.  W.  Huggins  a  publié  à  Londres  un  Mémoire  étendu 
sur  les  raies  spectrales  des  divers  éléments.  Il  a  étudié  environ 
1000  raies,  et  déterminé  leurs  positions,  d'après  une  échelle  arbi- 
U*aire.  M.  Gîbbs  s'est  proposé  de  réduire  ces  mesures  en  longueurs 
d'ondulations,  dans  le  dessein  de  chercher  s'il  n'existerait  pas  quel- 
que loi  qui  réglât  la  distribution  des  raies  caractéristiques  de  chaque 
âément. 

Pour  cela,  il  a  commencé  par  identifier  45  raies  de  l'échelle  de 
Huggins  avec  ceUes  dont  les  longueurs  d'ondulation  ont  été  déjà  dé- 
terminées par  Ângstrôm  et  par  Ditscheiner.  H  les  a  partagées  en 
neuf  groupes,  pour  chacun  desquels  il  a  construit  une  formule  d'in- 
terpolation, par  la  méthode  de  Cauchy,  qu'il  recommande  comme  la 
plus  commode  et  la  plus  expéditivc.  Trois  de  ces  neuf  groupes  ont 
pu  être  représentés  par  des  formules  du  second  degré  ;  pour  les 
six  autres,  les  formules  se  sont  élevées  au  troisième  degré.  Par  ce 
moyen,  M.  GiU)s  a  pu  déterminer  les  longueurs  d'ondulation  cor- 
respondantes à  toutes  les  raies,  et  en  construire  des  Tables,  qu'il  a 
ensuite  comparées  avec  les  r'ésultats  obtenus  par  divers  physiciens. 

Anc^STiLÔM  (A.-J.).  —  Recherches  sur  le  spectre  solaire.  (Upsala  et 
Berlin,  1869.)  —  (En  français.) 

Ces  recherches  se  rattachent  au  même  but  que  celles  de  M.  Gibbs. 
L'auteur  a  construit  une  échelle  des  raies  du  spectre,  où  il  indique 
non  plus,  comme  on  le  faisait  auparavant,  les  indices  de  réfraction, 
mais  les  longueurs  d'ondulation.  L'importance  de  cette  nouvelle  dis- 
position, à  laquelle  il  a  donné  le  nom  de  spectre  normal^  est  facile  à 
reconnaître  ;  il  suffit  de  remarquer  que  les  indices  de  réfraction  dé- 
pendent de  la  nature  du  prisme  employé,  et  varient  par  conséquent 
avec  cet  instrument.  Le  nombre  des  raies  pour  lesquelles  il  a  ainsi 
déterminé  les  longueurs  d'ondulation  s'élève  à  près  de  1000,  et  ces 
longueurs  sont  indiquées  en  dix-millionièmes  de  millimètre,  avec  une 
décimale  en  plus. 

A  l'étude  du  spectre  normal  du  Soleil  M.  Angstrôm  a  joint  celle 
des  spectres  de  l'aurore  boréale  et  de  la  lumière  zodiacale.  11  a  ob- 
servé, pendant  l'hiver  de  1867-68,  le  spectre  de  l'arc  lumineux  qui 
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limite  le  segment  obscur  de  Faurore  boréale.  La  lumière  s'est  tronvce 
presque  complètement  homogène  et  composée    d'une   seole   nie 
brillante^  voisine  du  groupe  du  calcium  et  correspondante  i  une 
longueur  d'onde  égale  à  5567.  Outre  cette  raie,  on  aperçoit  de 
très-faibles  traces  de  trois  autres  bandes  lumineuses,  qui  s'étendeit 
jusqu'à  la  raie  P  de  Thydrogène,  mais  qui  ne  se  montrent  qnepv 
intervalles,  au  moment  où  l'arc  lumineux  éprouve  des  ondolitifl» 
qui  changent  sa  forme.  On  peut  donc  regarder  U  lumière  de  l'aium 
boréale  comme  réellement  monochromatique.  Un  fait  remarquable, 
c'est  que  la  raie  brillante  du  spectre  de  l'aurore  boréale  ne  coSsiàk 
avec  aucune  des  raies  observées  jusqu'à  présent  dans  les  spectres  da 
gaz,  mais  qu'elle  est  identique  avec  le  spectre  de  la  lumière  lodimle, 
que  l'auteur  a  observée  en  mars  1867  dans  des  circonstances  d'éd* 
exceptionnelles  à  des  latitudes  aussi  élevées  que  celle  d'Upsala.  (k 
trouve  même  des  traces  de  cette  raie  dans  la  faible  lumière  émiie  p« 
le  ciel  pendant  les  belles  nuits  étoilécs. 


Macleak  (Sir  Thomas).  —  Vérification  ei  extemionderarede 
dien  de  LacaiUe  au  cap  de  Bonne-Espérance.  Publié  par  ordre  dei 
lords  commissaires  de  l'Amirauté.   1866,  t.  I^  600  p.,  a4plM  tD| 
440  pages.  —  (En  anglais.  ) 

Nous  n'essayerons  pas  de  donner  une  analyse  de  cet  Ouvrage,  d'une 
si  haute  importance  pour  la  Géodésie,  et  auquel  M.  Winnecke  a  oob- 
sacré  un  compte  rendu  de  46  pages.  Nous  dirons  seulement  quelques 
mots  sur  le  but  de  ce  travail  de  douze  années,  exécute  avec  le  sointt  i 
l'habileté  que  l'on  pouvait  attendre  de  son  savant  auteur. 

M.  Maclcar,  lorsqu'il  entreprit  ses  opérations,  en  i836,  s'était d't* 
bord  proposé  pour  objet  de  vérifier  les  mesures  de  LacaiUe  [lySiSi)» 
Ces  mesures  semblaient  entraîner  cette  conclusion,  contraire  i  11  . 
tliéoric,  que  la  courbure  de  l'hémisphère  austral  était  moindre  qM  ! 
celle  de  l'hémisphère  boréal  ;  et  la  confiance  que  devaient  inspirer 
les  méthodes  et  l'exactitude  habituelle  de  Lacaille  ne  pennettaioit 
pas  de  rejeter  ses  résultats  sans  preuve. 

Déjà,  en  1820,  le  capitaine  Everest,  ayant  examiné  les  statioiis 
extrêmes  de  Lacaille,  était  d'avis  que  l'action  des  montagnes  voi- 
sines de  ces  stations  sur  la  direction  du  fil  à  plomb  suffisait  pour  ex- 
pliquer les  anomalies  en  question. 

Pendant  le  cours  de  ses  travaux,  M.  Maclcar  se  décida  à  ne  pas 
s'en  tenir  n  une  simple  vérification  et  à  prolonger  Tare  mesuré.  Il  a 
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usage,  entre  autres  instraments,  du  célèbre  secteur  zénithal  de 
Ihradlej,  mis  à  sa  disposition  par  TObservatoire  de  Greenwich,  et 
IhiI  rOuvrage  actuel  contient  une  description  minutieuse,  due  à 
H*  Airj. 

L'ensemble  des  opérations  comprend  un  arc  d'environ  4  7  degrés. 
ISMréfoltats  obtenus  confirment  l'opinion  d'Everest*sur  les  déviations 
Élk  verticale  produite,  dans  les  observations  deLacaille,  par  les  at- 
jiwctioo»  locales.  

TIDSKRIFT  FOR  Màtbmatik  och  Fysik  (*). 

m*  année,  Cahiers  II-YI^  mars-décembre  1870. 

HvLTMAHH  (F.-W.).  —  Histoire  de  V Arithmétique  en  Suède.  (47  p*) 

Soite  d'articles  insérés  dans  les  tomes  précédents.  Le  présent  ar- 

JÊdt  est  consacré  à  la  biographie  et  aux  travaux  de  Georg  Stjem- 

^fim  {**)  (1598-1672),  mathématicien,  antiquaire,  juriste,  et  qui  est 

liqgardé  comme  le  législateur  de  la  poésie  suédoise. 

C'est  lui  qui  a  introduit  le  premier  en  Suède  l'usage  des  fractions 
Jlriimlr  1^  découvertes  quarante  ans  auparavant  par  Simon  Stevin. 
li^[diqua  la  division  décimale  aux  diverses  unités  de  mesures  sué- 
doises, dont  il  détermina  exactement  les  valeurs  et  les  rapports  nu- 
mériques, tels  qu'ils  ont  été  conservés  jusqu'à  l'époque  actuelle. 

On  lui  doit  encore  des  traités  d'algèbre  et  de  trigonométrie,  com- 
foiés  d*après  les  idées  de  Stévin  et  de  Viète,  et  où  il  a  fait  usage 
foorla  première  fois,  en  Suède,  des  signes  +  et  — .  Quoiqu'il  ait 
ik  connaître  personneUement  Descartes  à  la  cour  de  la  reine  Chris- 
tiM,  il  ne  semble  pas  cependant  avoir  étudié  les  méthodes  de  ce 
(éomètre. 

Les  nombreux  ouvrages  de  Stjemhjelm,  à  l'exception  de  deux 
mités  sur  les  poids  et  mesures,  sont  restés  manuscrits,  et  sont  con- 
MTës  dans  les  bibliothèques  de  Stockholm  et  d'Upsala. 

DiLLHBm  (G.).  —  Éléments  du  Calcul  géométrique.  (10  p.) 
Suite  d'articles  précédents  (***).  Résolution  des  équations  de  de- 
pi  supérieur. 

(*)  Voir  BaUetin,  p.  177. 

(.**)  ATant  d'être  anobli  par  le  roi  Gustave- Adolphe  (i63i),  il  se  nommait  Goran 

"••)  Voir  BtUletin,  p.  249. 
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Almquist  (P.-W.).  —  Démonstration  des  séries  pour  sinxet  ces  x. 
Falk  (M.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  déceloppabh. 

{4p) 

Bjôrling  senior  (E.-G.).  — Sur  les  polyèdres  réguliers,  (19  p.) 
Exposition  élémentaire  et  complète  de  la  théorie  des  cinq  corpi 
réguliers. 

DiLLifER  (G.),  r—  Éléments  du  calcul  géométrique  (suite).  (17  p.) 
Calcul  des  indices  de  Cauchy.  Application  à  la  théorie  des  équ- 
tiens.  Nombre  des  racines  dans  un  contour  donné. 

Boue.  —  Trouver  le  volume  d*un  solide  de  révolution,  lorsqws  k 
courbe  génératrice  est  rapportée  à  des  coordonnées  polaires.  (3  p.) 

Falk  (M.).  —  Caractère  de  convergence  d*une  fraeUam  ocmlÎMie  à 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  (5  p.) 

Wackerbarth  (A.-F.-D.).  -^  Sur  la  Grande  Pyramide  de  Giaà. 

Cet  article,  où  sont  exposés  les  résultats  des  dernières  mesure!  do 
la  Grande  Pyramide  prises  par  le  Corps  topographique  anglais  scM 
la  direction  du  colonel  sir  Henry  James,  contient  une  critique  trèi* 
spirituelle  des  théories  de  M.  Piazzi  Smyth,  qui  avait  pris  oettt 
pyramide  pour  une  collection  d'étalons  de  poids  et  mesures,  et  <k 
constantes  géométriques  et  astronomiques. 

HuLTMAN  (F.-W.).  —  Histoire  de  l'arithmétique  en  Suéde  (suite). 

o 

Peder  Mansson  [Petrus  Magni).  (9  p.) 

HvLTMAïf  (F.-W.).  —  Théorie  des  puissances.  (7  p.) 
Exposants  fractionnaires,  etc. 

DiLLNER  (G.).  —  Intégrales  définies  des  fonctions  synectiques.  (21p.)  i 
Exposition  des  théorèmes  de  Cauchy  relatifs  «1  Tintégration  d'une  \ 
fonction  le  long  d'un  contour  donné,  et  au  développement  d'une  ^ 
fonction  d*une  variable  complexe  suivant  les  puissances  entièrei  cl  1 
positives  de  cette  variable. 


j 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
MANNHEIM  (A.).  —  Étude  sur  lb  déplacement  d*une   figure 

DE  FORME  IHVÀRIAJILE.  NOUVELLE  MÉTHODE  DES  NORMALES.  APPLI- 
CATIONS DIVERSES.  —  Journal  de  l'École  Polfitechnique ,  XTJn*  ca- 
hier (*). 

On  attribue  généralement  à  Ampère  Tidée  féconde  de  séparer 
1  étude  du  mouvement  de  ceUe  des  forces  qui  le  produisent.  Un  pas- 
sage du  Rapport  de  M.  Chasles  sur  les  progrès  de  la  Géométrie  rectifie 
les  idées  généralement  admises  sur  ce  point.  Voici  comment  s'ex- 
prime réminent  géomètre  : 

«  L*idée  d'étudier  les  fnouvements  indépendamment  des  forces,  qui 
aurait  pu  être  suscitée  depuis  fort  longtemps  par  l'objet  même  de  la 
Statiçue,  où  l'on  traite  de  l'équilibre,  c'est-à-dire  des  forces,  indépen- 
damment  des  mouvements,  fut  émise,  il  7  a  trois  quarts  de  siècle,  par 
on  jeune  capitaine  du  génie,  Camot,  dans  son  Essai  sur  les  machines 
m  général,  et  reproduite  par  l'auteur  dans  sa  Géométrie  de  position, 
pois  dans  un  Rapport  à  l'Institut.  Cependant  elle  était  restée  infé- 
conde, ou  du  moins  dans  l'oubli,  quand  Ampère,  qui  en  comprit  le 
caractère,  dans  son  Essai  sur  la  philosophie  des  sciences,  regarda  l'étude 
ies  mouvements  considérés  en  eux-mêmes  comme  devant  être  le  sujet 
d  une  des  divisions  distinctes  de  la  Mécanique,  et  associa  cette  étude 
à  la  Statique,  sous  le  nom  de  Cinématique.  » 

Ainsi,  pour  la  millième  fois  peut-être,  c'est  à  celui  qui  a  trouvé 
le  mot  qu'on  a  attribué  l'idée.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'idée  de  Carnot  a 
déjà  porté  ses  fruits  :  on  connaît  maintenant  de  très -importants 
diéorèmes  sur  le  déplacement  d'un  corps  solide  dans  l'espace  ^  on  doit 
même  penser  que  la  considération  du  déplacement  d'une  figure,  déjà 
employée  par  les  anciens,  n'a  pas  dans  la  science  toute  la  place 
qu'elle  mérite.  Heureusement  de  récents  travaux  sont  venus  rap- 
peler et  augmenter  l'intérêt  qui  s'attache  à  ces  questions,  et  prou- 
ver que  l'étude  du  déplacement  d'une  figure  invariable  peut  conduire 
les  géomètres  habiles  aux  résultats  les  plus  dignes  d'intérêt. 

C'est  dans  le  Bulletin  des  sciences  mathématiques  du  baron  de  Fé- 
russac  (t.  XIV,  p.  321-326-,  i83o)  qu'ont  paru,  croyons-nous,  les 

(•)  Voir  Bulletin,  p.  269. 
Bull,  des  Sciences  mathém.  et  nstron.^  1. 1.  (Octobre  1870.)  20 
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premiers  travaux  de  M.  Chasies  sur  cette  question.  C'est  dans  cette 
Note  que  Tautcur  donne  les  propriétés,  maintenant  bien  connues,  da 
centre  de  rotation.  Passant  ensuite  au  déplacement  d'une  figure  dans 
Pespacc,  M.  Cbasles  énonce  cette  proposition  fondamentale,  que  : 

Tout  déplacement  fini  d'un  corps  dans  Vespacepeuts'effèciuerptrk 
mouvement  d'une  vis  dans  son  écrou. 

Cette  propriété,  à  laquelle  parvient  aussi  Poinsot,  dans  son  Mé- 
moire sur  la  théorie  de  la  rotation  des  corps  {*)  était  ignorée,  nuis 
n'était  pas  nouvelle;  c'était,  à  proprement  parler,  un  théorème 
retrouvé.  Dans  une  Notice  historique  sur  le  déplacement  d'une  figure 
de  forme  invariable  (^),  M.  Cbasles  indique  le  titre  d'un  ouvrage 
italien  :  Discorso  matematico  sopra  il  rotamento  momenianeodeieoffi 
(Florence,  1763),  dû  à  Giulio  Moxxi,  et  dans  lequel  se  trouve  énoncce 
la  proposition  relative  au  déplacement  bélicoïdal.  Mais  c'est  dansn 
Mémoire  de  i843,  inséré  aux  Comptes  rendus  {***)j  que  M.  Chiaks 
a  donné  les  propriétés  les  plus  importantes,  celles  qui  sont  rdatÎTCi 
aux  foyers  et  aux  caractéristiques  des  plans.  Définissons  d'abord  os 
éléments  géométriques. 

Si,  dans  un  déplacement  du  corps  solide,  on  considère  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  d'un  plan,  ces  plans  normau 
passent  tous  par  un  point  fixe  du  plan.  Ce  point  fixe  s'appelle  k 
foyer  du  plan.  C'est  le  seul  point  dans  le  plan  dont  la  trajectoire  soit 
normale  au  plan. 

La  caractéristique  du  plan  est  une  droite  définie  par  la  proprictf 
suivante.  Elle  est  le  lieu  des  points  dont  les  trajectoires  sont  tan- 
gentes au  plan,  mais  elle  n'est  pas  tangente  aux  trajectoires  de  tons 
ses  points.  Un  seul  de  ses  points,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaisr 
sée  du  foyer  sur  la  caractéristique,  jouit  de  cette  propriété  ;  sa  tn-  , 
jectoirc  est  tangente  k  la  caractéristique. 

Tous  les  plans  passant  par  une  droite  D  ont  leurs  foyers  sur  une 
droite  A,  et  réciproquement,  le  lieu  des  foyers  des  plans  passant 
par  A  est  la  droite  D.  Ces  deux  droites  D,  A  sont  appelées  dnoifff 
conjuguées  ou  axes  de  rotation  conjugués. 

Les  propriétés  des  droites  conjuguées  sont  très-nombreuses,  cUcs 

■  —~ 

(  *  )  Journal  de  Liouviiie,  t.  XVI,  p.  9  ;  i85l. 

(**)  Comptes  rendus  des  séances  de  i'jécadémie  des  Sciences,  i.  I.Il,  p.  487-50 1. 

V***)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences^  X.  XVI,  p.  ifio-i^}). 
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ont  été  étudiées  par  M.  Chasles.  Deux  des  plus  utiles  et  des  plus 
importantes  sont  les  suivantes  : 

Touie  drmie  qui  i't^ppuie  iur  deux  droites  conjuguées  est  normale 
mut  tmge^oires  de  tous  ses  points; 

On  peut  effectuer  le  déplacement  infiniment  petit  de  la  figure  par  deux 
rotation»  successives  autour  de  deux  axes  conjugués; 

Deux  couples  de  droites  conjuguées  sont  quatre  génératrices  d'un 
même  egstéme  d^un  hjiperbokHde  à  Une  nappe,  etc.,  etc. 

Ces  propriétés  sont  celles  dont  M.  Mannheim  a  fait  surtout  usage 
dans  son  Mémoire  ^  aussi  les  avons-nous  remises  de  préférence  sous 
les  yeux  de  nos  lecteurs. 

Enfin  M.  Chasles  a  publié  en  1861  [*)  un  Mémoire  sur  les  pro- 
priétés relatives  au  déplacement  fini  quelconque,  dans  Tespace,  d'une 
figure  de  forme  invariable.  C'est  à  la  fin  de  ce  Mémoire  qu'est  placée 
une  Notice  historique  sur  la  question  du  déplacement  d^une  figure  de 
forwke  invariable,  qui  nous  dispense  d'entrer  dans  un  exameu  histo- 
rique plus  complet  de  la  question  du  déplacement  d'un  corps  solide. 

Le  travail  de  M.  Mannheim  fait  suite  aux  Mémoires  précédents; 
mais  l'auteur  a  surtout  traité  un  problème  négligé  par  presque  tous 
les  géomètres  qui  ont  écrit  sur  la  question.  Son  but  n'a  pas  été  de 
donner  seulement  des  propriétés  nouvelles  du  déplacement  d'un  corps 
solide.  M.  Mannheim  considérant,  non  plus  un  corps  solide,  mais 
une  figure  assujettie,  dans  son  déplacement,  à  des  conditions  très- 
diverses,  s'est  proposé  de  donner  une  méthode  pour  construire  les 
normales  aux  trajectoires,  de  même  que  M.  Chasles  avait  déduit,  de 
letude  du  mouvement  dans  le  plan,  un  moyen  nouveau  et  important 
de  construire,  par  la  géométrie,  les  tangentes  k  un  grand  nombre  de 
courbes  remarquables. 

Dans  la  résolution  de  ce  problème,  une  première  difficulté  se  pré- 
sentait, qui  pouvait  rendre  la  solution  très-longue  et  très-pénible. 
Les  conditions  auxquelles  on  peut  assujettir  une  figure  dans  son 
déplacement  sont  très-variées  :  comment  les  considérer  toutes  et 
ramener  la  solution  à  un  principe  uniforme  ?  C'est  une  difficulté  que 
M.  Mannheim  écarte  d'abord  d'une  manière  très-ingénieuse.  Voici 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciencet  :  t.  Ll,  p.  855-863.  9o5- 
9ii;  t.  LU,  p.  77-^»  »%-'97  et  '187-501. 

?.o. 
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les  principales  conditions  descriptives  qu'on  rencontre  dans  les  pro» 
blêmes  : 

1^  Un  point  a  de  la  figure  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  une 
surface  fixe  A,  ou,  inversement,  une  surface  B  de  la  figure  mobile 
doit  toujours  passer  par  un  point  6; 

2^  Une  courbe  C  de  la  figure  mobile  est  assujettie  â  toucher  une 
surface  S,  ou  inversement  \ 

3®  Une  courbe  C  doit  rencontrer  une  courbe  fixe  M  5 

4^  Une  surface  S  est  assujettie  à  toucher  une  surface  S'. 

Il  faut  cinq  conditions  de  cette  nature  pour  définir  et  diriger  le 
déplacement  d'un  corps  solide.  M.  Mannheim  substitue  k  chacune 
de  CCS  conditions  simples  une  condition  unique  :  un  paini  doii  rt$ier 
sur  une  surface,  et,  dès  lors,  le  seul  problème  à  traiter  est  le  suivant  : 

Cinq  points  d*une  figure  de  forme  invariable  sont  assujettis  é  se 
déplacer  sur  cinq  surfaces  données.  —  Construire  é  un  ùutami  quel- 
conque  :  i^  le  plan  normal  d  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  de  la 
figure  mobile  ;  2^  la  normale  en  un  point  arbitraire  de  la  surface  engenr 
drée  par  une  courbe  quelconque;  3^  la  ligne  suivant  laquelle  une  sur- 
face entraînée  touche  son  enveloppe  i  4^  /'are  du  déplacement  de  la  figure 
mobile;  5^  le  pas  réduit  des  hélices  infiniment  petites  décrites. 

A  cet  cflet,  soient  A,  B,  C,  E,  K  les  surfaces  données,  et  soient  c, 
6,  Cy  e,  k  les  cinq  points  de  la  figure  mobile  assujettis  a  rester  sur  les 
cinq  surfaces.  Si  Ton  construit  les  deux  droites  qui  s'appuient  sur 
quatre  des  normales  en  quatre  des  points  a,  6,  e,  0,  ft,  ces  deux  droites 
seront  des  droites  conjuguées.  On  pourra  ainsi  obtenir,  avec  les  cinq 
combinaisons  quatre  à  quatre  des  normales,  cinq  couples  de  droites 
conjuguées. 

Cela  posé,  soit  t  le  point  dont  on  demande  le  plan  normal.  De  ce 
point  menons  une  droite  rencontrant  deux  droites  conjuguées  :  cette 
droite  est  normale  à  la  trajectoire  de  tous  ses  points,  et  en  particulier 
à  celle  du  point  t  ;  elle  fait  donc  partie  du  plan  normal  cherché  ;  en 
considérant  les  quatre  autres  couples  de  droites  conjuguées,  on  déter- 
minera le  plan  normal  par  cinq  droites,  correspondant  aux  cinq 
couples  de  droites  conjuguées  ;  on  retrouve  ainsi  un  théorème  dû  à 
M.  Svlvestcr  (*). 


(*)  Comptes  renHus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciesscef,  1861,  I.  Ul,  p.  74t* 
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Après  la  résolution  de  ce  premier  problème,  le  savant  professeur 
à  TElcole  Polytechnique  aborde  une  question  d'une  tout  autre  nature, 
mais  non  moins  intéressante.  Supposons  que  le  corps  solide  soit  assu- 
jetti dans  son  déplacement  à  quatre  conditions  seulement.  Alors  il 
pourra  recevoir  une  infinité  de  déplacements  dans  des  sens  diffé- 
rents, compatibles  avec*  ces  conditions.  Les  points  seront  assujettis  à 
rester,  non  plus  sur  une  courbe,  mais  sur  une  surface.  Il  y  a  donc 
lieu  de  se  proposer  le  problème  suivant  : 

Quatre  points  d^une  figure  de  forme  invariable  sont  assujettis  à  se 
déplacer  sur  quatre  surfaces  données.  —  Construire  à  un  instant  quel- 
conque :  i^  la  normale  à  la  surface  sur  laquelle  se  déplace  nécessaire- 
ment  y  en  général,  un  point  de  la  figure  mobile^  a°  les  points  où  une 
swfaee  entraînée  touche  le  lieu  de  ses  intersections  successives. 

La  solution  est  donnée  par  le  théorème  suivant  : 

Lorsqu'une  figure  de  forme  invariable  se  déplace  en  restant  assujettie 
à  quatre  conditions,  à  un  instant  quelconque,  les  normales  issues  de  tous 
les  points  de  la  figure  aux  surfaces  trajectoires  de  ces  points  rencontrent 
deux  mêmes  droites. 

A  ce  théorème,  M.  Mannheim  ajoute  beaucoup  d'autres  propriétés, 
que  le  défaut  d'espace  nous  empêche  seul  de  signaler. 

Le  Mémoire  contient,  après  ces  propositions  générales,  une  série 
d'applications  au  déplacement  d'une  droite,  d'un  dièdre,  d'un  trièdre 
et  d'une  surface,  applications  dont  nous  allons  dire  quelques  mots. 

Dans  l'étude  sur  les  surfaces  réglées  et  le  déplacement  d'une 
droite  sont  abordés  plusieurs  problèmes,  parmi  lesquels  nous  citerons 
le  suivant  : 

Recherche  de  la  normale  en  un  point  d'une  surface  gauche^  engendrée 
par  une  droite  assujettie  à  des  conditions  multiples. 

Une  droite  G  se  déplace  en  restant  surosculatrice  d'une  surface  don- 
née A  ;  construire  en  un  point  quelconque  de  cette  droite  la  normale  à  la 
surface  G  qu'elle  engendre,  et  le  plan  normal  en  un  point  de  la  courbe 
de  contact  de  G  et  de  A. 

Ce  Mémoire  se  termine  par  une  étude  sur  les  conditions  multiples, 
auxquelles  on  peut  assujettir  un  corps  solide,  et  sur  l'hélicoïde  réglé. 
Cette  étude  très-simple  d'une  surface  remarquable  a  déjà  pris  place 
dans  renseignement  de  rÉcole  Polytechnique. 


3o2  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Nous  De  devons  pas  terminer  ce  trop  court  article,  sans  signaler  on 
très-important  Rapport  que  M.  Chasles  a  consacré  au  Mânoire  de 
M.  Mannheim.  A  la  suite  de  ce  Rapport  (*},  l'Académie  a  ordomié 
Finsertion  du  Mémoire  précédent  dans  le  tome  XX  du  ReeiM  im 
Savants  étrangers.  G.  D. 


KLINKERFUES  (D'W.),  Professor,  Director  der  Kôoigl.  Scen- 
warte  zu  Guttingcn.  —  Theoretische  Astrohoxib.  Erste  AUUh 
lung.  —  Braunschweig  ;  Druck  und  Verlag  von  Friedrich  Viewq 
und  Sohn,  1871. 

Après  l'apparition  récente  des  ouvrages  de  Watson  et  d'Oppot- 
zer  [**)  sur  l'astronomie  théorique,  nous  avons  aujourd'hui  i  ùgm» 
1er  un  nouveau  travail  sur  le  même  sujet,  ce  qui  montre  jusqu'à  qid 
point  se  faisait  sentir  le  manque  d'un  livre  qui  résumât  soos 
forme  commode  les  nombreux  travaux  épars  dont  la  science 
mique  s'est  enrichie  dans  ces  dix  dernières  années  au -point  devM 
théorique,  et  qui  rendit  ces  travaux  accessibles  à  un  plus  griH 
nombre  de  lecteurs.  Comme  le  traité  d^Oppolzcr,  celui  que  nattt 
avons  sous  les  yeux  n'est  pas  encore  un  ouvrage  complet,  mais  sei>^ 
lement  le  premier  des  deux  volumes ,  dont  l'ensemble  doit  0(MH- 
prcndre  tout  ce  qui  peut  servir  à  la  détermination  des  orbites  ds 
corps  qui  se  meuvent  suivant  des  sections  coniques  autour  d'n 
centre  commun  d'attraction.  Le  volume  qui  vient  de  paraître  se 
pose  de  quatre  sections  : 

I.  Calcul  des  éphémérides,  les  orbites  étant  connues; 

II .  Calcul  d'une  orbite  circulaire  au  moyen  de  deux 

III.  Calcul  d'une  orbite  de  comète  au  moyen  de  trois  observa* 
t  ions  ; 

IV.  Calcul  d'une  orbite  elliptique  (de  planète)  au  moyen  de  tnil 
observations. 

Le  second  volume  contiendra,  outre  la  suite  de  la  section  IV,  kt 
cinq  sections  suivantes  : 

V.  Calcul  d'une  orbite  elliptique  au  moyen  de  quatre  observa* 
lions; 


;•  )  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences^  t.  LXVI,  p.  jiji. 
^•*     >oir  liuttetin^  |>.  joi. 


i 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  3o3 

VI.  Calcul  d'une  orbite  au  moyen  d'un  plus  grand  nombre  d'ob- 
tenraiions,  d'après  la  méthode  des  moindres  carrés; 
VD.  Calcul  des  orbites  des  étoiles  doubles; 
Y III.  Calcul  des  orbites  des  météorites  ; 
IX.  Tables  et  vérifications. 

L*ouYrage  est  rédigé  par  leçons,  forme  très -avantageuse  pour 
\wugc  du  livre  dans  l'enseignement  et  pour  l'étude  personnelle. 
Hons  espérons  voir  s'accomplir  le  vœu  exprimé  par  l'auteur,  que  son 
Etre  engage  un  plus  grand  nombre  de  personnes  à  se  livrer  à  l'astro- 
lie  théorique,  et  un  traité  écrit  avec  la  clarté  qui  distingue  celui-ci 
contribuera  pas  peu  à  cet  heureux  résultat. 

(Extrait  des  Attrofiùmiiche  Naehrichten,  t.  LXXYII,  n^  1830.) 


HESSE  (Otto),  ordentl.  Professor  an  dem  K.  Polytechnicum  zu 

Mûnchen. Die  DETERMINAIfTEIl ,  ELEMEIfTAR  BEHANDELT. Lcip- 

ng;  Dmck  und  Verlag  von  B.-G.  Teubner,  1871  (*). 

Cet  opuscule  a  été  composé  par  l'auteur  à  l'occasion  d'un  arrêté 
ttnistériel  du  5  octobre  1870,  prescrivant  l'étude  des  déterminants 
èms  les  six  collèges  scientifiques  {Real-Gymnasien)  du  royaume  de 
Itnère. 

Le  premier  chapitre,  intitulé  Équations  linéaires^  signale  d'abord 
ks  inconvénients  de  la  méthode  ancienne  de  résolution  de  ces  équa- 
tions par  éliminations  successives.  En  premier  lieu,  on  ne  parvient  à 
eonnaitre  la  composition  des  deux  termes  de  la  valeur  de  chaque  in- 
amnae  qu'après  avoir  effectué  complètement  de  longs  et  pénibles 
calculs.  Ensuite  cette  méthode  ne  donne  pas  immédiatement  les  ré- 
nltats  sous  la  forme  la  plus  simple,  les  deux  termes  de  la  fraction  se 
présentant  affectés  d'un  facteur  commun,  dont  le  degré  croit  rapide- 
ment avec  le  nombre  des  équations  et  des  inconnues.  Enfin  cette  mé- 
thode a  le  défaut  de  ne  pas  permettre  de  traiter  symétriquement  les 
^({oatiotts. 

On  écarte  ce  dernier  inconvénient  par  la  méthode  des  multiplica- 
teurs indéterminés,  employée  déjà  par  Bézout  au  siècle  dernier,  et 
fàr  laquelle  on  élimine  toutes  les  inconnues  à  la  fois,  excepté  une 

f*'  HiMc  (G.)  —   Traité  élémentaire  des  Déterminants,  —  Leipzig,  B.-G.  Teubner. 
^focliire  in-8<*,  4^  p«gcs.  Prix  :  \  thaler. 
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seule,  en  ramenant  le  problème  k  la  résolution  d'un  nombre 
tions  moindre  d'une  unité. 

L'auteur  expose  les  liaisons  qui  existent  entre  deux  tjstèma 
d'équations  linéaires  dans  lesquels  les  lignes  verticales  des  coeflkiqrtt 
de  l'un  seraient  les  lignes  horizontales  des  coefficients  de  Fantre. 

n  donne  ensuite  les  expressions  des  numérateurs  et  du  dénomîiii- 
teur  commun  des  valeurs  des  inconnues  sous  forme  de  produits  sym- 
boliques. 

Le  second  chapitre  traite  des  Faneiiom  aliemé€$j  d<mt  le  type  ett 
le  produit  formé  avec  toutes  les  différences  deux  à  deux  de  ii+i  âé» 
ments.  La  considération  de  ce  produit,  qui,  pris  dans  le  sens  symbo- 
lique, par  le  changement  des  exposants  en  indices,  représente  préci- 
sément les  termes  des  valeurs  des  inconnues  dans  la  résolatioa  it 
n+ 1  équations  linéaires,  fait  connaître  déjà  les  propriétés  esiCB- 
tielles  des  déierminanls^  dont  l'étude  fait  l'objet  du  troisième  et  do^ 
nier  chapitre. 

Dans  ce  chapitre,  l'auteur  expose  les  propriétés  connues,  an  poial 
de  vue  purement  théorique,  et  sans  indiquer  d'applications.  La  Mh 
ution  qu'il  emploie  est  celle  de  Jacobi,  qui  consiste  i  placer  les  dan 
indices  de  chaque  élément  Fun  en  bas,  l'autre  en  haut  de  la  lettre,  ee 
qui  nous  paraît  préférable,  sous  plusieurs  rapports,  au  mode  plai 
généralement  adopté,  suivant  lequel  les  deux  indices  sont  placés  ni 
bas  de  la  lettre. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

Société  des  Scieivces  naturelles  du  grand-duché  de  Luxemboiic 
—  Luxembourg,  chez  V.  Buck  (*). 

T.  X,  1867-1868. 

De  Colnet-d'Huart.  —  Leçons  sur  la  théorie  maihémaiiqui  i* 
fnouvement  de  translation  et  du  mouvement  de  rotation  des  ûlom»- 
(96  p.  ;  fr.) 

Ct't  important  Mémoire  se  compose  de  sept  Leçons,  dont  voici  k 
contenu  : 

I.  Ecjuations  du  mouvement  de  translation  des  molécules,  en  sup- 
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Publié  par  Tulumcs  in-8<»,  on  franvais  el  en  allemand. 
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posant  qu'elles  s'attirent  ou  se  repoussent  proportionnellement  i 
leurs  masses  et  en  fonction  des  distances  qui  les  séparent.  —  Premier 
frine^  :  Lorsqu'une  molécule  est  déplacée  de  sa  position  d'équi- 
libre, elle  est  repoussée  vers  celle-ci  par  une  force  proportionnelle  à 
ce  déplacement. 

n.  Équations  du  mouvement  de  rotation  des  molécules.  —  Théo- 
réme$  :  Dans  les  corps  homogènes  et  d'élasticité  constante,  la  forme 
des  molécules  est  sphérique.  —  L'axe  instantané  de  rotation  est  tou- 
jours perpendicidaire  à  la  direction  de  la  propagation  des  petits 
mouvements  moléculaires.  —  Les  forces  qui  sollicitent  une  molécule 
à  se  déplacer  longitudinalement  ne  sauraient  faire  tourner  la  molé- 
cule, tandis  que  les  forces  qui  sollicitent  la  molécule  à  se  déplacer 
transversalement  lui  impriment  en  même  temps  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  son  centre  de  figure.  —  G>mposantes  de  la  rota- 
tion autour  des  axes  des  x  et  des  y.  —  Direction  de  l'axe  instantané 
de  rotation  quand  la  lumière  est  polarisée  en  ligne  droite.  —  La 
vitesse  de  rotation  des  ondes  surpasse  de  beaucoup  la  vitesse  des 
vibrations.  —  Les  axes  instantanés  des  molécules  voisines  sont  sen- 
siblement parallèles. 

m.  Équations  qui  régissent  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  les 
corps  cristallins  et  dans  les  corps  homogènes  et  d'élasticité  constante. 

—  La  températiu^e  d'un  corps  pondérable  est  mesurée  par  la  vitesse 
de  rotation  de  ses  molécules.  —  Detuciême  principe  :  Les  molécules 
se  repoussent  proportionnellement  à  leur  vitesse  de  rotation,  et  cette 
force  répulsive  est  dirigée  perpendiculairement  à  Taxe  instantané* 

—  Équation  de  Fourier  pour  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  les 
corps  homogènes.  —  Équation  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une 
plaque.  —  Action  du  mouvement  de  rotation  sur  le  déplacement 
longitudinal.  —  Équations  des  petits  mouvements  moléculaires. 

rV.  Action  mécanique  de  la  chaleur.  —  État  stationnaire  des  mo- 
lécules. —  Pression  sur  la  surface  d'un  corps.  Traction.  —  Lois 
de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac.  —  Chaleur  spécifique.  —  Travail 
utile.  Travail  intermoléculaire. 

V.  L'équivalent  mécanique  d'une  calorie.  —  Courbes  isothermes 
et  isodynames  des  gaz  permanents.  Courbe  adiabatique.  —  Équation 
fondamentale  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur.  —  Théorème 
général. 

VL  Propagation  des  sons.  La  vitesse  de  propagation  des  ondes 
sonores  est  accélérée  par  le  travail  qui  résulte  des  condensations  et 
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des  dilatations  des  couches  d'air.  Formnle  de  Laf4ace.  —  Lorsqu'un 
corps  s'échaufle  ou  se  refroidit,  cet  échauflement  ou  ce  refirtHdill^ 
mçnt  est  toujours  accompagné  de  vibrations  longitudinales;  mais  m 
vibrations  ne  sont  pas  sonores.  —  Problème  du  refix>idis8emenl  tm 
mur  avec  dilatation. 

Vn.  Les  atomes  pondérables  des  corps  diaphanes  vibrent  lumi- 
neusement. —  Dispersion  de  la  lumière  et  des  rayons  dlMcvs. 
Diathermansie. 

The  transactions  or  the  Royal  Irish  Acauemy.—  Dublin; 
published  by  the  Academy  (*). 

T.  XXffl,  i856-i859. 

HAUGHToif  (S.).  —  DiscusHon  des  observations  de  nutrées  faUessom 
la  direction  de  V Académie  royale  d^ Irlande  en  i85o-i85i.  (io6  p.) 

IVLlllet  (R.)-  —  Sur  les  conditions  physiqties  exigées  danâ  la  am- 
structionde  V artillerie  et  sur  quelques  cames,  inexpliquées  jusqu'ici,  if 
la  destruction  des  canons  par  le  service.  (296  p.) 

Renny  (H.-L.).  —  Sur  une  nouvelle  formule  barométrique  pomU 
mesure  de  la  hauteur  des  montagnes,  dans  laquelle  Vétat  hygrométrifit 
de  V atmosphère  est  considéré  systématiquement,  (la  p.) 

Cette  formule  est  la  suivante  : 

H=K(,+;cos.t)(.+îA±5)  (.  +  i£±£) 

X  log.  vulg. ^ ' 5 » 

P'[i  +  m(T-r)]-gv(J7' 

K,  {^,  /,  m  étant  des  constantes,  (fi  la  latitude;  ft,  h^  les  hauteurs  des 
stations  au-dessus  du  niveau  de  la  mer^  r  le  rayon  terrestre  ^ 
H  =  h^ — h  la  diilërence  de  niveau  des  stations^  /,  t' les  températures 
de  Taîr  (en  degrés  centigrades)  ^  j3,  |3'  les  pressions  barométriques 
observées;  T,  T' les  températures  du  mercure;  f^f  les  forces  élasli- 
qucs  de  la  vapeur  d'eau  aux  deux  stations. 

DowNiNG  (S.).  —  Sur  le  desséchetnent  du  lac  de  Harlem.  (12  p.; 


{*)  Paraît  par  lÎTraisons  (p*.  in-4®  en  langue  anglaise. 
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Salmoit  (G.).  —  Sur  k  degré  d'une  mrface  réciproque  d^une  surface 
dmmée.  (a8  p.) 

L*aateur  a  montré,  dans  le  Cambridge  and  Dtddin  Mathematical 
Journal  (t.  Il,  p.  65,  et  t.  lY,  p.  187),  comment  oni  calcule  le  degré 
d'une  surface  réciproque  ayant  une  ligne  double  ordinaire  ^  il  reste  à 
indiquer  quel  sera  ce  degré  quand  la  surface  a  encore  une  ligne  cus^ 
pidak,  c'est-à-dire  une  ligne  double  en  chaque  point  de  laquelle  les 
deux  plans  tangents  coïncident.  Vient  ensuite  l'examen  de  la  nature 
et  du  nombre  des  plans  tangents  singuliers  d'une  surface,  qui  don- 
nent lieu  à  des  points  et  à  des  lignes  multiples  dans  la  surface  réci- 
proque, et  l'on  fait  voir  ainsi  comment  il  se  fait  que  le  degré  de  la  ré- 
ciproque coïncide  avec  le  degré  de  la  surface  primitive,  ce  qui  con- 
duit à  des  théorèmes  analogues  aux  théorèmes  bien  connus  de  Plûcker 
sur  les  courbes.  Ej:ifin,  l'auteur  applique  sa  théorie  au  cas  des  sur- 
faces développables,  et  montre  comment  il  se  fait  que  le  degré  de  la 

réciproque  de  la  surface  développable  se  réduit  à  zéro. 

« 

FoRSTEa  (R.).  —  Sur  la  formation  moléculaire  des  cristaux.  (la  p.) 

Lloyd  (H.).  — Détermination  de  la  mesure  absolue  de  l'intensité  du 
magnétisme  terrestre^  au  moyen  de  la  boussole  d'inclinaison.  (11  p.) 

Rkhut  (H.-L.).  —  Sur  les  constantes  des  formules  barométriques 
qui  tiennetU  compte  exactement  de  l'état  hygrométrique  de  V atmosphère. 

(46  p.) 

Après  une  nouvelle  discussion,  l'auteur  donne  à  sa  formule,  indi- 
quée dans  son  précédent  Mémoire,  la  forme  définitive  suivante  : 

H  =:i84o9",9(i-f- 0,002695 cos 2 vp)  (  iH 1  1  n-o,oo3665 | 

X  log  57373  ±  correction  horaire, 


3    — 
cure,  et  d  désignant  la  quantité  -  ^ff- 


6,  B'  étant  les  pressions  observées,  corrigées  de  la  densité  du  mer- 

3 
8 

T.  XXrV,  1860-1870. 

Lloyd  (H.).  — Sur  la  lumière  réfléchie  et  transmise  par  les  plaques 
minces,  (i3  p.) 

L'auteur  traite  la  question  dans  le  cas  général  de  la  lumière  pola- 
risée dans  un  plan  quelconque. 
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DonovAN  (M.).  —  Sur  un  cadran  solaire  mobik,  pautani  indiquer 
le  temps  solaire  apparent  à  une  petite  fraction  de  minute  prés.  (i3  p.) 

Stoney  (  J.)  .  — Sur  des  anneaux  aperçus  dans  des  échanHIhns  fibreux 
de  spath  calcaire.  (6  p.) 

Stoney  (J.).  —  Sur  la  propeigation  des  ondes.  (8  p.) 

Lloyd  (H.).  —  Sur  les  courants  terrestres^  et  leur  liaison  avec  la  va* 
riation  diurne  de  l'aiguille  magnétique  horizontale.  (27  p.,  a  pi.) 

Stoney  (B.).  —  Sur  la  flexion  relative  des  poutres  ireiUissées  et  des 
sommiers  plats.  (5  p.) 

Haughtou  (S.).  —  Sur  les  marées  semi-diumes  des  côtes  d'Irlande. 
(10  art.,  ii5  p.,  10  pi.) 

Hennessy  (H.).  —  Sur  la  distribution  de  la  température  dam  la  ré- 
gion  inférieure  de  V atmosphère  terrestre.  (58  p.) 

Casey  ( j.).  —  Sur  les  quartiques  bicirculaires.  (i  i3  p.) 

Si  l'on  prend  l'équation  la  plus  générale  du  second  degré  en  a, 

[a,  b,  c,f,  gr,  A)  (a,  p,  y )«  =  o, 

où  a,  /3,  y  désignent  des  cercles  au  lieu  de  droites,  on  obtient  la 
forme  la  plus  générale  de  l'équation  d'une  quartique  bicirculaire. 
Ces  courbes  jouissent  de  propriétés  remarquables,  que  l'auteur  a  étu- 
diées par  une  méthode  analogue  h  celle  que  l'on  emploie  pour  les 
coniques.  Ses  recherches  contiennent  une  discussion  approfondie  des 
ovales  de  Descartes,  qui  rentrent,  comme  cas  particulier,  dans  la  classe 
des  courbes  considérées. 

Ball  (R.-St.).  — Sur  les  petites  oscillations  d*uncorps  solide  autour 
d^un  point  fixe  sous  l'action  de  forces  quelconques^  et,  en  particulier, 
lorsque  la  pesanteur  est  la  seule  force  agissante.  (35  p.) 

En  prenant  pour  origine  le  point  fixe,  et  pour  axes  coordcmnés  les 
positions  des  trois  axes  principaux  d'inertie  dans  l'état  de  repos  du 
corps,  on  suppose  le  corps  légèrement  déplacé  de  sa  position  d'équi- 
libre, et  il  s'agit  de  savoir  si  les  petites  oscillations  sont  possibles  et, 
lorsqu'elles  le  sont,  de  discuter  leur  nature. 

Les  équations  du  mouvement  dépendent  de  la  résolution  d'une 
('"«juation  du  troisième  degré^  dont  les  racines  déterminent  la  naturr 
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deTéquilibre.  Quand  l'équilibre  est  stable,  sous  Faction  de  forces 
qadconques,  le  mouvement  du  corps  résulte  de  la  composition  des 
vibrations  autour  de  trois  axes  fixes  passant  par  le  point  fixe,  et  cha- 
cime  des  vibrations  autour  d'un  de  ces  axes  s'efiectue  suivant  la  loi 
da  pendule  ordinaire.  C'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  les  trois  racines  de 
ré(iaation  du  troisième  degré  sont  réelles,  positives  et  inégales. 

L'auteur  discute  complètement  tous  les  autres  cas  qui  peuvent  se 
présenter  et  s'occupe,  dans  chaque  cas,  de  la  détermination  des  axes 
urmaux,  en  désignant  par  axe  normal  une  direction  passant  par  le 
point  fixe,  et  autour  de  laquelle  le  corps  oscillera  comme  autour  d'un 
axe  fixe,  lorsque  ïaxe  de  déplacement  et  l'axe  instantané  ont  cette  di- 
rection pour  position  initiale  commune. 


FROCEEDINGS  of  the  Royal  Irish  Academy.  —  Dublin^  printed 
by  M.  H.  Gill,  printer  to  the  Academy  (*). 

T.Vffl,  1861-1864. 

HiUGHToif  (S.}.  —  Sur  un  moyen  graphique  pour  calculer  la  dérive 
tmnavire  par  la  marée  dans  la  Mer  d'Irlande.  (4  p.) 

Hamiltoh  (Sir  W.-R.). — Sur  une  nouvelle  méthode  générale  pour 
f menton  d'une  fonction  linéaire  et  quatemionale  d'un  quatemUm. 

Hamiltou  (Sir  W.-R.).  — Sur  l'existence  d^une  équation  sytné- 
frifui  et  biquadratique^  qui  est  satisfaite  par  le  symbole  d'opération  li- 
^éÊtre  sur  les  quatemions. 

Stohey  (B.-B.).  —  Sur  la  résistance  des  longs  piliers, 

Ham iLToif  (Sir  W.-R.) .  —  Sur  les  courbes  gauches  du  troisième  degré. 

PmsER  (  J.).  —  Sur  l'application  des  équations  du  mouvement  relatifs 
éCoriolis,  au  problème  du  gyroscope.  (i4  P*) 

Gxîolis  a  montré  que,  si  les  axes  coordonnés  auxquels  est  rap- 
porté le  mouvement  du  système  ne  sont  pas  fixes,  mais  ont  un  mou- 
îement  propre  dans  l'espace,  on  peut  traiter  la  question,  à  tous  les 
points  de  vue,  comme  si  ces  axes  étaient  fixes,  pourvu  qu'à  la  force  P, 

(*}  Proeis-^verhaux  de  V Académie  roxale  d'Irlande.  Dublin;  M.-H.  Gill.  Publiés  par 
«ohuMs  iii-8^,  panifMDt  en  quatre  fatcicules,  à  des  époques  variables.  En  langue  an- 
giaiw. 
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qui  agit  sur  chaque  molécule,  on  en  ajoute  deux  autres:  l'une P', 
égale  et  opposée  s^  celle  qui  imprimerait  à  la  molécule  des  accélén- 
tions  égales  à  celles  d'un  point  coïncidant  à  l'instant  considéré  avec  la 
molécule,  mais  invariablement  lié  aux  axes  mobiles;  l'autre  P',  per- 
pendiculaire à  la  trajectoire  relative  de  la  molécule.  En  partant  deœ 
théorème,  Tauteu]'  traite  la  question  dans  trois  cas  principaux: 
i^  celui  où  l'axe  est  assujetti  à  rester  dans  un  plan  ;  a^  celui  où  3  eit 
assujetti  à  décrire  un  cône  de  révolution  ;  3®  celui  où  il  est  entière- 
ment libre. 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Sur  un  cenire  général  des  foree$  ^ffi* 

quées, 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Sur  les  huit  génératrices  ombiUeaki  imê- 
ginaires  d^une  surface  d  centre  du  second  degré. 

Les  douze  ombilics  connus  d'une  telle  surface  sont  situés  sur  huit 
droites  imaginaires,  dont  l'auteur  a  déterminé  les  équations  et  les  pro- 
priétés à  l'aide  de  la  méthode  des  quatemions. 

T.  IX,  1864-1866. 

Graves  (Ch.). —  Sur  un  théorème  relatif  aux  coefficients  hinommu. 
Si  l'on  pose  (i-f- jr)"  =  Sfi^jr'',  n  étant  entier  et  positif,  et 

parmi  les  trois  nombres  5o,  Si,  5t,  il  y  en  aura  toujours  deux  qui  se- 
ront égaux  entre  eux  et  qui  di  ffércront  du  troisième  d'une  unité. 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Remarques  sur  la  Note  précédente. 
Soit  p  un  nombre  entier  positif  quelconque,  r  un  nombre  entier, 

s^J^).  la  somme  de  tous  les  coefficients  n^  pour  lesquels  m^r(mod.;» . 
On  a  ' 

la  sommation  s'étendant  aux  p  racines   x  de   l'équation  binôme 
3^ — I  =0. 

Hamilton  (Sir  W.-R.).  —  Sur  un  nouveau  système  de  deux  équa- 
tions générales  de  courbure.  « 

Renfermant  comme  conséquences  immédiates  une  nouvelle  forme 
de  l'équation  ditlérentielle  de  l'ensemble  des  deux  lignes  de  {:ourbiire, 
avec  une  nouvelle  preuve  de  leur  rectangularité  générale;  et  en  outre 


j 
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Me  nouTelle  équation  du  second  degré  pour  la  détermination  simul- 
tanée des  deux  rayons  de  courbure^  le  tout  établi  par  la  seconde  mé- 
thode de  Gauss  pour  la  discussion  générale  des  propriétés  d'une  sur- 
fine, et  la  seconde  équation  étant  vérifiée  par  une  comparaison  des 
eipeisions  pour  la  mesure  de  la  courbure. 

GmATBS  (Gh.).  —  Notice  nécrologique  iur  Sir  William-Rowan  Ha- 
mUm.  (9  p.) 

Cassy  (J.).  —  Sur  ks  équations  et  les  propriétés  :  i^  du  système  des 
eaiies  tangents  d  irois  cercles  dans  un  plan;  2°  du  système  des  sphères 
ktigenles  â  irois  sphères  dans  l'espace;  3°  du  système  des  cercles  tangents 
à  trois  eercle$  mr  une  sphère  ;  4^  du  système  des  coniques  inscrites  d  une 
emque,  et  tangentes  â  irois  coniques  inscrites  dans  un  plan,  (26  p.) 

T.X,  1867-1870. 

Pdtht  (  W.-G.).  —  Sur  le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes. 

(î»p.) 

L  objet  de  ce  Mémoire  est,  en  premier  lieu,  de  recbcrcber  si  les 
diverses  forces  perturbatrices  qui  agissent  sur  les  corps  célestes  pro- 
tsiseat  un  e£fet  permanent  sur  leur  rotation  ;  et,  en  second  lieu,  en 
Apposant  qu'un  tel  effet  se  produise  en  général,  d'examiner  dans 
<|Qelles  circonstances  il  cessera  d'avoir  lieu,  c'est-à-dire  sous  quelles 
conditions  ces  corps  prendraient  un  mouvement  de  rotation  perma- 
nent, sans  autres  variations  que  des  variations  périodiques. 

YocHG  (J.-R.).  —  Sur  les  racines  imaginaires  des  équations  numé- 
^fiKt,  acec  un  examen  et  une  démonsiration  de  la  règle  de  Newton. 

«»p)  

ANXALI  Di  Matematica  vvkjl  ed  appligata,  dirctti  da  F.  Brioschi 
eL.  CaEMOifA  (presso  il  R.  Istituto  Tecnico  superiore  di  Milano), 
in  continuazione  degli  Annali  già  pubblicati  in  Roma  dal  prof. 
Tortolini.  Série  ii*.  Milano,  tipografia  di  G.  Bernadoni  (*). 

T.  I,  juillet  1867  à  mai  1868. 

BuoscHi  (F.).  —  Sur    la   théorie  des   coordonnées   curvilignes, 
(22  p.  ;  it.) 

(*)  Jimales  de  MaihémtUiques  ptires  et  appliquées,  dirigées  par  MM.  Bbioscbj  et  Crb- 
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Dans  un  très-important  Mémoire  inséré  au  Journal  de  M.  Ltonriib 
(t.  V,  ,2®  série,  1860),  et  intitulé  :  Sur  l'emploi  d'un  nouveau  ifi- 
tême  de  variables  dans  l'étude  des  propriétés  des  eur faces  eourkt, 
M .  O.  Bonnet  a  exposé  une  théorie  complète  des  surfaces  non  dé- 
veloppables,  fondée  sur  la  considération  des  variables  qui  servent  i 
fixer  la  position  du  plan  tangent.  Seulement,  dans  ce  travail,  M.  Bon- 
net avait  fait  choix  d'un  système  particulier  de  variables,  servant  i 
déterminer  la  position  d'un  plan.  M.  Brioschi  étudie  la  même  ques- 
tion sans  spécifier  quelles  sont  les  variables  choisies  pour  la  déter- 
mination du  plan  tangent. 

Clebsch  et  GoRDAN.  —  Sttf  la  représentation  typique  des  formes  k- 
naires.  (58  p.^  it.) 

Betti  (E.).  —  Sur  les  fonctions  sphériques.  (8  p.  ;  it.) 

Christoffel  (E.-B.).  —  Sur  le  problème  des  températures  staHoÊr 
noires  et  la  représentation  conforme  d'une  surface  donnée.  (i5  p.pt.) 

ScHLAEFLi  (L.).  —  Sur  U  mouvcmcnt  d^un  pendule^  quand  la  iroik 
passant  par  le  point  de  suspension  et  par  le  centre  de  gravité  est  pour  m 
point  le  seul  axe  principal  d'inertie  qui  soit  déterminé  de  posilîoi. 
(27  p.;it.) 

Cayley  (A.).  —  Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  M.  Caseyper 
rapport  aux  cercles  qui  touchent  trois  cercles  donnés.  (3  p.  ;  fr.) 

RoBERTs  (Michael).  —  Note  sur  les  équations  du  cinquième  difri» 

(4  p.  ',  fr.) 

WiE!«ER  (Chr.).  —  Sur  le  mouvement  d*une  figure  plane  qui  se  iml 
en  restant  semblable  d  elle-même  et  de  manière  que  trois  de  ses  éroiks 
passent  par  trois  points  fixes .  (7p.;  it.) 


HOJiA  (près  riDstitut  Technique  supérieur  de  MiUn);  suite  det  Annalet, 
devant  à  Rome,  pmr  le  professeur  Tortolini.  a*  série.  MiUn,  imprimerie  de  J. 
donî. 

Ces  Ammalcs  paraissent  à  époques  indélerminées,  par  fascicules  de  dix  à  dousa  MDtf 
ln-4®,  en  italien,  en  français  et  en  latin.  Quatre  fascicules  forment  un  Tohat* 
Prix  :  16  francs. 

Nous  donnons,  sans  grand  déTeloppement,  les  titres  des  Mémoires  det  deux  ptewoi 
▼olumes,  afin  que  nos  lecteun  connaissent  la  collection  complète.  A  partir  du  tout  \% 
•DUS  mirerons  dans  une  analyse  plus  détaillée. 
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DiHi  (U.).  — Sur  les  surfaces  qui  ont  des  lignes  de  courbure  planes . 
(9  P-  î  »^) 

'  '(4  p-î  fr.) 

yi — x^ 
Brioschi  (F.).  —  Bu  discriminant  des  formes  binaires  du  sixième 

degré,  (i  p.)  it.) 

Pluoler  (J.).  —  Théorie  générale  des  surfaces  réglées,  leur  classi- 
fication et  leur  construction,  (10  p.;  fr.) 

Jorpau  (C).  —  Sur  la  stabilité  de  V équilibre  des  corps  flottants. 
(Dap.^fr.) 

Brioschi  (F.).  —  Solution  générale  de  Inéquation  du  cinquième  de- 
gré. (10  p.  ^  it.) 

ScHLAEFLi  (L.).  —  Sur  Ics  rclations  entre  diverses  intégrales  définies 
qui  servent  à  erprimer  la  solution  générale  de  V équation  de  Riccati. 
(iip.;it.) 

ScHLAEFLi  (L.) .  —  Quelques  observations  sur  les  fonctions  de  Laplace. 
Î7PÔ  it.) 

Cremona  (L.).  —  Représentation  d^une  classe  de  surfaces  gauches 

iurun  plan  et  détermination  de  leurs  courbes  asymptotiques,  (11  p.;  it.) 

U  s'agit,  dans  cet  article,  des  surfaces  ayant  deux  directrices  recti- 

lignes. 

ScHRAMM  (H.).  —  Les  invariants  et  les  covariants,  en  qualité  de  cri- 
lères  pour  les  racines  d*une  équation,  (21  p.  ;  fr.) 

Neumann  (C).  —  Application  du  calcul  barycentrique  d  la  courbure 
des  courbes  et  des  surfaces  algébriques.  (2  art.,  5  p.  ;  it.) 

CiRTZE  (M.).  —  Notes  diverses  sur  la  série  de  Lambert  et  sur  la  loi 
des  nombres  premiers.  (8  p.  ^  fr.) 

G)DAzzi.  —  Sur  les  coordonnées  curvilignes  d^une  surface  et  de  r es- 
pace. (24  p.  ^  it.) 

Geiser  (F.).  —  Sur  les  normales  d  Vellipsoide.  (12  p.  ;  it.) 
Le  but  de  cet  article  est  de  démontrer  synthétiquement  les  théo- 
rpDies  qui  se  rapportent  aux  normales  à  rellipsoïde. 

BuU.  des  Sciemees  mathém,  et  astron.^  t.  I.  (Octobre  1870.)  il 
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Beltrami  (£.) . —  Des  variabks  complexée  $ur  une  emrfaee  quelamfii, 
(38p.;ît.) 

GoRDAN  (P.).  —  Application  du  a  Mémoire  sur  la  représentation 
typique  des  formes  binaires  »  aux  équations  modulaires  de  la  tram- 
formation  du  cinquième  ordre,  (6  p.  ;  it.) 

Betti  (E.).  —  Sur  la  détermination  des  températures  tariables  i'unt 
plaque  limitée.  (7  p-^  it.) 

T.  Il,  août  1868  à  juin  1869. 

Rete  (T.).  —  Sur  les  axes  des  coniques  situées  sur  une  surface  ûm 
second  ordre,  (is  p.  ^  it.) 

RoBERTs  (Michael).  —  Sur  V application  du  théorème  d'Abel  d  la 
comparaison  des  arcs  des  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde.  (8  p.^fr.) 

Màtthiesseiv  (L.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  intégrales  nrU- 
viennes  de  première  et  de  seconde  espèce,  (7  p.  ;  it.) 

DiNi  (U.).  —  Sur  les  produits  infinis.  (11  p.  ;  it.) 

AousT  (rabbé).  —  Théorie  des  coordonnées  curvilignes  queleonquii. 
(26p.;fr.) 

Siebeck  (H.).  —  Du  triangle  dont  les  côtés  contiennent  des  pôles  eoih 
jugués  par  rapport  à  quatre  sections  coniques.  {26  p.  \  lat.) 

BooTH  (  J.) .  —  Sur  la  rectification  de  quelques  courbes.  (8  p.  ^  fr.) 

ScHLAEFLi  (L.).  —  Sur  UHC  équation  aux  dérivées  partielles  du  pn* 
mier  ordre,  (8  p.  ;  it.) 

Hermite.  —  Sur  le  développement  en  série  des  intégrales  eltiptifiitt 
de  première  et  de  seconde  espèce.  (2  p.  ;  fr.) 

Cayley  (A.).  —  Note  sur  quelques  torses  sextiques.  (a  p.;  fr.) 
M.  Cayley  appelle  torse  une  surface  développable. 

CouAzzi  (D.).  —  Sur  les  coordonnées  curvilignes  d*une  surface  H 
de  V espace.  Deuxième  Mémoire.  (19  p. ,  it.) 

Neumann.  —  Théorie  nouvelle  des  phénomènes  électriques.  (9  p.  ;  lat) 

Reye  (T.).  —  Sur  les  courbes  gauches  de  quatrième  ordre  et  deprt' 
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mUn  etpèe$  ei  iur  leurs  points  d'intersection  avec  ks  surfaces  du  second 
dtfré.  (5  p.  \  it.) 

Habicb  (E.).  —  Sur  un  système  particulier  de  coordonnées.  Applica- 
ts^mue  caustiques  planes.  (i6  p.-,  it.) 

TiuDi  (N.).  — Sur  la  forme  quadratique  des  facteurs  irréductibles 
twM  équation  binôme.  (17  p*;  it.) 

JoiDm  (C).  —  Mémoire  sur  les  groupes  de  mouvements.  (49  p.  \  fr.) 
Gebocchi  (â.).  —  Sur  un  théorème  de  Cauchy.  (3  p.  -,  it.) 

CiTLBT  (A.).  —  Addition  â  la  Note  sur  quelques  torses  sextiqttes. 
(3p.;fr.) 

RiTB  (T.).  —  Sur  les  courbes  gauches  de  quatrième  ordre  et  de  pre- 
wiirê  espèce.  Suite  et  fin.  (  a  p.  ;  it.) 

R0BEET8  (Michael).  —  Sur  V expression  la  plus  simple  de  certaines 
fsneêians  des  différences  des  racines  d'une  équation  du  cinquième  degré. 

(Spîfr-) 

Bblteami  (E.).  —  Théorie  fondamentale  des  espaces  de  courbure  con- 
i»le.(îi4p.îît.)n 

Gebocchi  (A.).  —  Sur  quelques  formes   de  nombres  premiersx 
(»3p.;it.) 

Cqoazzi  (D.).  —  Sur  les  coordonnées  curvilignes  d'une  surface  et  de 
^iifeee.  Troisième  Mémoire.  (19  p.  \  it.) 

LiPscHiTz  (R.).  —  Sur  la  possibilité  d'intégrer  complètement  un  sys- 
^ètm donné  d'équations  différentielles  ordinaires.  (i5  p.  ^  it.) 

CiSET  (J.).  —  Recherche  des  équations  des  couples  de  quadriques 
^ierilej  dam  une  quadrique  donnée  et  tangentes  d  quatre  quadriques 
^Hcnïgj  aussi  dans  le  même  quadrique.  (i5  p.  ;  fr.) 

Smith  (H.-S.).  —  Observation  de  Géométrie.  (4  p.  \  lat.) 

JoiDAH  (C).  —  Mémoire  sur  les  groupes  de  mouvements.  Suite  et  fin. 
(M  p.  5  fr.) 


f*)  Toir  BmUetùt,  p.  39. 
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OoRDAN  (P.).  —  Application  de  quelques  résultats  conttnus  dam  le 
Mémoire  «  Sur  la  n^prcseiilatioii  ty[)î(|ii(*  des  formes  Innalrc^s  descin- 
(|uiùiue  el  sixième  degrés  »  aux  intégrales  hyper  elliptiques,  (a  p.;  il.) 


COMPTES  RENDUS  iiEBDOMÂDAinEs  des  séances  de  L*AcAn£iiii 
DES  SciErtCES,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  per{)étiiels  (*]. 

T.  LXX. 

N'^SO.  Séance  do  16  ui  1870. 

M.  Bertrand.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Moutard^  relatif 
d  la  théorie  des  équations  différentielles  partielles  du  second  ordre, 

«  Ia*s  remarquables  travaux  qui,  dans  ces  derniers  temps,  ont  fait 
dr  la  théorie  des  équations  diiléientielles  partielles  du  premier  ordre 
l^une  des  ]>lus  parfaites  du  calcul  intégral  ont  exercé  peu  d*intluciitt 
sur  Tétude  des  équations  du  second  ordre.  La  forme  môme  du  résot 
tat  reste  cachcV  dans  ce  cas^  et  la  savante  analyse  d'Ampère,  doi 
son  admirable  Mémoire  de  i8i4i  a  été  loin  d*embrasser  Tinfinie  va- 
riété des  com])inai$ons  possibles.  Les  géomètres,  en  étudiant  dans  M 
théorie  Texpression  la  plus  parfaite  des  méthodes  proposées  jusqu^icii 
doivent  chertOier  à  introduire  plus  de  généralité  dans  la  forme  dfl 
résultats^  à  obtenir  plus  de  certitude  et  de  précision  dans  les  né* 
tluxles  qui  en  font  connaitix^  la  possibilité. 

»  C/est  à  cette  dernière  partie  du  prt>blème  que  se  rapporte  le  Btf 
nuùrt^  do  M.  Moutard.  Laissant  de  ix)té  le  plus  grand  nombre da 
formes  d'intégrales  énumértVs  par  Ampère,  il  s*attachc  exclusif»» 
mont  «i  la  plus  simple  de  toutes  |>our  rechercher  les  ('équations  ans- 
(piollos  elle  |Hnu  i\>n\enir.  En  nommant  x  et  y  les  deux  variabki 
iudé(HMulantos  dont  dé|H'ud  la  fonction  inconnue  z^  M.  Moutard  sap 
IKise  que  Tune  fonctions  arbitrain^s  iH>ntonues  dans  rintéfnralc  génf- 
raie  ixuitieune  x  seulement  el  Tautn.*  y  seulement  «  el  que  louW 
deux  figurent  a\iv  un  nombre  lîni  do  leurs  dérivivs. 

»  Quelles  s<ml  les  ikjuations  auxquelles  o>n\  îent  une  intégrale g^ 
uérale  de  cet  le  forme  ? 

»    Tel  est  le  problème  que  se  propose  d'abord  M.  Moutard.  Il  ta 


i 
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ioufressant  et  utile  pour  la  théorie  générale,  et  l'on  doit  féliciter  Tau- 
tinr  (le  Tavoir  complètement  résolu. 

)»  Après  avoir  montré,  comme  Ampère,  que  l'équation  difleren- 
ûelle,  dans  ce  cas,  ne  doit  renfermer  que  la  seule  dérivée  du  second 

«dre  ,     .  »  désignée  habituellement  par  ^,  M.  Moutard  obtient  cinq 

fermes  distinctes  qui  comprennent  tous  les  cas  possibles  :  deux  d'entre 
cDes  sont  immédiatement  intégrables,  la  troisième  a  été  rencontrée 
et  complètement  intégrée  par  M.  Liouville,  les  deux  autres  enfin 
appartiennent  aux  mêmes  types  et  se  réduisent  aisément  Tune  à 
Tiatrt*. 

»  Toute  la  difficulté  se  trouve  donc  concentrée  sur  une  seule  forme, 
que  M.  Moutard  réduit  à 

d'à       dlkda         ^ 
dudv       du   dv  ' 

«  s  représente  une  fonction  inconnue  de  u  et  de  v^  et  A  et  B  des 
finctions  données,  qui,  bien  entendu,  pour  que  l'intégrale  ait  la  forme 
lemaiidée,  doivent  elles-mêmes  remplir  certaines  conditions. 

»  La  seconde  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  leur  étude  et  à  la 

fecherche  de  l'intégrale  dans  le  cas  où  elles  sont  remplies.  La  voie 

Im^lirecte  suivie  par  M.  Moutard,  et  imposée  en  quelque  sorte  par 

il  manière  dont  il  a  abordé  le  problème,  le  conduit  ici  sur  un  terrain 

coBou.  Laplace,  en  1778,  a  donné,  dans  les  Mémoires  de  V Académie 

if  Sciaiceêj  une  méthode  qui,  par  des  essais  successifs,  permet  de 

ritoodrc  la  première  partie  du  problème,  en  formant,  suivant  une 

loi  régulière,  une  série  d'expressions  déduites  des  coefficients  de  l'é- 

qvation  donnée.  U  faut  et  il  suffit,  pour  que  l'intégration  soit  pos- 

Aie  sous  la  forme  supposée,  que  l'une  de  ces  expressions  soit  égale 

i  aéro,  et  le  rang  qu'elle  occupe  dans  la  série  indique  le  nombre  des 

dérivées  de  l'une  des  fonctions  arbitraires  qui  doit  figurer  dans  l'in- 

^palc. 

»  En  suivant  jusqu'au  bout,  avec  un  plein  succès,  les  conséquences 
de  cette  méthode,  M.  Moutard  obtient  la  forme  la  plus  générale  des 
équations  considérées,  dans  la  formation  desquelles  il  introduit  au- 
tant de  fonctions  arbitraires  distinctes  qu'il  le  désire  de  chacune  des 
%ariaMes  x  et  y. 

•  La  troisième  partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  très- 


»  ■ 
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complète  et  très-intëressante  de  l'équation 

à  laquelle  se  réduit  Téquation  plus  générale  traitée  précédemment 
dans  un  cas  particulier,  auquel  ne  sont  pas  applicables  les  résultat! 
précédemment  obtenus  ;  deux  équations  de  condition,  en  général  dis- 
tinctes, se  réduisent  alors  à  une  seule,  et  les  conséquences  qui  s*en 
déduisent  sont  entièrement  changées. 

»  M.  Moutard,  après  avoir  formé  l'équation  unique  à  laquelle  doit 
satisfaire  la  fonction  f  (a?,  y)  pour  que  l'intégrale  ait  la  forme  suppo- 
sée, parvient  à  l'intégrer  avec  beaucoup  de  bonheur  et  de  talent,  en 
la  ramenant  à  l'équation  semblable  d'ordre  inférieur  de  deux  unitéi, 
obtenue  en  supposant  que  la  méthode  exige  ime  opération  de  moins. 

»  En  résumé,  nous  pensons  que  le  Mémoire  de  M.  Moutard  mérite 
l'approbation  de  l'Académie,  et  nous  lui  proposons  d'en  décider  Tiii- 
sertion  dans  le  Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

M.  Mànnheim.  —  Recherches  sur  les  pinceaux  de  droites  et  les  «or- 
malies,  contenant  une  nouvelle  exposition  de  la  théorie  de  la  courimrt 
des  surfaces.  (Extrait  par  l'Auteur.) 

Le  but  du  Mémoire  est  l'étude  géométrique  des  sytèmes  de  nyou 
rectiligncs,  étudiés  par  Hamilton  dans  sa  Theory  of  ijfstems  of  fffl 
et  dans  les  Transactions  of  the  Royal  Irish  Academy,  ainsi  que  pir 
M.  Kummer  dans  un  Mémoire  de  1860,  Journal  de  CreUe,  t.  LTII. 
Dans  les  études  plus  récentes  de  Plûcker,  ces  systèmes  prennent  le 
nom  de  congruences^  et  ils  sont  définis  par  deux  relations  entre  la 
quatre  constantes  a,  b^  peiq  qui  déterminent  une  droite,  constantes 
qu'on  peut  appeler  les  coordonnées  d'ime  droite,  si  l'on  considère  la 
ligne  droite  comme  un  élément  de  l'espace.  M.  Mannheim  introdnit 
dans  cette  étude  les  surfaces  gauches  formées  respectivement  par  me 
droite  et  des  droites  infiniment  voisines.  Toutes  les  propriétés  dues 
à  IVL  Kummer  se  démontrent  alors  aisément  au  moyen  d'une  figure 
plane,  dans  laquelle  apparaissent  toujours  une  ligne  droite  et  vn 
cercle. 

u  Le  pinceau  formé  par  les  normales  infiniment  voisines  d'mtf 
surface  est  trcs-intéressant  à  examiner.   » 

Viw  surface  rlémcntairr  de  ce  pinceau^  surface  que  M.  Man- 
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nlifim  a  appelée  normu/te,  donne  lieu  à  une  figure  dans  laquelle  se 
tnmTPnt  groupés  tous  les  éléments  relatifs  à  la  théorie  des  surfaces. 

ff  On  est  ainsi  amené,  non-seulement  à  une  nouvelle  exposition 
k  cette  théorie,  à  de  nombreux  résultats  dus  à  MM.  Joachimsthal, 
lortrand,  Bonnet,  Lamarle,  Catalan,  etc.,  mais  encore  à  d'autres 
popriétés  qui  n'avaient  pas  encore  été  signalées  dans  les  études  si 
Mnbreuses  faites  à  ce  sujet,  n 

N<»21.  Saice  11  23  ui  1810. 

If.  d'Abbàdie.  —  Note  sur  une  nouvelle  division  décimale  de  Vangle 
i es  temps. 

H.  d'Abbadie  propose,  dans  cette  Note,  la  division  décimale  non 
Ni  pour  le  cercle  entier,  mais  pour  le  quadrant.  La  prime  ou  prc- 
décimale  équivaut  alors  a  9  degrés  sexagésimaux.  La  deu- 
décimale  a  déjà  reçu  le  nom  de  grade.  La  quatrième  ou  quarte 
|i'^=32'',4)  sera  souvent  en  usage  pour  les  petites  mesures;  les 
âmes  quinte  (0^,00001,  ou  i^=  3^,24)  ou  cent  millième  partie  du 
]iiadrant,et5ixle  (0^,000001,  ou  i^*=  o^,324)  seraient  plus  rarement 
inoDcés. 

«  La  seule  objection  plausible,  dit  M.  d'Âbbadie,  qu'on  puisse 
idresser  i  cette  réforme,  c'est  qu'un  système  de  mesure  adopté  par  la 
plupart  des  nations  civilisées  ne  doit  pas  être  changé.  On  répond  que 
Dette  objection  est  inapplicable  à  tous  les  calculs  de  haute  astronomie 
el  a  ceux  de  la  géodésie,  où  l'étude  des  angles  n'est  point  le  but,  mais 
bien  l'intermédiaire,  pour  arriver  à  d'autres  résultats,  et  surtout  à  la 
cmnaissance  des  dimensions  réelles.  U  en  est  de  même  dans  les  tra- 
taux  de  la  physique.  La  mécanique  céleste  n'empruntant  à  l'obscr- 
vttion  qu'un  nombre  restreint  de  données,  sur  lesquelles  sont  fondées 
dioiinenses  séries  de  calculs,  la  conversion  des  valeurs  d'un  système 
dais  l'autre  n'est  qu'un  travail  insignifiant,  auprès  des  simplifications 
coBiidérables  que  l'adoption  de  la  division  décimale  du  quadrant 
iminerait  dans  les  calculs  auxiliaires.  Outre  la  facilité  introduite 
dans  les  opérations  d'addition,  de  soustraction,  de  multiplication  et 
lie  division  des  angles,  on  aura  l'avantage  d'éviter  les  réductions  de 
lr{;rés  et  de  minutes  en  secondes,  et  vice  ver  sa  ^  qui  se  présentent  à 
■liaque  instant  quand  on  fait  usage  de  la  division  sexagésimale.  » 

M.  JoRDÀ2v.  —  Théorème  sur  les  fonctions  doublement  périodiques. 
Soient  Fj , .  . . ,  F,  des  fonctions  doublement  périodiques^  n'ayant 
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chacune  qu'un  nombre  limite  d'infinis  dans  chaque  parallélo- 
gramme des  périodes;  /|,  i|,...,  /„  des  constantes.  Si  la  fonction 
4>  =  /i  Fi  -4- . . .  4-  /„Fn  admet  la  période  £1,  Tégalité 

su  décomposera,  en  général,  en  une  suite  d'égalités  telles  que 

$  =  A  F,  -h . . .  -f-  /^F^  -f-  const., 
Ip^iFj^i  -4-. . .  -f-  /,F^=  const., 
/,^.,F^,  -+-...-+-  /rFr  =  const.. 


où  les  fonctions  F|,  Ff, . . . ,  F^  ont  une  période  commune  multiple 
de  n,  tandis  que  les  fonctions  qui  figurent  dans  chacune  des  autres 
égalités  ont  deux  périodes  communes  (multiples  des  moindres  périodes 
de  chacune  d'elles),  et,  par  suite,  dépendent  algébriquement  les  unes 
des  autres. 

N^'  22.  Séuce  di  30  Bii  1870. 

M.  CoMBEscuRE.  —  Suv  quclqucs  forme$  d%fféreni%eUe$. 

Dans  cette  Note,  M.  Combescure  s'occupe  de  problèmes  analogues 
au  problème  de  Vapplication  des  surfaces  les  unes  sur  les  autres^  mais 
en  considérant  des  formes  à  n  indéterminées» 

M.  F.  Lucas.  —  Sur  une  formule  d^ analyse. 


MÉLANGES. 


sîiïadx 


/*"*"*  sir 

L'IHTtfilàU    /       ^ 


rosa  -4-  X» 

Pab  m.  UERMITE. 

Soil 

s'inadx 


IX  cosa  -h  X' 
il  est  d'abord  aisé  de  voir  que  Ton  a 
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car,  en  faisant,  dans  l'expression 


r    '         s 
/(a-+-7r)  =  —  /        ^ 


la  substitution  x  =  —  I,  nous  obtiendrons  sur  le  champ 

•^  ^  '  J_  ,    1  — 2/cosa -H /*  "^ 

La  fonctiony(a)  est  donc  périodique,  et  il  suffit,  pour  en  obtenir 
la  valeur  générale,  de  la  déterminer  en  supposant  a  compris  entre 
zéro  et  tt.  Faisant  à  cet  effet 

x^  cosa  =  usina, 

ce  qui  donnera 

smadx  du 


1  —  2a:  cosa  H-  x*        i  -f-  a' 


nous  écrirons 


i-CMa  -i-con» 


r-^' sipadx r  •»»•      du  r   »'"•       du 

J__,     I  — 2;rcosa-+-x*  ~Jq  i -I- a'      J^  i -f- «'' 

de  sorte  que,  dans  le  second  membre,  les  deux  intégrales  représentent 

les  arcs  les  plus  petits,  renfermés  entre et  +  ->  ayant  respec- 
tivement pour  tangentes  les  quantités 

I  —  cosa  a  —  I  —  cosa  t:  4-  a 

— : =  lang  -     Cl     , =1  tang 

sina  2  sina  ^      2 

Or,  a  étant  moindre  que  tt  par  hypothèse,  la  première  intégrale  sera 


par  conséquent  ->   mais  la  seconde  aura   pour  valeur  l'arc 

diminué  de  tt,  c'est-à-dire ;  nous  aurons  donc 

2 


— 


sinadx  r 


^__,     -       ^x  cosa -h  x^       2 


l'niriî  les  limites  indiquées  pour  la  variable  a.  Maintenant  la  relation 

/(«  +  ,:)  =  -/(«) 
doimr  celle  conséquence,  qu'entre  les  limiles  7:  cl  2  7:.  f  (a)  a  pour 
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valeur «  de  sorte  que  nous  nous  trouYons  amené  à  l'expression 

analytique,  par  une  intégrale  définie,  d'une  fonction  discontinue 

égale  à  +  -  ou j  selon  que  la  variable  est  renfermée  entre  a»ir 

et  (2n  +  i)7r,  ou  entre  les  limites  (an — i)n  et  amir,  m  étant  im 
nombre  quelconque. 

On  voit  donc  comment  on  peut  être  amené,  par  les  considérations 
les  plus  élémentaires  du  calcul  intégral  à  la  considération  si  impor- 
tante en  analyse  des  fonctions  discontinues,  et  j'ajoute  que  l'expres- 
sion en  série  trigonométrique  de  cette  fonction  particulière  qui  8*est 
ainsi  ofTerte  se  tire  facilement  de  l'intégrale  définie. 

n  suffit,  en  eflet,  d'employer  ce  développement  connu,  savoir  : 

=  sin  a -h  X  sîn  a  a -f- j:' sin  3  a  4- . . . -♦- j:*^  sin  Ha-*-..., 


et  d'observer  qu'on  a 


x: 


-»■'  2 


»  rfor  =  o     ou     =  -  ' 

n 


suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  pour  parvenir  au  résultat  que  don- 
nerait la  formule  de  Fourier,  savoir  : 

f{0t)=   I  ;=:2|sinaH = h...    ' 

Il  serait  môme  possible  d'établir  la  convergence  de  la  série,  en 

limitant  le  développement  de  la  fonction  •  à  ses  n 

^'^  i— aarcosa-t- ** 

premiers  termes,  et  considérant  le  reste  qu'on  trouvera  sous  cette 
forme,  savoir  : 

/*-*■•  x^dx 

R,  =  sin(/H-i)a  /        ; 

J_,     i—  nxcosa-h  X* 

—  sm/ial        -*, 

mais  j(»  \\Q  m'y  arrêterai  point. 

Une  autre  intégrale  définie  élémentaire  conduit  encore  à  la  même 


1 

i 
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(oDClion  disGontÎDue,  c'est  celle-ci  : 

dx 


£ 


_,    (a  —  ar)Vi  — «* 

dont  la  valeur  est    .  ou .  >  suivant  que  la  constante  a, 

qai,  en  valeur  absolue,  doit  être  supposée  supérieure  à  Tunité,  est 
(oiitive  ou  négative.  Il  en  résulte,  si  Ton  fait  a  = »  qu'on  a 


r 


eus  a 
sin  a  dx 


L|   (i  — a:cosa)V«  — ** 


=  -h  ir     ou      —  TT, 


iUTant  que  sina  est  positif  ou  négatif;  mais  cette  expression  ne 
diflère  pas  au  fond  de  celle  dont  nous  venons  de  nous  occuper,  elle 

S  y  ramène  en  effet  par  la  substitution  x  = ^ ,  qui  sert  en  général 

ilmt^ration  des  radicaux  de  la  forme  ^i  —  x^.  Sous  une  forme  ou 
ioas  l'autre,  le  passage  brusque  dey*(a)  d'une  valeur  nulle  à  H — > 

oa f  semble  moins  caché  dans  l'intégrale  que  dans  la  série  tri- 

gODométrique;  car,  en  supposant  a  infiniment  petit,  elles  ofirent, 
sons  le  signe  d'intégration,  aux  infiniment  petits  près  du  second 

ordre,  l'une  le  facteur -•  l'autre  le  facteur  y>  qui,  à  la 

limite  supérieure  x  =  i ,  rendent  les  intégrales  infinies  \  c'est  du 
moins  par  l'intermédiaire  de  cette  forme,  du  produit  d'une  quantité 
infiniment  petite  par  une  quantité  infiniment  grande,  que  se  trouve 
réalisé  le  passage  brusque  d'une  valeur  nulle  à  une  valeur  finie. 
Je  remarque  enfin  qu'on  a 

J_,    (i  — axcosa-f-d?^J»  J_,       xi  —  nxcosa-^x^J 

<îil'intéfiTale  est  nulle,  en  général,  puisque  la  fonction 

pfend  la  même  valeur  aux  deux  limites  ;  toutefois,  J)our  cosa  =  ±  i , 
^lle  est  infinie,  l'expression  à  intégrer  entre  les  limites  -f- 1  cl  —  i 

éiam  — ! 

iitx 
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ROTICE  m  U  VIE  ET  LES  TllVm  N  lf.-l.  LOUTGIEFSn. 

Dcuxlènoe  article  (  *  ). 

Aous  allons  donner  la  liste  des  écrits  publiés  par  Lobatchefsky 
sur  diverses  branches  des  sciences  mathématiques.  Mous  indique- 
rons, pour  n*y  plus  revenir,  le  contenu  de  ceux  de  ces  écrits  que 
nous  avons  à  notre  disposition,  à  Fexception  de  ceux  qui  se  rappor- 
tent aux  découvertes  géométriques  de  Lobatchefsky,  et  dont  nous 
nous  proposons  d'exposer  Tensemble  avec  plus  de  développement. 

1 .  O  pe3oiiaHct  IL4II  BdaiiMNOMi»  KOJieGauiH  B034ymHUXii  croufon. 
(AV/j.  BtcwHitKb^  1828  r.)  —  De  la  résonnance,  ou  des  vibrations 
réciproques  des  colonnes  gazeuses.  [Courrier  de  Kazan,  1828.} 

2.  O  iiaMa^axT»  FeoMeTpÎH.  (Kaa.  BtcmHHKb^  1828  11  1829  r.)  — 
Sur  les  principes  de  la  Géométrie.  [Courrier  de  Kazan^  i8a8et  1819.) 

Ce  Mémoire,  qui  contient  un  abrégé  des  travaux  de  Lobatcheisky 
sur  la  Géométrie,  a  été  réimprimé  récemment  (67  p.  în-4**)-  ^oui 
aurons  l'occasion  d'y  revenir. 

3.  Ptqb  o  BaxiHtriuiiix'b  Rpe^MCTaxi»  BOcnuTauifl,  npoHSHCceHBU 
5  iiojiH  1828  roAa  vh  TopxcecTBCHHOM'b  coCpaniii  yniiBepcuTera.  [Ka3. 
BtcrnHitKby  i832  r.)  —  Discours  sur  les  matières  les  plus  im|)ortantes 
(le  Téduration,  prononcé  le  ■— juillet  1828,  dans  la  séance  solennelle 
de  l'Université.  [Courrier  de  Kazan,  i832.) 

4.  A.iTX'6pa  luii  BbiMuciCHie  KOHcqHUX'b.  Comiihiui»  H.  «ioGaiCBOLii. 
K;)3aHb.  Bi>  yHiïBejx^iiTCTCKOii  Tiinorpa(])in.  i834.  —  Algèbre,  ou 
Calcul  des  quantités  iinies.  Par  N.  Lobatcheisky.  Kazan.  Typogra- 
phie universitaire.  i834.  —  '  volume  in  8°,  j3o  pages. 

Ce  Traité  est  le  s(»ul  ouvrage  séparé  que  Lohatchefsky  ait  com- 
posé. JiCs  préliminaires  et  les  opérations  fondamentales  de  TAlgèbre 
sont  développés,  un  peu  longuement  peul-c'tre,  dans  les  cinq  pre- 
miers Ciiapitres  (p.  8-80}.  Les  deux  Chapitres  suivants  (p.  81-120) 
sDiil  consacrés  aux  fractions  algébriques  et  aux  fractions  décimales. 
Le  Chapitre  ^  Ili  traite  des  fractions  continues  (p.  121-100).  Dans 
le  Chapitre  IX  ;  p.  1 5 1-187),  l'auteur  expose  la  résolution  des  t'qua- 
lions  déterminées  (Ui  premier  degré  à  plusieurs  inconnues.  Uduiinr, 

•      \«»ii   IhitU'tiii.  y    Ml. 
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après  Canchy,  les  expressions  symboliques,  sous  forme  de  pro- 
nils,  dos  deux  termes  de  la  valeur  de  chaque  inconnue.  L'objet  du 
Hupitre  X  (p.  1 88-284)  est  la  résolution  en  nombres  entiers  des 
lotions  indéterminées,  avec  diverses  applications  au  calendrier, 
■X  formules  pascales  de  Gauss,  etc.  Chapitre  XI  (p.  235-284)  : 
Piissances  et  racines  des  quantités  réelles.  Chapitre  XII  (284-3o5  )  : 
hnssances  et  racines  des  quantités  imaginaires.  Chapitre  XIII 
(p.3o5-33a)  :  Des  logarithmes.  Séries  logarithmiques  et  exponen- 
lieDes.  Chapitre  XIV  (p.  332-344)  •  Des  fonctions  trigonométriques, 
déBnies  au  moyen  des  exponentielles  imaginaires  ^  leurs  développe- 
■ents  en  séries.  Fonctions  circulaires  inverses.  Chapitre  XV 
(p.  345-373)  :  Calcul  direct  et  inverse  des  différences.  Applications 
firerses.  Chapitre  XVI  (p.  374-4'  *)  •  Résolution  des  équations  bi- 
iièiiies.  Congruences.  Division  du  cercle,  d'après Gauss.  Chapitre  XVQ 
(p.  4ii-5a8)  :  Résolution  d'une  équation  algébrique  quelconque. 
Equations  du  second  degré.  Racines  commensurables.  Equations  du 
troisième  et  du  quatrième  degré.  Propriétés  générales  des  équations 
dçébriques.  Règle  de  Descartes.  Développement  des  racines  en  frac- 
tions continues  par  la  méthode  de  Lagrange. 

5.  noHHxenic  creneHH  bi>  4By^.AeHHOMi>  ypasHCHiK,  Kor4a  noKaaa- 
teaGesi»  eAHHUHia  4'bjiHTCfl  na  8.  [YtCHbiR  3anncKK  IfMnepamop- 
CÊOio  KaaoHCKaeo  yHHBepcHmema.  i834  r.)  —  Abaissement  du  de- 
gré d'une  équation  binôme,  lorsque  l'exposant  moins  l'unité  est 
divisible  par  8  {Mémoires  de  VUniversité  impériale  de  Kazan,  i834)- 
I11-8®,  32  pages. 

Ce  Mémoire  est  le  premier  de  la  collection  des  yqcHUfl  3anHCKH. 
Lobatchefsky  rappelle  qu'en  181 3  il  présenta  a  la  Faculté  des 
Sciences  physico-mathématiques  un  travail,  resté  inédit,  où  il  éta- 
blissait que  la  résolution  des  équations  binômes  peut  se  faire  entiè- 
rement k  l'aide  d'extractions  de  racines.  Il  y  donnait  l'expression  gé- 
nérale de  l'abaissement  du  degré  de  l'équation,  lorsque  l'exposant  est 
Plafonne  4*^+1*  Cette  méthode  a  été  reproduite  dans  le  Cha- 
pitre XVI  de  son  Algèbre,  Depuis,  en  lisant  dans  le  Journal  de  Crelle 
(t.  IX,  I  p.  12,  1832)  un  Mémoire  de  Richelot  sur  la  résolution  de 
lequation  x'*'' =  i,  il  y  a  appris  que  Legendre,  dans  la  troisième 
«iilion  de  sa  Théorie  des  nombres,  a  trouvé  la  même  expression  géné- 
rale, et  a  du  parvenir  à  la  même  solution  du  problème.  Richelot, 
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dans  son  Mémoire,  ne  semble  pas  espérer  que  l'abaissement  paisse 

être  poussé  au-delà  de  7  (n  —  i).  Mais  le  même  volume  du  Journal 

de  Crelle  contient  des  travaux  de  Libri  où  ce  géomètre  insiste  sur  la 
liaison  intime  qui  existe  entre  les  progrès  de  l'Analyse  et  ceux  de  k 
Théorie  des  nombres.  Encouragé  par  ces  considérations,  maigrelet 
doutes  de  Richelot ,  Lobatchefsky  a  repris  ses  recherches  sur  l'ei- 
pression  générale  de  l'abaissement  de  l'équation  âP*=  i,  et  il  est 

parvenu  à  pousser  cet  abaissement  jusqu'au  degré  ^  (n  —  i),  lorsqne 

n  —  I  est  divisible  par  8.  Il  en  fait  l'application  aux  valeurs  de 
n  =  73,  89,  257. 

6.  06i>  HsqesaHiH  TpHroHOMerpmecKMXb  crpoxb.  {y t.  3am.  Koi, 
yn.  1834  r.  xuara  II.)  —  Sur  la  convergence  des  séries  trigonomé- 
triques.  (Jlfem.  de  l'Un,  de  Kazan^  i834)  a*  cahier.) 

7.  ycjioBHbiH  ypaBBCHia  aah  ABiUKeniji  h  nojtoxenifl  rjuumuxb  ocd 
Bii  TBepAOH  cHCTeni^.  Équations  de  condition  pour  le  mouvement  et 
la  position  des  axes  principaux  dans  un  système  solide.  [Envoyé  va 
Mémoires  scientifiques  (yqcHUJidanHCKH)  de  l'Université  de  Motcon.] 

8.  Géométrie  imaginaire,  par  N.  Lobatchefsky,  recteur  de  lUiiî- 
versité  de  Kazan.  (Journal  de  Crelle,  t.  XMI,  1837.)  —  In-4®,  a6p.| 
I  pi. 

9.  Boo6pa2RaeMaH  FeoMCTpiH.  (yz.3an.  Kaa.  yn,  i835r.fU.l.) 
—  Géométrie  imaginaire.   (Mém.  de  l'Un,  de  Kazan ^  i835,  i"cah.) 

Ce  Mémoire  est  une  rédaction  plus  développée  du  Mémoire  précé- 
dent,  dont  le  manuscrit  avait  déjà  été  envoyé  au  Journal  de  Crellt, 
et  qui  ne  fut  imprimé  que  deux  ans  plus  tard.  Nous  nous  en  occu- 
perons dans  un  prochain  article. 

10.  CuocoGi»  yBtpATbCA  Bi»  HS^esaniH  CesKOHe^Hbnrb  crpoi^  n 
npii6.Aii%aTbCH  Kl»  3HaqeHlio  4)yHKi;iH  OTb  sccbMa  6ojibmiixb  ^bcca. 
(yz.  3an.  Kaa.  yn.  i835  r.,  kh.  II.)  —  Méthode  pour  reconnaitit 
la  convergence  des  séries  infinies,  et  pour  obtenir  approximative- 
ment la  valeur  des  fonctions  de  très-grands  nombres.  {Mém.  de  rVn. 
de  Kazan.  i83j,  a*  cali.) 

1 1 .  HoBbiA  Haqa^a  FeoiceTpiD  et  nojiHOit  Teopieâ  napajuejibHun. 
{yz.3an.Ka3,yH.  i835r.yKH.  lU;  i836r.yUHninH  UI^  i837r., 
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tt.  I;  i838r.,  kh.  I.)  —  Nouveaux  principes  de  Géométrie,  avec 
vie  théorie  complète  des  parallèles.  {Mém.  de  VVn.  deKazan^  i835, 
cdi.  I;  i836,  cah.  Il  et  III;  1837,  ^ah.  I;  i838,  cah.  I.)  —  In-8°, 

47ûPm9p1- 
Cette  importante  suite  de  Mémoires  renferme  Texposition  détaillée 

èi  système  géométrique  de  Lobatchefsky,  avec  un  Traité  complet  de 

Ugonométrie  et  la  Théorie  des  approximations  dans  les  calculs  nu- 

■ériques. 

12.  IIpHMtHeHie  Booôpaxaeicafl  FeoMerpin  ki»  H^xoropuirb  hhtc- 
iptiurb.  [yt.  San.  Kas.  yn.  i836  r.,  kh.  I.)  —  Application  de  la 
Géométrie  imaginaire  à  quelques  intégrales.  (Mém,  de  VUn.  de  Ka- 
m.  i836,  cah.  I.)  —  In-S^*,  164  p. 

Ce  Mémoire  fait  suite  aux  Mémoires  8  et  9. 

13.  Sur  la  probabUilé  de$  réiuliats  moyens,  tirés  des  observations  ré- 
fiHes;  par  M.  Lobatchefsky,  recteur  de  l'Université  de  Kazan.  (En- 
njé  en  i838  au  Journal  de  Crelle;  inséré  en  i84a  dans  le  t.  XXIV 
ie  ce  Journal.)  — In-4®?  7  p. 

Au  moyen  des  formules  de  l'Analyse  combinatoire,  Lobatchefsky 
délermiDe  les  limites  des  probabilités  relatives  à  un  nombre  fini  d*ob- 
tervations,  tandis  que  Laplace  avait  exprimé  ces  mêmes  limites  par 
des  intégrales,  dans  la  supposition  d'un  nombre  d'observations  très- 
pind. 

14.  Geometrisehe  Untersuckungen  xur  Théorie  der  Parallellinien.  Von 
Kkolacs  Lobàtschewsrt,  Kaiserl.  russ.  mrkl.  Staatsrathe  und  ord. 
ftùf.  der  Mathematik  bei  der  Universitât  Kasan.  Berlin^  1840.  In  der 
FmM§eken  Buchhandlung.  —  Études  géométriques  sur  la  Théorie 
des  Parallèles.  Par  N.  Lobatchefsky,  conseiller  d'État  actuel  de 
l^Empire  russe,  et  Professeur  ordinaire  de  Mathématiques  à  l'Uni- 
versité de  Kazan.  Berlin,  1840.  — In-12,  61  p.,  i  pi. 

Cette  brochure  semble,  être  une  reproduction  d'un  Mémoire  en- 
voyé en  1840  au  Journal  de  Crelle,  sous  le  titre  de  Beitrâge  zu  der 
Théorie  der  Parallellinien,  et  non  inséré.  C'est  un  résumé  de  la  partie 
âémentairc  du  n^  11 . 

15.  Ueber  die  Convergenz  der  unendlichen  Reihen,  von  Nicol.  Lo- 
ielMchewsky,  ord.  Prof,  der  Mathematik  an  der  Universitât  Kasan.  — 
Sur  la  convei^ence  des  séries  infinies.  Par  N.  Lobatchefsky,  etc.  — 
Cr.  în-4**,  48  p. 
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Mémoire  envoyé  au  Journal  de  Crelle  en  i84o,  et  non  inséré.  Im- 
primé à  Kazan  en  i84i  •  La  convergence  des  séries  est  définie  par  la 
condition  que  la  somme  de  p  termes,  pris  à  la  suite  du  r*^"^,  soit  infi- 
niment petite  pour  r  infini,  quel  que  soit/»,  indépendant  de  r.  Appli- 
cation aux  séries  les  plus  importantes,  pour  des  valeurs  soit  réeUes, 
soit  imaginaires,  des  variables.  Développements  en  séries  trigono- 
métriques.  Développement  des  fonctions  trigonométriques  en  pro- 
duits infinis,  et  de  leurs  logarithmes  en  séries  infinies.  Calcul  des 
fonctions  de  très-grands  nombres.  Détermination  de  quelques  inté- 
grales définies. 

16.  riojiHoe  3aTirbHie  cojiHi^a  bi>  Henst  bi>  i84a  r.  lo  iiOHfl.  {Xjfp-^ 
HaA^  MHH.  HupoAH.  tipocB.  i843  r.)  —  L'édipse  totale  de  SdeQi 

Penza,  le  ^^^"|     1842-  {Journal  du  Minislêre  de  Vlnsêrudionfih 

blique,  i843.) 

17.  O  3HaqeHiii  HtKOTopuxi»  onpcAtJieHHUxi»  HHrerpajiovb.  (J^t. 
3an.  Kaa,  yn.  i852  r.)  —  Sur  la  valeur  de  quelques  intégrales  dé- 
finies, {llèm.  de  VUn.  de  Kazan,  i852.) 

18.  Pangéométrie ,  ou  Précis  de  Géométrie  fondée  iur  une  théetriê 
générale  et  rigoureuse  des  Parallèles.  Par  N.  Lobatchefsky,  professeur  1 
émérite  de  rUniversité  de  Kazan,  el  membre  honoraire  de  l'Univer 
site  de  Moscou.  (CGopHiiKi»  y^icHbix'b  CTaTCîi,  Hanucannuxi»  npo^wc-  Â 
copaMii  IlMuepaTopcKaro  KasancRaro  yHHsepcHTCTa,  vh  naium  J 
nflTHACCflTiiJitTHflro  ero  cyii;ccTBOBaHifl.  TaM^  nepBbiH.  Kaaaub,  i85&  ■- 
—  Recueil  de  Mémoires  scientifiques,  écrits  par  les  professeurs  de  \ 
rUniversité  impériale  de  Kazan,  en  commémoration  du  cinquantiime  4 
anniversaire  de  sa  fondation.  Kazan,  i856.)  —  Gr.  in-8*^,  67  p. 

C'est  le  dernier  travail  de  Lobatchefsky,  et  Tun  des  plus  renur* 

quablcs  par  la  clarté  de  la  rédaction.  Une  traduction  italienne  en  a 

été  donnée  par  M.  Battaglini  (Giomale  di  Matematicke,  t.  V,  iS&Ji 

p.  273-336)  (*). 

J.H. 

(*)  Il  en  a  été  fait  des  tirages  à  |vart.  Pris  :  3  Tr.  5o  c. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

SA>'NIA  (Achille),  professorc  nella  R.  Scuola  di  Appiicazione  per 
gl'  Ingegneri  dî  Napoli,  e  d*OVIDIO  (Enrico),  professore  ncl  R. 
Licco  Principe  Umberto  dî  Napoli.  —  ELEMEifTi  di  Geometria. 
Seconda  edizione,  riveduta  e  corretta.  —  Napoli,  Tipografla  di 
Angelo  Trani ^  1871  (*). 

Li  pnblication  de  cet  Ouvrage  remarquable  comble  une  lacune  re- 
grettable qui  existait  encore  dans  la  série  des  ouvrages  destinés  à 
renseignement  élémentaire.  L'Italie  possédait  déjà  une  traduction 
ia  Éléments  de  Mathématiques  (^}  de  M.  Baltzer,  due  aux  soins  d'un 
géomètre  éminent.  Mais  Textrème  concision  de  cet  auteur  en  rend  la 
kctare  difficile  à  ceux  qui  sont  privés  du  secours  d'un  maître.  D'autre 
put,  les  nouveaux  règlements  de  l'Instruction  publique  en  Italie  exi- 
gent que  l'enseignement  de  la  Géométrie  soit  dirigé  d'après  les  Été- 
mmts  d'Euelide^  dont  M.  Baltzer  n'a  nullement  cherché  à  suivre  la 
marche.  Il  fallait  donc  un  Traité  qui  se  rapprochât  de  celui  d'Euclide 
«tant  que  le  permettaient  les  progrès  de  la  science  moderne,  et  qui 
en  rendit  l'étude  plus  facile,  en  y  ajoutant  des  compléments  indis- 
pensaUes. 

Tel  a  été  le  but  des  auteurs  du  livre  que  nous  signalons  à  l'atten- 
doii  de  nos  lecteurs,  et  nous  pensons  qu'ils  l'ont  entièrement  atteint. 
Futout  ils  ont  conservé  dans  toute  sa  pureté  la  rigueur  euclidienne, 
i  laquelle  la  plupart  des  ouvrages  modernes  sur  le  même  sujet  ne 
iCNu  ont  gaère  accoutumés.  Tout  ce  qui  touche  aux  principes  fonda- 
mentaux a  été  traité  avec  un  soin  et  des  détails  qui  ne  peuvent  laisser 
SMon  nuage  dans  l'esprit  des  commençants.  Sans  sortir  du  cadre  élé- 
mentaire, les  auteurs  l'ont  complètement  rempli,  et  n'ont  négligé 
f  indiquer  aucune  des  théories  qui  font  la  base  des  parties  plus  éle- 
ms  de  la  Géométrie. 

Si  nous  avons  quelques  critiques  à  faire  sur  la  rédaction  de  cet 


(*)  A.  Sasqiu,  profMiwr  à  l'École  royale  d'Application  pour  les  ingénieurs  de  Na- 
Htti  et  H.  >'OTimo,  profeaeenr  an  Lycée  du  Prince  Humbert  de  Naples.  —  Éléments  de 
^*omkne.  s*  édition  reme  et  corrigée.  —  Naplet,  imprimerie  de  A.  Trani;  1871. 
'vol.  io-S*,  11-57I  pages,  arec  383  figures  dans  le  texte.  Prix  :  5  francs. 

^**)  Voir  BmUetim,  p.  80. 

BmU.  des  Seiences  mathém,  et  astron,^  t.  1.  (NoTembre  1R70.)  2?. 
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ouvrage,  ci;  sera  seulement  en  nous  plaçant  au  point  de  vue  de  ren- 
seignement. 11  nous  semble  qu'il  y  aurait  eu  un  immense  avantage  à 
renoncer  aux  divisions  artiCcielles,  qui  séparent  Tétude  du  cercle  de 
celle  des  triangles,  Tétude  de  la  sphère  de  celle  des  angles  dièdres  et 
polyèdres.  Le  rapprochement  inunédiat  de  propositions  identiques 
pour  le  fond  et  difierentcs  seulement  par  la  forme  est  doublement 
utile,  en  évitant  la  répétition  de  démonstrations  équivalentes^  et  en 
faisant  pénétrer  plus  profondément  dans  la  connaissance  des  objets 
qu'on  étudie.  Les  auteurs  auraient  pu,  en  cela,  rester  fidèles  à 
l'exemple  d'Euclide,  qui,  dès  sa  première  proposition,  fait  usage  du 
cercle. 

D'autre  part,  nous  regrettons  que  le  désir  de  se  conformer  au  pro- 
gramme imposé  ait  conduit  MM.  Sannia  et  d'Ovidio  à  suivre  leur  mo- 
dèle de  trop  près  dans  leur  théorie  des  proportions.  Bien  que  nous 
considérions  la  lecture  de  l'admirable  cinquième  livre  d^uclide 
comme  un  des  exercices  les  plus  profitables  pour  habituer  l'esprit  k 
la  sévère  logique,  nous  croyons  cependant  que  les  méthodes  mo- 
dernes, fondées  sur  le  principe  des  limites,  conduisent  au  même  but 
par  une  voie  beaucoup  plus  prompte  et  plus  aisée,  et  peuvent  le  dis- 
puter en  rigueur  aux  méthodes  des  Anciens. 

L'ouvrage  est  divisé  en  deux  parties,  comprenant  l'une  la  Plani- 
métrie,  l'autre  la  Stéréométrie.  Chacune  de  ces  parties  se  compose  Je 
quatre  livres. 

Le  premier  livre  traite  de  la  ligne  droite-,  le  second,  du  cercle;  le 
troisième,  des  lignes  proportionnelles  et  de  la  similitude  dans  le  plan; 
le  quatrième,  de  la  mesure  des  aires  et  des  arcs  de  cercle^  le  cin- 
quième, du  plan  et  de  la  ligne  droite,  du  prisme  et  de  la  pyramide; 
le  sixième,  du  cylindre  et  du  cône  de  révolution,  de  la  sphère  et  de  la 
symétrie;  le  septième,  de  la  similitude  dans  l'espace;  le  huitième,  de 
la  mesure  des  volumes  et  des  siu*faces  des  polyèdres  et  des  corps 
ronds. 

Nous  terminons  cette  analyse  en  faisant  des  vœux  pour  que  cet  ex- 
cellent livre  s'introduise  dans  nos  écoles  et  contribue  à  réformer  ches 
nous  renseignement  si  défectueux  de  la  Géométrie  élémentaire. 

J.  H. 
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SPITZ  (D'  Cari),  Professor  am  Polytechnikum  zu  Carisruhe.  — 

EmSTEE  CUUSUS  DEft   DlFFEREIÎTIÀL-  UND  IlfTEGEÀLEBCHlfUlfG,  ncbst 

einer  Sammlmig  von  i45o  Beispielen  und  Uebungsaufgaben,  zum 
Gebrauche  an  hôheren  Lehranstalten  und  beim  Selbststudium. 
—  Leipzig  und  Heidelberg,  C.-F.  Wînter'sche  Verlagshandlung. 

.871  (*). 

Le  plan  de  ce  livre  est  à  peu  près  celui  de  tous  les  Traités  mo- 
dernes. La  méthode  est  celle  que  l'on  désigne  sous  le  nom  de  méthode 
des  limites,  et  qui  ne  diffère  de  la  méthode  infinitésimale  que  par 
l'excessive  timidité  de  la  forme.  Mais  ce  qui  le  rend  précieux,  c'est 
le  grand  nombre  d'exercices  qu'il  renferme  à  la  suite  de  chaque  para- 
graphe, outre  le  recueil  de  problèmes  variés  qui  termine  le  volume. 

La  première  partie  traite  du  Calcul  différentiel  et  de  ses  applica- 
tions à  la  théorie  des  courbes  planes.  La  seconde  partie  contient  les 
éléments  du  calcul  intégral,  restreint  aux  fonctions  explicites,  avec 
les  séries  de  Bûrmann  et  de  Lagrange,  et  les  applications  à  la  som- 
mation des  séries  et  aux  problèmes  de  quadratures,  de  rectifications, 
de  cubatures  au  moyen  des  intégrales  simples.  J.  H. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

GIORNALE  Di  Màtemâtiche.  8*  année.  Juillet-décembre  1870  (**). 

ToGWOLi  (O.).  —  Sur  une  extension  de  propriétés  relatives  à  des 
courbes  algébriques  planes  d'ordre  quelconque,  aux  surfaces  algébriques 
de  degré  quelconque.  (Suite  et  fin,  7  p.) 

Les  articles  contenus  dans  cette  partie  du  Mémoire  ont  pour  ti- 
tres :  i^  De  la  pampolaire  d'un  faisceau  et  d'un  réseau  de  surfaces; 
a^ Cordes  tangentes;  3®  Plans  tangents  en  des  points  conjugués; 
4^  Points  doubles  d'un  réseau  et  d'un  faisceau  de  polaires  internes. 


(*)  Spm  (IK  C.)>  professeur  à  rinsUtut  Polytechnique  de  Carisruhe.  —  Premières 
Leçons  de  Calcul  différentiel  et  intégral^  avec  un  recueil  de  lifSo  exemples  et  exercices ^ 
à  Tusage  des  écoles  supérieures  et  des  personnes  qui  étudient  seules.  —  Leipzig  et 
flcidelberg,  Winter,  1871.1  toI.  in-80,  639  p.  Prix  :  3|  Thlr. 

(♦*)  VoIp  Bulletin,  p.  i5a. 
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Cassàn I  (P.).  —  Sur  k  triangk  conjugué  de  deux  coniques.  (2  p.) 
Détermination  de  ce  triangle,  en  cherchant  les  points  qui  ont  la 
même  droite  polaire  par  rapport  à  deux  coniques. 

CÀssÀifi  (P.).  —  Solution  de  fo  question  n®  178  des  NouTelles  An- 
nales, (a  p.) 

Par  un  point  donné,  mener  un  cercle  deux  fois  tangent  à  une  pa- 
rabole donnée. 

Orlamdo  (D.).  —  Démonstration  de  quelques  théorèmes  de  Géottiitrk 
(2  p.) 

Del  Grosso  (R.).  —  Mémoire  sur  V attraction  des  sphéraUdes.  (SnSse 
et  fin,  2  art.,  49  P-) 

A.vec  la  suite  du  Chapitre  VIU  sur  l'attraction  des  couches  de  u- 
veau,  se  termine  la  Première  Partie  du  Mémoire.  La  Seconde  Putk 
traite  de  l'attraction  d'une  masse  de  densité  variable,  limitée  parmi 
surface  peu  différente  de  la  sphère,  et  contient  les  Chapitres  soivanti: 
Chap.  I.  Développement  en  série  de  la  valeur  inverse  de  la  distance  à 
deux  points.  —  Chap.  U.  Fonctions  sphériques  et  leur  propriM 
principales.  —  Chap.  UI.  Potentiel  d'une  couche  sphérique  de  dei* 
site  vai'iable.  —  Chap,  IV.  Attraction  d'un  sphéroïde  peu  différent  de 


1 


phè 


!a  soncrc 


Régis  (D.).  —  Sur  une  application  des  principes  d'homologie  à  b 
perspective.  (4  p.) 

Régis  (D.). — Sur  le  nombre  des  racines  réelles  que  peut  arotr/'êff» 
tionaf* — px-^q  =  o.  (2  p.) 

La  démonstration  est  fondée  sur  la  représentation  géométrique  da 
équations  y  =  x"*-hq  et  y  =px^  a?  et  y  étant  les  coordonnées  oïlfc» 
gonales  d'un  point. 

AscHiERi  (F.).  —  Sur  un  complexe  du  second  dsgré.  — Générées 
géométrique  des  complexes  du  premier  degré,  (6  p.) 

Quelques  propriétés  des  complexes  du  second  degré  dont  l'éqai 
tion  peut  se  réduire  à  contenir  seulement  les  carrés  des  coordonna 
de  la  ligne  droite.  Ces  propriétés  consistent  en  des  relations  hanM 
niques  que  les  droites  du  complexe  déterminent  avec  une  sériel 
surfaces  du  second  degré  conjuguées  au  tétraèdre  fondamental.  QoB 
à  la  génération  géométrique  des  complexes  du  premier  degré,  !*■ 
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leur  trouve  le  théorème  suivant  :  «  Par  tout  quadrilatère  gauche, 
»  formé  avec  quatre  droites  d'un  complexe  linéaire,  est  déterminée 
»  une  dépendance  homographique,  par  laquelle  le  complexe  est  le 
»  lieu  des  droites  qui  rencontrent  suivant  des  systèmes  de  points  en 
»  involution  deux  faisceaux  projectifs  de  plans,  ayant  pour  axes  un 
»  couple  de  côtés  opposés  du  quadrilatère.  » 

JuKG  (G.).  —  Défnùnstration  d'un  théorème  de  Géométrie.  (6  p.) 

D'Oyidio  (E.).  —  Note  sur  ks  points,  plans  et  droites  en  coordonnées 
homogènes.  (44  P*) 

Riche  recueil  de  relations  métriques  très-générales,  relatives  aux 
angles  entre  les  droites  ou  les  plans,  aux  distances  entre  les  points, 
aux  aires  des  triangles,  aux  volumes  des  tétraèdres,  aux  moments 
géométriques. 

BiToiiTi  (V.-N.).  —  Solution  de  quelques  questions  de  Trigonométrie 
et  de  Géométrie,  proposées  dans  /'Educational  Times.  (5  p.) 

Padova  (E.).  —  Sur  deux  théorèmes  de  M.  Neumann.  (6  p.) 
Démonstration  de  deux  théorèmes  relatifs  à  la  théorie  du  potentiel, 
énoncés  par  M.  Neumann  dans  le  tome  II  des  Mathematische  Annalen, 
et  extension  de  ces  théorèmes  à  l'espace  à  n  dimensions. 

Jakhi  (G.).  —  Exposition  de  la  Nouvelle  Géométrie  de  Plûcker. 
(a5  p.) 

Reproduction  du  Mémoire  de  Plùcker  sur  les  fondements  de  la 
Nouvelle  Géométrie  de  l'espace,  contenant  principalement  les  pro- 
priétés des  complexes,  des  congruences  et  des  configurations  li- 
néaires. 

Padova  (E.).  —  Du  mouvement  d'un  ellipsoïde  dans  un  fluide  m- 
compressible  et  indéfini.  (6p.) 

L'auteur,  suivant  la  méthode  employée  par  Riemann  pour  traiter 
le  problème  de  la  détermination  du  mouvement  d'un  corps  homogène 
dans  un  fluide  indéfini  et  incompressible,  quand  les  forces  qui  solli- 
citent les  divers  points  du  corps  sont  égales  entre  elles  en  direction 
et  en  intensité,  et  pour  appliquer  la  solution  générale  de  ce  problème 
au  cas  où  le  corps  mobile  est  une  sphère,  traite  le  cas  où  le  corps 
mobile  est  un  ellipsoïde  à  trois  axes. 

MoLLAME  (V.).  —  Solution  de  quelques  questions  de  Géométrie ^  pro- 
posées dans  /'Exlucational  Times.  (4  p) 
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BiTojNTi  (V.-N.).  —  SohUhn  d*une  que$ium  Urée  du  même  noêd. 
{3  p.) 

CAssÀifi  (P.).  —  Noie  sur  la  conique  des  neuf  painis  et  des  ne»/ 
droites.  (3  p.) 

L'équation  de  la  conique  est  donnée  sous  la  forme  d'un 
nant  jacobien.  G.  B. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadàiebs  des  séâhcbs'db  l'âcadéib 
Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuek  (*). 

T.  LXX. 

NO  23.  Siaiee  h  6  jiii  187». 

P.  Secchi.  —  Sur  le  déplacemeni  des  raies  observées  dans  le  ^feetn 
solaire. 

M.  Mâhiîheim.  —  Détermination  du  plan  osculaieur  el  du  ra§m  è 
courbure  de  la  trajectoire  d*un  point  quelconque  d*u$u  droiU  que  fes 
déplace  en  l 'assujettissant  d  certaines  conditions. 

Si  Ton  considère  le  déplacement  d'une  droite  dans  l'espace,  oi 
peut  se  proposer  de  déterminer,  pour  la  trajectoire  d'un  de  ses  pointi: 
I**  la  tangente  à  cette  trajectoire;  a**  le  plan  osculateur;  3®  le  nyca 
de  courbure.  En  faisant  usage  de  la  notion  si  importante  de  la  ànibe 
conjuguée  due  à  M.  Chasles,  M.  Mannheim  a  donné  la  solatioi 
complète  de  la  première  question  dans  son  Étude  sur  le  déplaeemffi 
d'une  figure  de  forme  invariable  (**). 

Pour  les  deux  autres  questions  qui  n'ont  pas  encore  été  traitées, 
M.  Mannheim  est  conduit  à  introduire  une  nouvelle  droite,  qn'O 
propose  d'appeler  deuxième  conjuguée^  et  qui  permet  d'obtenir,  <k 
la  manière  la  plus  simple,  tous  les  éléments  géométriques  du  second 
ordre. 

M.  C.  WoLF.  —  Observations  relatives  à  la  division  décimale  iu 
angles  et  du  temps^  proposée  par  M.  d'Abbadie. 

«  Tout  en  appréciant  les  raisons  que  M.  d'Abbadie  vient  de  déie* 


(*)  Voir  Bulletiiiy  p.  3iG. 

(**)  Mémoires  des   Savants  étrangers,   t.  XX,  et  Jomrnat  de  l'teoU  PoèjrteekMsfm, 
43"  cahier. 
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lopper,  pour  la  division  décimale  correspondante  des  angles  et  du 
temps,  il  me  semble,  dit  M.  Wolf,  qu'on  obtiendrait  les  mêmes 
avantages,  d*ime  manière  plus  simple  et  même  plus  rationnelle,  en 
appliquant  la  division  décimale  au  cercle  et  au  jour,  et  non  pas  au 
(piart  du  cercle  et  au  quart  du  jour.  Dans  le  cercle  et  dans  le  jour, 
nous  possédons  des  unités  données  par  la  nature^  en  prendre  le 
quart  pour  une  nouvelle  unité,  c'est  introduire  tout  d'abord  quelqui' 
chose  d'arbitraire.  Outre  cela,  la  division  décimale  du  jour  est  déjà 
en  usage  dans  maints  calculs  astronomiques,  tandis  que,  vraisembla- 
blement, les  Astronomes  ne  se  prêteraient  pas  très-facilement  à 
adopter  le  quart  du  jour  en  unité.  » 

M.  d'Abbadie  répond  en  ces  termes  : 

tf  Le  quart  du  cercle  est  l'unité  naturelle,  employée  de  tout  temps 
pour  les  fonctions  trigonométriques  ;  je  n*ai  pas  proposé  de  changer 
cette  unité,  mais,  bien  de  la  diviser  décimalement,  en  revenant  aux 
idées  si  justes  de  Lagrange,  Laplace,  Ideler,  Borda,  etc.  Les  analystes 
ont  toujours  rapporté  les  fonctions  de  Tangle  au  quadrant  et  non  au 
cercle  entier.  Si  le  jour  tout  entier  était  divisé  en  lo  ou  en  loo,  on 
ne  pourrait,  sans  une  multiplication  préalable,  prendre  le  sinus,  etc., 
d'un  angle  horaire,  ainsi  que  le  besoin  s'en  fait  sentir  continuelle- 
ment. On  a  bien  plus  rarement  la  nécessité  de  diviser  la  circonfé- 
rence par  lo  ;  mais,  dans  ce  cas,  il  suffirait  de  diviser  par  4  le  frac- 
tionnement décimal  proposé  par  Lagrangc,  et  appliqué  au  temps,  en 
prenant  comme  unité  l'intervalle  de  six  heures.  J'ai  peine  à  com- 
prendre ce  qu'il  y  a  d'arbitraire  dans  le  quart  du  cercle  pris  comme 
unité.    » 

D  nous  semble  que,  en  déflnitive,  dans  cette  discussion,  tout  le 
inonde  a  raison.  S'il  n'y  avait  que  le  temps  à  compter,  le  jour  serait 
l'unité  la  plus  naturelle^  on  ne  peut  méconnaître,  d'autre  part,  que 
le  quadrant  ne  soit  l'unité  désignée  pour  les  angles.  Si  l'on  veut, 
comme  cela  serait  très-utile,  faire  concorder  les  deux  divisions,  il  faut 
de  toute  nécessité  sacrifier  une  des  deux  unités  naturelles,  mais  nous 
ne  pouvons  admettre,  avec  M.  Wolf,  que  le  cercle  entier  soit  l'unité 
naturelle  des  angles. 

MM.  Kleih  et  Lie.  —  Sur  une  certaine  famille  de  courbes  et  de 
surfaces. 
Dans  cette  Note  se  trouvent  rapidement  résumés  Ics^  résultats 
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d'une  étude  neuve  et  importante,  entreprise  par  les  deux  jeunes 
géomètres  de  Goettingue  et  de  Christiania. 

Ces  deux  savants  se  sont  proposés  la  question  suivante  :  Trouver 
toutes  les  courbes  et  toutes  les  surfaces  qui  se  transforment  en  elles- 
mêmes  par  une  infinité  de  transformations  linéaires  ou  homogra- 
phiques,  permettant  d'amener,  en  général,  chaque  point  de  la  courbe 
en  tout  autre  point. 

Parmi  ces  transformations,  il  y  en  a  qui  amènent  tous  les  points 
dans  des  positions  infiniment  voisines.  On  est  ainsi  conduit  i  un 
système  d'équations  différentielles  dont  on  obtient  l'intégrale  la  plus 
générale. 

Les  courbes,  résultat  de  cette  intégration,  et  définies  par  la  pro- 
priété que  nous  venons  d'indiquer,  sont  appelées,  pour  abréger,  des 
courbes  V.  On  remarque  parmi  elles  les  paraboles,  la  spirale  loga- 
rithmique, les  courbes  gauches  du  quatrième  ordre  avec  rebrousse- 
ment,  les  transformées  linéaires  de  la  loxodromie  sur  la  sphère. 

Quant  aux  surfaces  V,  elles  comprennent  toutes  celles  qui  sont 
les  transformées  homographiques  des  surfaces  comprises  dans  l'équa- 
tion 

j;«/*s«z=const., 
etc.,  etc. 

La  Note  se  termine  par  l'énoncé  d'une  proposition  très-générale, 
relative  à  ces  courbes  et  à  ces  surfaces. 

N»  24.  Sime  it  13  jiii  187». 

M.  Y  VON  ViLLÀRCE4u.  —  Remarques  relatives  d  la  division  décimale 
des  angles  et  du  temps, 

M.  Villarceau  pense  avec  M.  Wolf  que  l'unité  naturelle  des  angles 
est  le  cercle  ou  le  tour,  11  croit  qu'il  y  aurait  avantage  à  adopter  cette 
unité  d'angle  à  la  place  du  quadrant,  dont  le  nom  même  rappelle 
qu'il  ne  peut  être  une  unité. 

M.  Le  Besgue.  —  Démonstration  de  la  méthode  de  Jaeobi  pour  la 
formation  de  la  période  d'une  racine  primitive. 

Cette  démonstration  très-intéressante  n'est  malheureusement  pas 
de  nature  à  être  analysée. 

M.  Combes.  —  Noie  accompagnant  la  présenlation  de  /'Introduction 
à  la  Mécanique  industrielle  de  Poncclet. 

On  sait  que  cet  ouvrage  de  Poncelet  a  été  publié  en  1829^  il  était 
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destine  à  compléter  les  leçons  que  Poncelet  professait,  à  cette  époque, 
au  ouTiiers  de  la  ville  de  Metz.  La  deuxième  édition,  plus  complète, 
(btinise  à  l'impression  vers  i83o;  elle  ne  fut  publiée  qu'en  1839. 

La  nouvelle  édition  est  augmentée  de  Notes  dues  à  la  plume  de 
M.  Kretz,  et  dans  lesquelles  sont  exposées  les  notions  essentielles  sur 
la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Voici  comment  s'exprime 
H.  Combes  au  sujet  de  cet  ouvrage  de  Poncelet  : 

«  Vlniradueiion  d  la  Mécanique  indu$trielle  est  une  des  œuvres  les 
plus  achevées  de  Poncelet.  File  porte  l'empreinte  de  ce  génie  sagace, 
laborieux,  patient,  difficile  pour  lui-même,  qui  voulait  et  savait 
creuser  son  sujet  jusqu'au  fond.  Quoiqu'elle  sorte  du  cercle  des 
itiences  abstraites,  elle  a  gardé  et  conservera  dans  l'avenir  toute  son 
utilité  et  sa  valeur  scientifique  \  elle  restera  un  modèle  des  Traités  de 
Mécanique  appliquée,  et  ne  contribuera  pas  moins  que  les  travaux 
qui  l'ont  précédée  à  la  gloire  de  notre  confrère.  » 

M.  A.  Mâknhbim.  —  Construciion  de  Vaxe  de  courbure  de  la  sur- 
fât$  détdoppable  enveloppe  d'un  plan  dont  le  déplacement  est  assujetti  d 
terlûi^ei  eondiiions. 

Dans  cette  nouvelle  Communication,  M.  Mannheim  considère  la 
figure  invariable  formée  par  un  système  de  plans  parallèles  à  une 
même  droite,  et  il  établit  la  liaison  qui  existe  entre  les  courbures  des 
surfaces  développables  que  ces  plans  enveloppent  pendant  leur  dé- 
placement. 

Poor  ladéveloppable  enveloppe  d'un  plan,  M.  Mannheim  emploie 
ia  droite  d'intersection  de  deux  plans  normaux  infiniment  voisins 
menés  par  deux  génératrices  voisines  de  la  surface,  et  il  appelle  cette 
droite  axe  de  courbure.  En  employant  les  théorèmes  relatifs  au  dépla- 
cement d'un  solide  invariable  démontrés  dans  ses  études  précédentes, 
Tauteur  est  conduit  à  la  solution  du  problème  suivant  : 

t  Quatre  plans  parallèles  à  une  même  droite  G  forment  une 
ifore  de  grandeur  invariable  se  déplaçant  en  touchant  respective- 
ment quatre  surfaces  données^  construire,  à  un  instant  quelconque, 
l'axe  de  courbure  de  la  développable  enveloppe  d'un  plan  invaria- 
blement lié  aux  premiers,  et  qui  est  aussi  parallèle  à  G.  » 

M.  No&MÀN-LocKTER.  —  Obscrvatlons  spectroscopiques  du  Soleil, 

M.  WiniiEGKE.  —  Éphéméride  de  la  nouvelle  comète  observée. 
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MM.  Klein  et  Lie.  —  Sur  une  certaine  famille  de  courbes  et  de 
surfaces. 

Dans  cette  Note,  MM.  Klein  et  Lie  complètent  la  Commanication 
faite  par  eux  dans  la  séance  du  6  juin,  en  ajoutant  un  grand  nombre 
de  théorèmes  importants  à  ceux  qu'ils  ont  déjà  donnés. 

M.  J.  Boussiuesq.  —  Essai  sur  la  théorie  de  l* écoulement  d 'un  liquUf 
par  un  orifice  en  mince  paroi  (suite). 

[Voir  la  séance  du  3i  janvier,  Bulletin,  p.  32.) 

M.  Clausivs.  —  Sur  une  quantité  analogue  au  potentiel  et  sur  un 
théorème  y  relatif. 

Dans  cette  Note,  M.  Clausius  établit  le  théorème  suivant  de  Méca- 
nique :  Soit  donné  un  système  de  points  matériels  m,  m\  w*,- 
de  coordonnées  or,  y,  js;  x',  y'^  '^•••9  qui  sont  soumis  à  des  fortrs 
dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z^  X',....  Formons  la  somme 


s?  [{wh  i^h  (S)'] 


OU,  en  désignant  par  ^,  ^',  v»",..  les  vitesses  des  points,  la  somm' 
\ >  appelée  force  vive  du  système,  et  formons  de  plus  la  somme 

dont  M.  Clausius  appelle  la  valeur  moyenne  le  viriel  du  système.  On 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  force  vive  moyenne  du  système  est  égale  à  son  viriel. 

M.  Mai:rice  Levy.  —  Mémoire  sur  les  équations  générales  des  mou- 
vements ultérieurs  des  corps  solides  ductiles  au  delà  des  limites  où  i  Vto- 
ticité  pourrait  les  ramener  à  leur  premier  état.  Mémoire  présenté. 
(Extrait.) 

Dans  ce  Mémoire  se  trouvent  établies  pour  des  mouvements  quel- 
conques dans  Tespace,  et  aussi  pour  ceux  du  cas  important  où  tout 
est  symétrique  autour  d'un  axe,  les  équations  générales  de  ces  moa- 
vements  de  déformation  des  masses  ductiles,  qui  avaient  été  donnée! 
par  M.  de  Saint- Venant^  dans  une  Note  du  j  mars  1 870,  pour  le  seul 
cas  de  mouvements  tous  semblables  dans  des  plans  parallèles,  où  Too 
peut  abstraire  la  dimension  qui  leur  est  perpendiculaire,  et  ne  con- 
sidérer que  deux  des  trois  coordonnée»  des  points. 
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M.  G.  Daeboux.  —  Sur  la  turface  des  centres  de  courbure  d^une 
marfaee  algébrique. 

Dans  cette  Note  se  trouvent  déterminés  l'ordre,  la  classe,  et  quel- 
(pes-nnes  des  singularités  de  la  surface  des  centres  de  courbure.  D 
inX  indiquer  que  déjà,  dans  un  Mémoire  sur  les  caractéristiques  des 
systèmes  de  surfaces  du  second  ordre,  inséré  aux  NouveUes  Annales 
ù  Maikémaiiqueê  (t.  Vil,  2*  série),  M.  Zeuthen  avait  résolu  quel- 
ques-unes des  questions  traitées  par  M.  Darboux. 

N»96.  »aMe4i27jiiil87». 

M.  Ho€sL.  —  Sur  le  choix  de  l'unité  angulaire. 
Cette  Note  se  rapporte  à  la  discussion  dont  nous  avons  déjà  parlé 
plus  haut;  elle  nous  parait  concluante. 

M.  Ttoh  Yiixâecbau.  —  Observations  relatives  à  l'objet  de  la  Corn- 
musiùeaiUm  qui  précède. 

M.  HoppB.  —  Corollaire  au  théorème  de  M.  Crofton. 

Cette  Note  se  rapporte  à  un  théorème  dont  nous  avons  déjà  parlé 
etqni  a  été  donné  dans  les  Comptesrendus  (t.  LXV,  p.  994)-  M.  Hoppe 
(ait  au  sujet  de  ce  théorème  et  de  la  démonstration  qui  en  a  été  donnée 
psr  M.  Serret  une  remarque  ingénieuse.  L'expression  de  l'intégrale 
étendue  à  l'aire  se  compose  de  trois  parties,  l'une  algébrique,  l'autre 
drcolaire  et  enfin  la  dernière  est  le  produit  d'un  logarithme  par  la 
Rirfice  d'un  polygone.  Or  on  sait  que  ces  trois  formes  sont  irréduc- 
tibles l'une  à  l'autre.  Alors  en  séparant  ces  trois  espèces  de  termes^ 
le  théorème  de  M.  Crofton  se  décompose  en  trois  autres. 

M.  F.  Lucas.  —  Nouvelles  propriétés  de  la  fonction  potentielle. 

Cette  Note  traite  surtout  des  propriétés  du  potentiel  dans  un  sys- 
tème d'atomes.  Nous  rendrons  compte  du  travail  in  extenso  publié 
dois  le  journal  de  M.  Liouville. 

M.  MiUTiif  DE  BasTTES.  —  Détermination  de  l'épaisseur  du  blin- 
'ije  ai  fer  que  peut  traverser  un  projectile  dont  on  connaît  le  poids,  le 
ottrt  (t  la  vitêSMe  d^arrivée. 

T.LXXI. 

N*  1.  Steee  h  4  jiiU<l  187«. 

M.  Dkuobat.  —  Noie  sttr  le$  pyramides  de  ViUejuiftt  deJuvisy. 
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M.  Serret.  —  Rapport  $ur  un  Mémoire  de  M.  Bouqueij  relatif  à  la 
théorie  des  inlégrakê  uttra-elliptiques. 

a  Le  Mémoire  de  M.  Bouquet  dont  rAcadémie  nous  à  chaînés  de 
lui  rendre  compte  se  rapporte  au  célèbre  théorème  d'Abel  sur  les 
transcendantes  ultra-elliptiques,  et  il  a  exclusivement  pour  objet  la 
démonstration  d'un  théorème  nouveau  qui  peut  être  regardé  comme 
un  complément  de  celui  d'Abel,  au  moins  en  ce  qui  concerne  le  cas  le 
plus  simple  des  transcendantes  de  première  espèce  d'une  classe  quel- 
conque. Ce  cas  est  le  seul  que  l'auteur  ait  développé,  mais  l'analyse 
dont  il  a  fait  usage  est  assurément  susceptible  d'extension. 

»  Dans  le  cas  dont  il  s'agit,  le  théorème  d'Abel  assigne  une  valeur 
constante  à  une  certaine  somme  d'intégrales  du  même  élément  diffé- 
rentiel, prises  avec  des  signes  convenables  ;  on  peut  supposer  que  les 
limites  inférieures  de  ces  intégrales  soient  zéro,  et  les  limites  supé- 
rieures sont  des  variables  liées  entre  elles  par  des  équations  algé- 
briques. 

»  C'est  l'étude  de  la  constante  du  théorème  d'Abel  que  M.  Bouquet 
a  entreprise,  et  cet  habile  géomètre  est  parvenu  à  démontrer  qu'on 
en  obtient  la  valeur  en  ajoutant  entre  eux  un  certain  nombre  d'éfé- 
ments  fixes^  après  les  avoir  multipliés  par  des  nombres  entiers,  qui 
peuvent  être  positifs,  nuls  ou  négatifs.  Les  éléments  dont  je  parle 
sont  des  intégrales  définies  qui  répondent  au  même  élément  différen- 
tiel que  celles  à  la  limite  supérieure  variable  auxquelles  se  rapporte 
le  théorème  d'Abel  -y  elles  sont  prises,  conmie  celles-ci,  à  partir  de 
zéro,  et  leurs  limites  supérieures  sont  les  valeurs  de  la  variable  pour 
lesquelles  l'élément  différentiel  devient  infini. 

»  La  démonstration  que  M.  Bouquet  a  donnée  de  son  théorème  est 
remarquable  par  sa  simplicité.  Prenant  pour  point  de  départ  des  ré- 
sultats importants  dus  à  ses  devanciers  et  particulièrement  k  M.  Pni- 
seux,  l'auteur  a  su  mettre  habilement  a  profit  la  considération,  rec<m- 
nue  aujourd'hui  indispensable,  de  l'intégration  exécutée  suivant  des 
contours  quelconques. 

»  Le  résultat  obtenu  par  M.  Bouquet  remplit  un  deiideraiam  si- 
gnalé à  plusieurs  reprises  par  Legendre.  L'illustre  fondateur  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  a  développé  dans  le  tome  HI  de  son 
ouvrage  (3**  supplément)  un  grand  nombre  d'applications  du  théo- 
rt*me  d'Abel,  et  il  s'est  occupé,  à  l'yard  de  quelques  transcendantes 
parliculières,  de  la  détermination  de  la  constante.  «  Cette  question. 
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»  dît-il,  dont  il  ne  parait  pas  qu'on  puisse  donner  la  solution  a  priori 
»  et  d*une  manière  générale,  mérite  de  fixer  Tattention  des  analystes 
»  par  les  résultats  très-peu  variés  et  très-simples  qu'on  obtient  cons- 
I  tamment  dans  les  cas  particuliers,  d  Traitant  à  un  autre  endroit 
desmèmes  transcendantes  particulières,  il  affirme,  quoiqu'il  n'en  ait 
pts  la  démonstration,  que  la  constante  peut  toujours  s'exprimer  par 
kl  deux  mêmes  élémenis,  quel  que  soit  le  nombre  des  intégrales  dont 
la  somme  algébrique  a  pour  valeur  cette  constante  ;  et  il  ajoute  : 
«  Des.  exemples  nombreux  appuient  cette  assertion,  que  la  théorie 
•  n'a  pas  jusqu'à  présent  établie  d'une  manière  absolument  cer- 
>  taine.  » 

»  La  généralité  de  ce  fait  analytique,  qu'admettait  Legendre,  est 
mise  hors  de  doute  par  le  théorème  de  M.  Bouquet,  duquel  elle  re- 
faite immédiatement. 

»  En  résumé,  le  Mémoire  de  M.  Bouquet  renferme  un  résultat 
nouveau  et  intéressant.  Nous  proposons  donc  à  l'Académie  de  lui 
accorder  son  approbation,  et  d'en  ordonner  l'insertion  dans  le  Re- 
«et/  des  Savanis  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

MM.  C.  WoLP  et  Ratet.  —  Sur  kU  umiêre  de  la  comète  de  Winnecke. 
(Comète  I,  1870.) 

M.  E.  CATÂLÂif .  —  Remarques  sur  une  Note  de  M,  Darboux^  relative 
i  la  surface  des  centres  de  courbure  de  r ellipsoïde. 

Dans  une  précédente  G)mmunication  (*),  M.  Darboux  a  eu  à 
considérer  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure,  et  il  avait 
cnoncé  la  proposition  générale  suivante  : 

Liant  donnée  une  équation  différentielle 


•^(''^'è)=°' 


si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  deux  valeurs 

de  -^  fournies  par  l'équation  précédente  deviennent  égales,  le  lieu 

de  ces  points  n'est  pas  en  général  l'enveloppe  des  solutions  particu- 
lièies.  C'est  un  lieu  de  points  de  rebroussement  pour  les  courbes 


(*)  Voir  Bmlfetim,  p.  SSg. 
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représentant  les  différentes  solutions  particulières.  Par  exemple,  si 
Ton  considère  l'équation  simple 

Téquation 

R  =  B>~4AG=:o 

représente  une  courbe  pour  les  points  de  laquelle  les  deux  râleurs 

de  —  deviennent  égales;  mais  cette  courbe  n'est  pas  en  général  Ten- 

vcloppc  des  courbes  représentant  les  solutions  particulières.  Ce  théo- 
rème est  confirmé  par  plusieurs  exemples  géométriques  très-généraux. 
Ainsi,  si  Ton  considère,  'sur  une  surface  d'un  ordre  supérieur  i  a 
la  courbe  parabolique  séparant  les  points  pour  lesquels  la  courbure 
de  la  surface  est  négative  de  ceux  pour  lesquels  les  rayons  de  cour- 
bure sont  de  même  signe,  cette  ligne  parabolique  n'est  pas  tangente 
en  général  aux  lignes  asymptotiques  \  celles-ci  ne  peuvent  pénétrer 
dans  la  région  où  la  surface  est  convexe,  elles  viennent  couper  la 
ligne  parabolique  sous  un  angle  fini  et  ont,  sur  cette  ligne,  un  point 
de  rebroussement. 

Mais  la  proposition  générale  qui  précède  est,  par  sa  nature  même, 
sujette  à  des  exceptions.  Il  est  bien  vrai,  pour  citer  un  exemple  sem- 
blable, qu'en  général  une  courbe  n'a  qu'ime  seule  tangente  en  un 
point,  qu'en  général  on  ne  sait  pas  int^rer  une  équation  diflKren- 
ticllc.  M.  Catalan  a  cependant  contribué  lui-même  à  réduire  le  nom- 
bre de  celles  qu'on  ne  sait  pas  intégrer.  Aussi  n'est-il  pas  difficrile  de 
donner  une  infinité  d'exemples  dans  lesquels  la  proposition  de  M.  Dar- 
boux  est  en  défaut.  Pour  l'infirmer,  il  faudrait  prouver  qu'elle  n'a 
pas  lieu  en  général,  et  c'est  ce  que  M.  Catalan  ne  fait  pas.  H  y  a  li 
un  simple  malentendu. 

M.  Catalan  indique  encore  dans  sa  Note  certaines  formules  rda- 
tives  à  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'ellipsoïde,  comme  ayant 
été  données  par  lui  dans  ses  Mélatigei  mathémoHques,  p.  a63.  Enfin, 
il  termine  par  trois  propositions  sur  cette  surface.  Voici  l'une  de  ces 
propositions  : 

Le  long  d'une  même  ligne  de  eawrimre  de  VelUfêMe,  k  ntgan  frm» 
cipal  mrie  en  raison  inrerse  de  Im  diêiance  du  cenire  em  pUm  UmgetU. 
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N<^  2.  SéiMe  iïï  U  jiillel  187». 

Séance  publique  (*). 

><>  3.  SéiMe  it  18  jiillet  1870. 

M.  Duhamel  fait  hommage  à  VÀcadémie  du  volume  qui  forme  la 
fiêlriême  partie  de  son  outrage  :  Des  Méthodes  dans  les  Sciences  de 
nisonnement. 

fl  J'ai  l'honneur  de  présenter  à  l'Académie  la  dernière  Partie  de 
«on  ouvrage  sur  les  Méthodes  dans  les  Sciences  de  raisonnement. 
Duis  la  première  partie,  j'ai  exposé  d'une  manière  générale  la  marche 
ipe  Ion  doit  suivre  dans  la  recherche  ou  la  démonstration  de  la  vérité, 
et  dans  l'établissement  d'une  science  de  raisonnement.  J'en  ai  fait 
d'abord  l'application  aux  sciences  les  plus  simples,  celle  des  nombres 
et  celle  de  l'étendue  :  je  considère  aujourd'hui  la  science  des  forces. 
»  Les  données  des  deux  premières  sont  fondées,  jusqu'à  un  cer- 
\m  point,  sur  l'observation;  mais  elles  sont  d'une  telle  nature,  que 
l'esprit  conçoit  qu'elles  subsisteraient  lors  même  que  le  monde  maté- 
nd  serait  anéanti.  D  n'en  est  pas  de  même  de  la  science  des  forces; 
die  dépend  de  la  nature  de  ce  monde,  qui  aurait  pu  être  créé  diffé- 
rent de  ce  qu'il  est,  et  soumis  à  d'autres  lois.  Les  données  de  cette 
ideDce  doivent  donc  reposer  sur  l'observation  de  ces  lois,  et  sur  des 
cipériences  propres  à  les  manifester. 

»  n  est  un  point  sur  lequel  nous  espérons  obtenir  l'assentiment  des 
géomètres  et  des  philosophes  :  jusqu'ici,  dans  l'étude  du  mouvement 
produit  par  les  forces,  on  a  commencé  par  considérer  ce  qu'on  appelle 
\t  WHmtetÊÊent  absolu;  et  ce  n'est  qu'après  en  avoir  établi  la  théorie 
^'on  passe  à  celle  du  mouvement  relatif.  Nous  nous  sonmies  placé 
dans  on  ordre  d'idées  tout  différent  :  nous  ne  fondons  rien  sur  le 
OMRiYement  ou  le  repos  absolu  ;  nous  n'en  parlons  même  que  pour 
combattre  cette  notion,  qui  ne  repose  que  sur  la  fixité  supposée 
les  points  de  l'espace  absolu,  c'est-ànlire  sur  un  cercle  vicieux,  où 
cnire  la  considération  d'un  être  purement  imaginaire.  » 

M.  ]«  Sài9T-VEifAKT.  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule 
^  fropagation  d'une  onde  ou  d'une  intumescence  dans  un  canal  pris- 
iM^igney  et  remarques  sur  la  propagation  du  son  et  de  la  lumière,  ainsi 
'\ue  $ur  la  distinction  des  rivières  et  des  torrents. 

',*}  Voir  Bnlletin,  p.  a54- 
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M.  Painvin.  —  Détermination  dei  éléments  de  Varête  de  rebrouisi' 
ment  d'une  surface  développable^  définie  par  ses  équatùms  langentieUet, 

Cette  communication  remplit  une  lacune  qui  existait  dans  les 
formules  relatives  aux  courbes.  Etant  donnée  une  courbe  dé&nie  pir 
ses  équations  ordinaires,  on  saura  trouver,  en  appliquant  les  fommles 
usuelles,  les  éléments  géométriques  se  rapportant  &  cette  couièe. 
Mais  il  arrive  assez  souvent  qu'une  courbe  ne  peut  être  définie  d'une 
manière  simple  que  par  ses  plans  osculateurs,  ou,  si  l'on  veut,  par 
ses  équations  tangentielles.  M.  Painvin  donne  le  moyen  d'obtenir 
directement  tous  les  éléments  de  la  courbe. 

L'application  de  ces  formules  à  la  surface  développable  drcon- 
scrite  à  une  surface  du  second  ordre  et  à  une  spbëre  a  conduit 
M.  Painvin  à  des  résultats  très-dignes  d'intérêt.  En  particulier,  l'arête 
de  rebrousscmcnt  de  cette  surface  est  rectifiable. 

M.  F.  Lucas.  —  De  la  possibilité  d'obtenir  des  signaux  de  feêà 
longue  portée. 

M.  SoNKEL.  —  Étude  photographique  du  Soleil  à  VObservatoirt  dr 
Paris. 

N^  4.  Séaice  di  25  jiillet  187*. 

P.  Secchi.  —  Nouvelles  remarques  sur  les  spectres  fournis  par  i&ttn 
types  d'étoiles. 

M.  Faye.  —  Sur  une  brochure  nouvelle  de  M.  Hirn. 

M.  Bertrand. —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Massieu,  intitulé: 
Mémoire  sur  les  fonctions  des  divers  fluides  et  sur  la  théorie  des 
vapeurs. 

Dans  ce  Rapport,  M.  Bertrand  rend  compte  d'un  important  trirail 
de  M.  Massieu,  qui  constitue  un  progrès  des  plus  sérieux  dans  li 
théorie  nouvelle  de  la  chaleur. 

<c  Le  Mémoire  de  M.  Massieu,  dont  nous  venons  rendre  compte  i  i 
l'Académie,  nous  semble  conçu  dans  un  excellent  esprit.  Acceptant*  ' 
sans  les  discuter  et  sans  s'arrêter  à  les  démontrer  de  nouveau  les  dent 
théorèmes  importants  dont  on  a  fait  la  base  de  la  théorie  mathéma- 
tique des  effets  calorifiques,  M.  Massieu  s'attache  d'abord  à  les  résu- 
mer sous  la  forme  la  plus  simple,  et  son  travail  apporte  à  cette 
théorie  tant  étudiée  un  progrès  réel  et  incontestable. 
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»  Le  problème  dont  la  solution  rendrait  la  théorie  parfaite  et  défi- 
nitive serait  celui-ci. 

ff  Exprimer  pour  chaque  corps,  en  fonction  de  deux  variables 
»  indépendantes,  la  température  et  la  pression,  par  exemple,  les 
»  divers  éléments  physiques  qui  en  dépendent,  tels  que  le  volume  et 
»  les  deux  caloriques  spécifiques.  En  se  bornant  à  ces  trois  inconnues 
»  qu^il  semble  impossible  de  séparer,  la  théorie  générale,  résumée 
»  dans  deux  théorèmes,  dont  Tun  peut  s'appeler  théorème  de  Camot 
»  ou  de  Clausius,  et  Tautre  théorème  de  Mayer  ou  de  Joule,  fournit 
))  deux  équations  seulement  entre  trois  inconnues,  qui  restent  par 
»  conséquent  indéterminées,  et  il  ne  saurait  en  être  autrement, 
A  puisque  les  relations  k  obtenir  changent  complètement  de  forme 
»  —  cela  parait  évident  —  avec  la  nature  et  Tétat  des  corps.  » 

»  La  première  partie  du  travail  de  M.  Massieu,  consacrée  à  ce 
problème  général,  en  donne  la  solution  complète  et  fort  simple,  dans 
Texpression  de  laquelle  figure  explicitement  une  fonction  arbitraire 
qu'il  nomme  caractéristique,  et  dont  la  forme,  variable  d'une  sub- 
stance à  l'autre,  peut  servir  à  caractériser  chacune  d'elles  en  déter- 
minant tous  ses  éléments  calorifiques. 

»  L'intégration  complète  de  deux  équations  différentielles  par- 
tielles du  second  ordre  doit  sembler,  dans  l'état  de  la  science,  une 
bonne  fortune  inespérée  qu'aucune  méthode  connue  ne  pourrait 
promettre.  Aussi  n'est-ce  pas  par  cette  voie  que  M.  Massieu  aborde 
le  problème.  Les  deux  équations  dont  il  s'agit  expriment,  on  le  sait, 
qae  certaines  expressions  sont  des  diâérentielles  exactes;  c'est  en 
prenant  pour  inconnues  leurs  intégrales,  ou  plutôt  en  les  considérant 
comme  données,  que  Ton  obtient  la  solution  dont  l'extrême  sim- 
plicité accroît  plutôt  qu'elle  n'amoindrit  le  mérite.  Nous  croyons 
utile  de  donner  ici  l'expression  complète  des  formules  les  plus  simples 
définitivement  adoptées  par  M.  Massieu. 

»  Soit  dQ  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  faire  passer  un 
corps,  de  la  température  I  à  la  température  I  -4-  dl,  et  du  volume  9 
au  volume  v  -hdç-^  on  sait  que,  p  désignant  la  pression,  et  A  un  coef- 
ficient constant  pour  tous  les  corps,  les  expressions 

dQ  —  Apdv, 
rfQ 

Ùmll.  ées  Science»  mathém.  et  tistron.^  t,  I.  (Nofembre  1870.;  ^3 
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où  T  désigne  la  température  absolue  comptée  à  partir  de  —  273  de- 
grés, doivent  être  des  différentielles  exactes^  et  que  c'est  ainsi  qœ 
peuvent  se  traduire  les  deux  théorèmes  fondamentaux  de  la  théorie 
nouvelle. 

»  Posons  donc 

dQ-kpdv  =  dV; 
nous  en  conclurons 

rfU-4-A/irfi'-HSrfT  =  SrfT4-TrfS  =  d{TS); 
on  a  donc 


Posons 


nous  aurons 


SdT-^Apdv^diTS-V). 


H  =  TS-U, 


rfH  =  SrfT  -♦-  Apdv. 


La  fonction  H  est  caractéristique  du  corps,  et  M.  Masûea  monM 
très-aisément  que,  cette  fonction  étant  connue,  on  peut,  par  de  sinpiai 
difierentiations,  exprimer  toutes  les  propriétés  calorifiques  dn  ceK|l 
correspondant,  au  moyen  de  cette  fonction  H  et  de  ses  dérivées.  OU 
a,  par  exemple,  pour  représenter  les  deux  chaleurs  spécifiques,         1 


*=T 


A^  =  T 


\dsdvj 

d'Ji 

do  ' 


Le  coefficient  de  dilatation  ^  à  pression  constante,  c'est-à-dire  le  nj^ 
port  de  la  dérivée  du  volume  -j-  au  volume  lui-même,  est 

rf»H 
^  I  dvdi 
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et  le  coeflicient  de  dilatation  à  volume  constant  J3^  est 

dvdt 

du 

j»  Quoique  cette  première  partie  du  Mémoire  de  M.  Massieu  ne 
contienne  aucun  principe  théorique  nouveau,  et  qu'elle  se  résume 
dans  l'expression  plus  simple  et  plus  élégante  de  deux  théorèmes 
très-connus,  nous  n'hésitons  pas  à  la  déclarer  très-digne  de  l'appro- 
bation de  l'Académie  ;  l'introduction  de  la  fonction  caractéristique 
dans  les  formules  qui  résument  toutes  les  conséquences  possibles  des 
deux  théorèmes  fondamentaux  semble,  pour  la  théorie,  un  service 
analogue  et  presque  équivalent  à  celui  qu'a  rendu  M.  Clausius,  lors- 
qu'il a  donné  au  théorème  de  Camot  l'expression  si  élégante  et  si 
lumineuse  qui  le  rattache  à  la  fonction  nommée  par  lui  entropie, 

n  M.  Massieu,  après  avoir  proposé  pour  l'étude  des  corps  l'emploi 
nouveau  de  la  fonction  caractéristique,  recherche  Texpression  de 
cette  fonction  pour  les  gaz  parfaits  d'abord,  pour  les  vapeurs  satu- 
rées et  pour  les  vapeurs  surchauffées. 

9  L'étude  des  gaz  parfaits,  c'est-à-dire  des  fluides  qui  suivraient 
rigoureusement  les  lois  de  Mario tte  et  de  Gay-Lussac,  ne  laisse  sub- 
sister qu'une  inconnue  :  le  calorique  spécifique  à  pression  constante  ^ 
en  admettant,  ainsi  que  l'a  trouvé  M.  Regnault  pour  quelques  gaz, 
qu'on  puisse  le  considérer  comme  constant,  le  problème  est  entière- 
ment résolu.  M.  Massieu  pourtant  y  applique  ses  formules  et  donne 
l'expression  de  la  fonction  caractéristique  en  fonction  du  volume  et 
de  1  a  température . 

»  En  étudiant  ensuite  les  vapeurs  saturées,  M.  Massieu  retrouve 
d'une  manière  élégante  des  résultats  célèbres  et  déjà  classiques, 
découverts  par  M.  Clausius,  et  son  seul  but  est,  comme  il  le  déclare, 
de  montrer  par  ces  applications  la  simplicité  et  la  généralité  de  sa 
méthode. 

»  Le  chapitre  relatif  aux  vapeurs  surchauffées  laisse  plus  de  place 

à  l'incertitude;  l'expérience  ici  n'a  pas  encore  suffisamment  préparé 

le  terrain,  et  dans  les  formules  générales  ingénieusement  obtenues 

par  M.  Massieu  subsistent  des  inconnues  sur  lesquelles  on  en  est 

réduit  à  des  hypothèses  plus  ou  moins  plausibles. 

a3. 
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»  M.  Massieu  avait  adopté  d'abord  celle  de  la  constance  do  calo- 
rique spécifique  à  volume  constant,  en  assimilant,  sous  ce  point  de 
vue  très-important  au  moins,  les  vapeurs  à  un  gaz  parfait;  il  y  sub- 
stitue ensuite  une  loi  empirique  qui  permet  une  plus  grande  approii- 
mation,  sans  présenter  toutefois  une  plus  grande  garantie  d'exactitude 
théorique. 

»  M.  Massieu  a  eu  néanmoins,  sur  cette  question  difficile,  le  mérite 
de  donner  une  formule  indépendante  de  toute  hypothèse,  par  laquelle 
toutes  les  questions  relatives  à  l'étude  physique  des  vapeurs  se  titM- 
veront  résolues  le  jour  où  Ton  aura  déterminé,  pour  chaque  tempé- 
rature et  pour  chacpie  pression,  les  valeurs  du  calorique  spécifique  i 
pression  constante. 

»  Conclusions.  —  En  résumé,  le  Mémoire  de  M.  IVIassieu  immi 
parait  très-digne  d'être  approuvé  par  l'Académie,  et  inséré  dans  k 
Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

M.  Laussedat.  —  Restauration  d^un  cadran  solaire  conique  sur  fm 

fragment  rapporté  de  Phéniciepar  M.  Renan. 

i 
M.  Darboi;x.  —  Réponse  aux  observations  de  Jf.  Caialan^  du  ^juiM  j 

dernier. 


MÉLANGES. 

SliR  US  STSTÈin  UmMi  W  COmfiUES  ET  M  SDIFICB  DD  SICMI  MMIl 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

On  sait  qu  on  appelle  points  conjugués  ou  pôles  harmoniques  deu 
points  tels,  que  le  plan  polaire  ou  la  polaire  de  l'un  passe  par  l'autre.  . 
La  théorie  des  points  conjugués  communs  à  plusieurs  sorfaoes  ou 
coniques  n'a  pas  encon;  été  traitée  complètement.  Je  me  prapo* 
d'indiquer  dans  cette  Xote  quelques-uns  des  résultats  que  j'ai  olne- 
nus  dans  l'étude  de  celte  théorie. 

Quand  des  surfaces  passent  par  l'intersection  de  deux  aatKS,  « 
dit  qu  elles  forment  un  faisceau.  On  appelle  réseau  Tensemble  *• 
surfaces  passant  par  l'intersection  de  trois  surfaces  fixes ,  et,  a 
général,  système  linéaire  du  n''-«  ordre  ou  à  n  constantes,  le  systène 
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des  surfaces  qu'on  obtient  en  combinant  linéairement  les  équations 
de  fi+i  surfaces.  Ainsi  l'équation 

représente  un  système  linéaire  d'ordre  n^  on  obtiendra  toutes  les 
surfaces  du  système  en  donnant  aux  paramètres  X,  toutes  les  valeurs 
possibles. 

En  même  temps  que  les  systèmes  linéaires  formés  avec  les  équa- 
tions en  coordonnées  ponctuelles  des  surfaces,  nous  emploierons  les 
systèmes  formés  avec  les  équations  en  coordonnées  tangentielles,  ou 
systèmes  formés  de  surfaces  enveloppes.  Ainsi  le  faisceau  tangentiel 
sera  formé  de  surfaces  inscrites  dans  une  même  développable,  le  réseau 
tangentiel,  de  surfaces  en  général  tangentes  à  huit  points,  etc.  Nous 
dirons  qu'une  quadrique,  lieu  de  points,  est  conjuguée  à  une  qua« 
drique  enveloppe,  toutes  les  fois  que  cette  quadrique  sera  circonscrite 
à  UD  tétraèdre  conjugué  par  rapport  à  la  quadrique  enveloppe.  Cela 
posé,  voici  le  théorème  fondamental  qui  permet  de  ramener  les  uns 
aax  autres  les  problèmes  en  apparence  les  plus  différents. 

A  un  système  linéaire  d'ordre  n  formé  avec  des  équations  en  coor- 
doonées  ordinaires,  correspond  un  système  d'ordre  8  —  n  formé  de 
surfaces  enveloppes.  Toutes  les  quadriques  du  premier  système  sont 
conjuguées  à  toutes  celles  du  second. 

Ainsi,  à  une  surface  unique  formant  un  système  d'ordre  o  corres- 
pond le  système  d'enveloppes  d'ordre  8,  toutes  conjuguées  à  cette 
surface.  A  un  faisceau  de  quadriques  correspond  un  système  d'ordre  y 
formé  de  surfaces  conjuguées  aux  premières,  etc.,  etc. 

Dans  la  théorie  des  coniques,  à  un  système  d'ordre  n  correspond 
un  système  d'ordre  4  —  w.  Considérons,  par  exemple,  un  réseau  :  à 
ce  réseau  correspond  un  second  réseau  formé  par  les  enveloppes  con- 
juguées aux  premières.  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  pre- 
mières coniques  se  décomposent  en  deux  droites  est  une  courbe  du 
troisième  ordre,  la  hessienne  ou  jacobicnne  du  réseau,  l'enveloppe 
des  droites  joignant  les  paires  de  points,  dans  lesquelles  se  décom- 
posent les  coniques  enveloppes  du  second  réseau,  est  une  courbe  de 
troisième  classe  qu'on  appelle  la  cayleyenne  du  premier  réseau.  Les 
relations  entre  les  deux  réseaux  de  coniques  expliquent  la  récipro- 
cité si  remarquable  entre  la  cayleyenne  et  la  hessienne,  réciprocité 
qui  a  été  mise  en  évidence  par  MM.  Cayley  cl  Cremona. 
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Voici  un  second  exemple  se  rapportant  aux  coniques.  Si  Ton  con- 
sidère le  système  de  quatre  coniques,  il  y  aura  un  faisceau  de  coniques 
enveloppes  conjuguées  à  ces  quatre  coniques,  les  enveloppes  seront 
inscrites  dans  un  quadrilatère  et  les  paires  de  sommets  opposés  don- 
neront les  trois  couples  de  points  conjugués  aux  quatre  coniques.  On 
obtient  aussi  la  proposition  suivante  : 

Quand  deux  coniques  enveloppes  sont  conjuguées  par  raj^mn  a 
une  conique,  toutes  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  cir- 
conscrit aux  deux  premières  jouissent  de  la  même  propriété.  Si  Ton 
a  deux  couples  de  points  conjugués  par  rapport  k  une  oimiqne,  toutes 
les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  formé  avec  œs  quatre 
points,  et  en  particulier  la  troisième  paire  de  sommets  opposés  du 
quadrilatère,  sont  conjuguées  dans  la  conique. 

La  partie  de  ce  théorème  relative  au  troisième  couple  de  pmnts 
conjugués  dans  la  conique  déduit  des  deux  premiers  a  été  donnée 
depuis  longtemps  par  M.  Hesse.  0  résulte  encore  de  la  propositioD 
précédente  le  théorème  suivant  : 

On  ne  peut  pas,  en  général,  circonscrire  à  une  conique  un  quadrUaiére 
dont  les  sommets  opposés  soient  conjugués  par  rapport  à  une  eomùfiu 
donnée. 

Autrement  : 

Si  de  deux  points  conjugués  dans  une  conique,  on  mine  des  $em§entes 
à  une  autre  conique^  ces  tangentes  forment  un  quadrUatére  dani  Us 
autres  paires  de  sommets  opposés  seront  toujours  conjuguées  dans  la  pre- 
mière conique  ou  ne  le  seront  jamais. 

Je  reviens  aux  surfaces  de  second  ordre.  Supposons  qu*étant  don- 
nées n  surfaces,  on  demande  de  trouver  les  couples  de  points  con- 
jugués communs  à  ces  surfaces.  Ces  couples  de  points  pourront  ètri; 
considérées  comme  formant  une  quadrique  enveloppe  conjuguée  par 
rapport  à  toutes  les  surfaces.  Elle  devra  donc  faire  partie  du  syslèoie 
adjoint  d'enveloppes  d'ordre  8  —  n.  On  aura  donc  k  traiter  la  ques- 
tion suivante  :  Combien  y  a-t-il  de  paires  de  points?  comment  sont 
disposés  ces  points  dans  un  système  d  enveloppes,  d'ordre  8 — a;  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  combien  y  a-t-il  de  couples  de  plans  dans  le 
système  ordinaire  de  même  ordre?  Je  commence  par  les  cas  les  plus 
simples. 

Faisceaux.  —  Dans  ce  cas,  il  y  a  sur  toute  droite  une  paire  de 
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conjugués,  un  point  a  une  in&nité  de  conjugués  en  ligne 
voile,  n  n'y  a  à  considérer  que  les  lignes  droites,  intersections  com- 
■nes  des  plans  polaires  d'un  point  par  rapport  à  toutes  les  surfaces. 
Sesdroites,  ne  dépendant  que  de  trois  constantes,  forment  un  système 
k  rayons  rectilignes  de  la  nature  des  systèmes  appelés  complexée  par 
FbcLer.  On  les  définit  par  la  propriété  suivante  :  elles  coupent  les 
du  tétraèdre  conjugué  commun  aux  deux  surfaces  en  quatre 
dont  le  rapport  anharmonique  est  constant.  Ce  complexe  de 
Éobes  a  été  considéré  par  M.  Chaslcs,  et,  dans  ces  derniers  temps 
pr  MM.  Reyc,  Klein  et  Lie.  U  se  transforme  par  l'homographie 
Ams  le  ocHnplexe  des  normales  aux  surfaces  homofocales  du  second 
irire.  Dans  ce  cas,  on  sait  déterminer  iofis  les  systèmes  d'ordre  quel- 
conque normaux  k  ces  droites  (*).  Nous  le  rencontrerons  aussi  dans 
fétade  des  réseaux.  Signalons  dès  à  présent  cette  propriété  :  Quand 
m  pmnt  A  décrit  une  surface  d'ordre  n,  les  droites  correspondantes 
finieot  une  congruence  d'ordre  n  et  de  classe  3n  —  a,  a  étant  le 
■ooibre  de  fois  que  la  surface  passe  par  des  sommets  du  tétraèdre. 
Ainsi  à  une  surface  du  second  ordre  correspondent  tous  les  systèmes 
de  rayons  rectilignes  d'ordre  n  et  de  classe  égale  ou  inférieure  à  6. 
Oft  retrouve,  comme  cas  particulier,  le  problème  des  normales  à  une 
fBrface  du  second  ordre. 

Aéwoiix.  —  Les  réseaux  sont,  en  général,  formés  de  surfaces  pas- 
ittt  par  huit  points.  Dans  ce  cas,  à  un  point  A  correspond  un  seul 
€njiigné  A'.  Les  droites  AA'  coupent  les  surfaces  suivant  des  scg- 
Mots  en  involution,  elles  forment  un  complexe  très-important  du 
troisième  ordre.  Ce  complexe  peut  aussi  être  considéré  comme  formé 
ées  génératrices  rectilignes  de  toutes  les  surfaces,  ou,  ce  qui  revient 
m  même,  des  sécantes  doubles  ou  des  tangentes  de  toutes  les  courbes 
Al  quatrième  ordre,  intersections  de  deux  quadriqucs  du  réseau. 
Tomes  les  droites  passant  par  un  point  O  forment  un  cène  du  troi- 
■iae  ordre,  ayant  pour  directrice  la  courbe  du  quatrième  ordre, 
iMcraedion  des  surfaces  du  réseau  passant  en  O.  Les  huit  droites  qui 


(*)  fm  fénérml,  étant  données  les  normales  k  un  système  de  surfaces,  on  pent  déter- 
mm  Intégration  tous  les  systèmes  de  surfaces  normales  aux  mômes  droites.  CetVs 
,  trèa-ntile,  et  dont  la  démonstration  est  des  plus  simples,  no  parait  pas  con- 
■w»  éa  Boins  elle  n*cst  pas  signalée  dans  les  travaux  récents  sur  les  droites  qui  rem- 
Hi*aH  Fespaee. 
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joignent  O  aux  points  communs^  les  vingt-huit  droites  qui,  partant 
de  ce  point,  sont  des  sécantes  doubles  des  vingt-huit  cubiques  gauches 
passant  par  six  des  huit  points  communs/ces  trente-six  droites  sont 
sur  le  cône  du  troisième  ordre  (*).  Celles  de  ces  droites  qui  sont  dans 
un  plan  P  enveloppent  une  courbe  du  sixième  ordre  ci  de  la  troisième 
classe,  la  caylcyenne  du  réseau  des  coniques  sections  des  surfaces  par 
le  plan  P. 

Le  cône  du  troisième  ordre  se  décompose  en  un  cône  du  second 
ordre  et  un  plan  dans  deux  cas  {différents.  On  sait  que  le»  cènes  do 
réseau  ont  leurs  sommets  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  K«.  Toutes 
les  fois  que  le  point  O  se  trouve  sur  cette  courbe,  le  cône  du  com- 
plexe se  décompose  en  un  plan  et  en  un  cône  du  second  ordre,  qui 
est  le  cône  du  réseau  ayant  son  sommet  en  O.  Les  cônes  du  système 
enveloppent  une  surface  de  la  huitième  classe  et  du  vingt-quatrième 
ordre,  pour  les  points  de  laquelle  le  cône  du  complexe  acquiert  une 
génératrice  double.  Les  plans  dans  lesquels  se  décompose  le  cône 
quand  O  est  stu*  Kg,  enveloppent  une  surface  développable  de  la 
quatorzième  classe.  Il  y  a  des  théorèmes  analogues  relatifs  aux  droites 
situées  dans  un  plan.  Enfin,  quand  le  point  O  se  trouve  sur  une  des 
vingt-huit  cubiques  gauches  du  réseau,  le  cône  du  complexe  se  dé- 
décompose en  un  cône  du  second  ordre  contenant  la  cubique  gauche, 
et  un  plan  passant  par  les  deux  points  communs  aux  surfaces  noo 
situés  sur  la  cubique  considérée. 

La  courbe  Kc  a  été  étudiée  par  M.  Hesse  {Journal  de  CriOe, 
t.  XLIX),  dans  un  de  ses  plus  importants  Mémoires.  Elle  n*e$t 
jamais  sur  une  surface  du  second  ordre  et  six  de  ses  points  ne  sont 
jamais  sur  une  conique.  On  reconnait  facilement  dans  quel  cas  elle 
se  décompose,  ce  qui  est  important  pour  l'étude  qui  va  suivre. 

Puisqu'à  un  point  A  correspond  un  autre  point  conjugué  A'  et 
inversement,  on  a  un  mode  de  transformation  im>oluiwe,  analogue  à 
la  transformation  de  Mœbius.  A  une  surface  d  ordre  n  contenant  la 
ligne  K(  comme  ligne  multiple  d'ordre  q  correspond  une  surface 
d*ordre  3  n  —  Sq  contenant  K«  comme  ligne  multiple  d'ordre  n  —  3f . 


(*  )  Il  faut  ajouter  à  cet  vinct-huit  droites,  viost-huit  aotret  «IroèlM  pimnl  par  O. 
coupant  à  la  roi5  une  dea  cubique»  fauclwa,  et  la  droite  qui  jolat  les  deux  poiala  coarw 
«iuB>  aut  surfactft  qui  ne  sont  |»aa  iur  cette  cubique. 
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C'est  ainsi  qu'à  un  plan  correspondent  toutes  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre  contenant  Ke,  à  une  siirface  du  quatrième  ordre  conte- 
nant K«  correspond  une  surface  de  même  genre,  etc.  A  ime  courbe 
d'ordre  n,  coupant  la  courbe  des  sommets  en  a  points,  correspond 
une  courbe  d'ordre  3n  —  a  coupant  en  8n  —  3a  points,  etc. 

Les  sécantes  triples  de  la  courbe  Ke  forment  une  surface  réglée 
du  huitième  ordre,  qui  est  la  jacobienne  du  système  des  surfaces  du 
troisième  ordre  passant  par  la  courbe,  et  qui  contient  six  droites  de 
chacune  des  surfaces. 

n  n'est  pas  exact  que  les  équations  de  trois  quadriqucs  puissent 
être  ramenées  à  la  forme  canonique 

/=2;>,p;  =  o, 

/=:2rfx,P/  =  o, 
/,==2jy,P?=o. 

Les  trois  seconds  membres  contiennent  bien  trente  constantes, 
mais  on  peut  montrer  que,  si  la  transformation  est  possible  d'une 
manière,  elle  le  sera  d'une  infinité  d'autres  manières,  et  l'on  est  ainsi 
conduit  au  théorème  suivant  : 

En  général,  on  ne  peut  pas  trouver  de  pentagone  dont  les  sommets  non 
adjacents  soient  conjugués  d  la  fois  dans  trois  surfaces,  et  quand  on 
trouve  un  de  ces  pentagones,  il  y  en  a  une  infinité  d'autres  jouissant  de 
la  même  propriété.  Leurs  sommets  décrivent  la  courbe  K^,  leurs  plans 
enveloppent  une  cubique  gauche  et  leurs  côtés  décrivent  la  surface  réglée 
du  huitième  ordre  engendrée  par  les  sécantes  triples  de  la  courbe  Ke  (*). 

Les  réseaux  de  quadriques  présentent  plusieurs  cas  particuliers 
dignes  d'attention.  Si  les  quadriques  ont  une  droite  commune,  le 


(*)  Le  théorème  précédent  est  analogue  aux  théorèmes  de  Poncelet.  Voici  d'autres 
propositions  du  même  genre  qu'on  déduit  de  notre  théorème  fondamental  : 

L'équation  SjîljPt  =  o  contient  trente-six  constantes,  une  de  plus  qu'il  n'y  en  a  dans 
Péqnation  générale  des  surfaces  du  quatrième  ordre  ;  cependant  elle  ne  peut  représenter 
b  surface  générale  de  cet  ordre;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  qu'un  invariant  du 
dixième  ordre  par  rapport  aux  coefficients  soit  nul,  et  alors  la  transformation  précédente 
est  possible  d'une  infinité  de  manières,  les  plans  P  restant  tangents  à  une  surface  du 
second  degré. 

Si  l'on  peut  trouver  un  polygone  circonscrit  k  une  conique  et  dont  tous  les  sommets 
soient  sur  une  courbe  algébrique,  il  y  en  aura  une  infinité  d'autres  jouissant  de  fa 
propriété. 
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complexe  des  génératrices  se  divise  en  deux,  les  génëntricef  d'un 
système  vont  rencontrer  la  droite  commune,  les  autres  forment  on 
compkxe  du  second  ordre  identique  k  celui  que  nous  avons  rencontré 
dans  Tétudc  des  faisceaux. 

Systèmes  du  troisième  ordre.  —  Les  systèmes  généraux  du  troisième 
ordre  ont  été  peu  étudiés.  La  joeofrieime  du  système  est  une  surlace 
très-remarquable  du  quatrième  ordre.  On  sait  qu'elle  peut  être  con- 
sidérée de  trois  manières  différentes  :  i  ^  comme  le  lieu  des  sommets 
des  cônes  du  système  \  2^  comme  le  lieu  des  paires  de  points  conjugués 
par  rapport  à  toutes  les  surfaces;  3®  comme  le  lieu  des  points  où  se 
touchent  deux  surfaces  du  système.  La  kessienne  d'une  surface  du 
troisième  ordre,  qui  est  la  jacobienne  d'un  réseau  particulier,  a  été 
étudiée  par  plusieurs  géomètres,  notamment  par  M.  Cremona  {Jour- 
nal de  Borchardt,  t.  LXVIII).  Mais  la  jacobienne  la  plus  générale, 
qui  n'a  pas  de  point  double,  mérite  une  étude  spéciale.  Si  on  lui 
adjoint  une  surface  du  quatrième  ordre,  que  j'appellerai  la  diêcrimi' 
nante,  on  a  un  système  très-important  de  deux  surfaces  qui  se  par- 
tagent, au  grand  avantage  de  la  netteté,  les  propriétés  de  la  hessiennc 
d'une  surface  cubique. 

La  jacobienne  contient,  on  le  sait,  les  dix  droites  qui  sont  les  arêtes 
des  couples  de  plans  du  système.  Elle  contient  en  outre  :  i®  dix 
cubiques  gauches,  sécantes  doubles  chacune  de  neuf  droites;  a^  cent- 
vingt  cubiques  gauches  sécantes  de  trois  droites;  3^  quarante-cinq 
séries  de  courbes  du  quatrième  ordre  rencontrant  huit  droites,  aux- 
quelles il  faut  associer  quarante-cinq  autres  séries  de  courbes  de 
même  ordre  ne  rencontrant  que  deux  droites.  Les  propriétés  des 
points  conjugués  sont  les  mêmes  que  pour  la  hessienne  et  se 
démontrent  de  la  même  manière. 

La  diseriminanie  contient  en  général  dix  points  doubles  et  ne  con- 
tient pas  de  droite.  Chaque  point  commun  aux  surfaces  du  système 
ajoute  un  point  double  k  la  discriminante  (et  k  la  jacobienne),  en  sorte 
que  le  système  des  surfaces  passant  par  six  points  a  pour  discrimi- 
nante la  surface  k  seize  points  singuliers,  et  pour  jacobienne  une 
surface  ayant  vingt-cinq  droites  et  six  points  doubles.  Ces  deux  sur- 
faces se  correspondent  point  par  point,  comme  dans  le  cas  général. 

Les  dix  points  doubles  de  la  discriminante  ne  sont  jamais  sur  une 
surface  du  second  ordre.  Le  théorème  suivant  donne  la  relation  entre 
CCS  points  : 
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Side  l  ^un  de»  painis  daubks  an  fait  la  perspective  des  neuf  autres  sur 
«A  piof»,  kê  neuf  projections  appartiennent  à  une  infinité  de  courbes  du 
Iniiiisne  ordre;  le  c&ne  circonscrit  à  la  surface,  et  ayant  pour  sommet 
Twi  des  paùiis  doubles^  se  décompose  en  deux  c&nes  du  troisième  ordre. 

En  examinant  les  relations  entre  les  points  des  deux  surfaces  J 
ctD,  on  est  conduit  k  des  relations  analogues  à  celles  que  M.  Hesse 
1  données  entre  la  courbe  plane  du  quatrième  ordre  et  la  courbe  Ke  ; 
■lis  notre  théorème  fondamental  fpermet,  de  plus,  de  faire  corres- 
pondre non-senlement  les  points  des  deux  surfaces,  mais  encore  des 
âéments  en  dehors  de  ces  deux  surfaces.  C'est  ainsi  qu'à  un  plan 
correspond  une  surface  du  jtroisième  ordre  à  quatre  points  doubles, 
tangente  &  D,  en  tous  les  points  d'une  courbe  du  sixième  ordre.  Les 
Hgnes  asymptotiques  de  cette  cubique  se  déterminent  sans  difficulté, 
grke  an  mode  de  correspondance  indiqué  ici  (*). 

Hais  pour  compléter  l'ensemble  des  relations  géométriques,  il  est 
nécessaire  d'adjoindre  aux  surfaces  précédentes  une  troisième  surface 
beaucoup  plus  compliquée.  C'est  la  surface  focale  de  la  congruence 

(*)  Let  lifoet  «lymptotiqnet  de  cette  surface  donnent  celles  de  la  surface  de  Steiner. 
Oi  Moit,  du  reste,  let  lignes  asymptotiques  de  beaucoup  de  surfaces  du  théorème  sui- 
*ut  :  Soit  WM  sar/ace  pour  laquelle  let  coordonnéet  de  Vun  det  pointt  t'expriment  par 
^Jwwmlet 

X=:A(p-  «)-(/>,  — a)-. 

^  =  B(p-.*>-(p.-*)-, 

z=C(p-c)-(p.-c)-, 

i'ifMtion  difiremdelle  det  Ugnet  atympiotiquet  ter  a 

■,(«i_,)^ -JbL- .=n(«-i)  "^P' 


Ce  théorème  doDiie  les  lignes  asymptotiques  de  la  tur/ace  det  centret  de  courbure  do 
I*cUi|iMi<ie,  de  la  surface  de  Steiner,  etc. 

^^^■terai  q«e  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  de  Steiner  ont  déjà  été  détermi- 
■te  pir  MM.  CMMeh  el  Gordan  {Jourualde  Borehardt,  t.  LXVUI,  p.  i). 

ta  proposition  qui  précède  conduit  en  particulier  à  cette  conséquence^  qu'on  sait 
^«■iMr  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  comprises  dans  Téquation 

A  j:« -»- B^ -h  C«» -»- Dr»  =  o. 

Ca  ivftesi  remarquables,  considérées  par  Lamé  et  plusieurs  autres  géomètres,  com- 
conme  cas  limite,  let  surfaces  dont  l'équation  est 


Cl  ^  ont  été  étudiées  par  M.  J.*A.  Serret  et  M.  Combescure. 

Ka  se  bomaat  an  cas  du  troisième  ordre,  on  voit  qu'on  sait  déterminer  les  lignes 
**yaptotiqiief  de. la  surface  dont  la  Hessiennc  se  réduit  k  quatre  plans. 
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formée  par  les  droites  joignant  deux  paires  de  points  conjugués. 
Ces  droites  sont  celles  qui  coupent  toutes  les  surfaces  du  système 
suivant  des  segments  en  involution.  Ellles  forment  un  système  de 
rayons  rectilignes  d'ordre  7  en  général,  et  de  classe  3.  Leur  surfact^ 
focale  est  en  même  temps  l'enveloppe  des  cônes  du  système.  On 
construit  géométriquement  les  jx>ints  de  contact  de  chaque  rayon, 
les  plans  tangents  en  ces  points  :  les  propriétés  de  la  surface  rap- 
pellent celles  de  la  cayleyenne  d'un  réseau  de  coniques.  Les  huit 
droites  qui  joignent  les  huit  points  communs  à  trois  surfaces  quel- 
conques du  système  sont  tangentes  doubles  de  cette  surface*.  Elle 
est  en  général  de  l'ordre  24  et  de  l'ordre  16.  Son  ordre  diminue  de 
quatre  unités,  sa  classe  de  deux  unités  pour  chaque  point  commun 
aux  quadriques  du  système.  Le  cas  le  plus  simple,  celui  où  six  points 
sont  communs  aux  surfaces,  est  très-important.  La  surface  se  réduit 
à  une  cubique  gauche  passant  par  les  six  points,  et  l'on  retrouve  ce 
beau  théorème  de  M.  Paul  Serret  : 

Toute  droite  qui  eoupe  en  involution  quatre  des  syitémes  de  pUm 
passant  par  six  points  est  sécante  double  de  la  cubique  gauche  des  six 
points. 

Dans  le  cas  où  les  surfaces  ont  un,  deux,  trois,  quatre  et  cinq 
points  communs,  ou  retrouve  les  surfaces  si  remarquables  à  onie, 
douze,...  et  quinze  points  singuliers  que  M.  Kummer  a  rencontrées 
dans  ses  belles  études  sur  les  rayons  rectilignes.  Tous  les  résultats 
qu'a  trouvés  M.  Kummer  s'expliquent  ainsi  géométriquement,  les 
diiférents  systèmes  de  rayons  correspondant  aux  génératrices  des 
surfaces  du  second  ordre  passant  par  les  |)oints  fixes,  les  points 
doubles  se  divisant  naturellement  en  deux  rlasses,  etc.  D  faut  cepen- 
dant signaler  une  exception  importante  :  l'on  n'obtient  pas  la  surface 
du  douzième  ordre  sans  plan  singulier.  Nous  avons  déjà  rencontré 
cette  surface  dans  un  problème  relatif  aux  faisceaux. 

L'application  de  la  discriminante  sur  un  plan  double  s'eflbctue 
conformément  à  la  méthode  de  M.  Clebsch.  La  courbe  de  passage  se 
compose  de  deux  coiu*bes  du  troisième  ordre.  La  correspondance 
entre  la  surface  à  seize  points  singuliers  D  et  la  surface  J,  lieu  des 
sommets  des  cônes  passant  par  six  points,  est  très-remarquable.  .\ut 
six  points  doid>les  de  J  correspondent  six  points  doubles  de  D^  le:» 
dix  auti*es  points  doidiles  de  cette  surface  correspondent  aux  dii 


1 

i 
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droites,  arêtes  des  couples  de  plans  passant  par  les  six  points.  Les 

seize  coniques  singulières  de  D  correspondent  à  la  cubique  gauche 

des  six  points  et  aux  quinze  droites  joignant  les  six  points.  Enfin, 

Ifs  tangentes  doubles  de  D  se  divisent  en  six  systèmes  correspondants 

aux  systèmes  de  droites  passant  par  les  six  points  doubles  de  J. 

Si  Ton  se  propose  de  ramener  les  quatre  équations  des  surfaces  du 
système  à  la  forme  canonique, 

les  quatre  équations  ainsi  obtenues  contiennent  quarante-deux  con- 
stantes, n  est  possible  cependant  de  montrer  que  si  l'on  a  obtenu  ces 
équations,  on  peut  les  transformer  de  manière  à  y  introduire  trois 
arbitraires;  elles  ne  sont  donc  pas  applicables  à  un  système  de  quatre 
sorfaces  quelconques.  On  obtient  ainsi  le  théorème  suivant  : 

On  ne  peut  pas,  en  général,  trouver  un  hexaèdre  dont  les  sommets 
apposés  soient  conjugués  d  la  fois  par  rapport  d  quatre  surfaces,  et,  * 
fMMi  il  y  a  un  hexaèdre  satisfaisant  d  cette  définition^  il  y  en  a  une 
kfmté  d'autres.  Les  plans  de  ces  différents  hexaèdres  enveloppent  une 
narfaee  du  second  ordre,  leurs  vingt  sommets  décrivent  la  jacohienne  du 
pptime{*). 

Sfstêmes  du  quatrième  ordre.  —  A  ces  systèmes  formés  de  cinq  sur- 
faces correspond  un  réseau  d'enveloppes  du  même  ordre.  Il  y  a  à 
considérer  une  courbe  K|o  du  dixième  ordre,  et  une  développable  Dio 
de  dixième  classe,  réciproque  de  la  première  courbe. 

• 

Toute  surface  du  quatrième  ordre  passant  par  Kto  est  la.jacobienne 
de  quatre  surfaces  du  système,  toute  surface  de  quatrième  classe 
inscrite  dans  Dio  est  la  jacobienne  tangentielle  de  quatre  surfaces  du 
système  ccmjugué.  Les  points  de  K|o  et  les  plans  de  D|o  se  groupent 
par  paires  aa\  AA'  conjuguées  les  unes  par  rapport  aux  autres. 

Les  droites  ae^  forment  une  surface  réglée  du  dixième  ordre  Rio; 
par  chacune  de  ces  droites  on  peut  mener  quatre  plans  tangents 

iD... 
Les  droites  AA'  forment  ime  surface  réglée  du  même  ordre  R'^ , 

coopant  chaque  jacobienne  suivant  dix  droites  et  suivant  Kto  qu'elle 

(*)  DuM  eertaint  ctt,  rindéterminatioo  des  plans  de  rhezaddre  est  plus  grande;  cela 
^  préMBte  en  partieiilier  pour  la  hessienne  d*une  surface  cubique. 
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a  pour  ligne  triple.  Cette  surface  réglée  est  le  lieu  des  «rètcs  des 
couples  de  plans  du  système  (*). 

Ces  propriétés  sont  évidentes,  quand  on  connaît  les  relations  des 
deux  systèmes. 

Ici  se  termine,  grâce  au  théorème  fondamental  qui  réduit  de  moitië 
le  nombre  des  problèmes,  Tétude  des  questions  proposées*  J'indi- 
querai en  terminant  les  théorèmes  suivants  : 

L'équation 

2:i/Pf  =  o 

représente  toutes  les  surfaces  conjuguées  aux  surfaces  enveloppes 
inscrites  dans  les  sept  plans  P,-.  On  peut  toujours  mettre  les  éqni- 
tions  de  sept  surfaces  sous  la  forme  précédente,  et  cela  de  hoit 
manières  différentes. 

Des  équations  de  la  forme 

2;A,P,?  =  o 

représentent  toutes  les  surfaces  conjuguées  aux  surfaces  inscritei 
dans  une  même  développable  \  douze  équations  de  la  forme  précé- 
dente contiennent  cent-vingt  constantes,  et  paraissent  pouvoir  repré- 
senter douze  surfaces.  Cependant  on  ne  peut  employer  ces  équations 
que  pour  huit  surfaces. 
L'équation 

2:>,Pî=o 

représente  toutes  les  surfaces  conjuguées  à  la  surface  inscrite  dans 
les  neuf  plans.  Quoique  27  équations  de  cette  forme  renfennent 
270  constantes,  on  ne  peut  pas  les  appliquer  à  plus  de  neuf  surfaces. 
On  obtient  ainsi  comme  cas  particulier  la  proposition  fondamen- 
tale dont  M.  Paul  Scrret  a  fait  usage  dans  son  livre  sur  la  Géoméinf 
de  Direction. 
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Albrich  (C).  — Sammlung  von  geometrischen  Aufgaben.  Gr.  in-S* 
Hermannstadt,  Michaelis.  6  Ngr* 


(  *  )  Tout  plan  tangent  à  D^,  coupe  K^,  suivant  les  six  sommets  d'un  quadrilatère  cMi- 
pict,  dont  les  trois  diagonales  appartiennent  h  R,«,  et  suivant  quatre  antres  poiati  <■ 
ligne  droite. 
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Awkeriam  Ephemeris  and  Nautieal  Abnanac  for  1873.  Roy.-8,  524  P- 
(Washington),  London.  8  sh. 

BUk  (J.-F.).  —  Tabellerover  Solens  Declination,  Rectasccnsion  og 
TklsaBqyadœi ,  sammt  Maanens  Culminations  Klokkeslaetter  i 
Greenwicli  for  Aaret  1873.  Christiania,  Cappelen.  8  Sk. 

BjMmj  (C.-F.-E.)  (jr.).  —  Sur  le  mouvement  rectiligne  d'une  mo- 
lécule soumise  à  une  force  attractive  ou  répulsive,  qui  est  une 
fonction  algébrique,  rationnelle  et  entière  de  la  distance  à  un 
centre  fixe.  —  Greifswald,  Koch.  Broch.  in-8®. 

Crmur  (G.-H.).  —  Practische  zeevaartkunde.  Gr.  in-8,  7  en  24g  bl. 
Rotterdam,  Van  Belle.  2  fl.  70  c. 

Miter  (G.).  —  Ânleitung  zum  Linearzcichnen.  2.  Thl.,  3.  Abth. 
Dîe  Polar-  und  Parallelperspective.  Qu.  gr.  in-8.  Geb.  Freiburg, 
Herder.  i  \  Thlr. 

AnMike  (A.).  —  Einleitung  in  die  hôhere  Algebra.  i .  Thl.  Gr.  in-8. 
Halle,  Nebert.  |  Thlr. 

Ffflî  (dott.  Angelo).  —  Tavole  dei  Logaritmi  de'  numeri  e  délie  fun- 
àoni  circolari  ed  iperboliche,  precedute  dalla  storia  e  teoria  délie 
iperboliche,  da  applicazioni  e  da  altre  tavole  di  uso  firequente.  — 
a  vol.  in-i6.  Torino,  Firenze,  Milano^  G.-B.  Paravia  e  comp. 
1870.  8  fr. 

ftilifcry  (Â.-S.).  —  Regningsarteme  og  deres  Anvendelse,  nxrmest 
ndarbeidet  for  Laereme  ved  vore  Borger-og  Almuskoler.  —  Chris- 
timia,  1868.  3o  Skill. 

lenel. —  Uebersicht  der  gleicheckigen  Polyeder.  Gr.  in-8.  Marburg, 
Ehrbardt.  |  Thlr. 

tofmam  (F.).  —  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und 
Algebra.  i.  Thl.  4*)  nût  Rûcksicht  auf  das  metrische  System  um- 
gearbeitete  Auflage.  Gr.  in-^.  Bayreuth,  Grau.  16  Ngr. 

hà^  (R.-M.).  —  Navigation  and  Nautieal  Astronomy.  New  edit. 
In-8,  166  p.  London,  Harrison.  *  6  sh.  6  d. 

Ukm  (H.-B.).  —  Ausfuhrliches  Lehrbuch  der  Analysis.  5.  Aufl. 
Gr.  in-8.  Leipzig,  Brandstetter.  i  Thlr.  6  Ngr. 
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Montag  (C.) .  —  Ueber  ein  durch  die  Satze  von  Brianclion  und  Pascal 
vermitteltcs  gcometrisches  Bcziehungssystem.  Dissert.  Gr.  in-8. 
Breslau,  Manisehke  und  Berendt.  7  Thlr. 

Nyherg  (B-A.).  —  Elementarkurs  i  râkning,  metodiskt  framstiiU. 
Forsta  kursen  :  hufvudrâkning  med  774  exempel.  —  Helsingfors, 
1869. 

Reimann  ( E . ) .  —  Die  Hohenbestimmung  dcr  Stemschnuppen.  Inang.- 
Dissert.  Gr.  in-8.  Breslau,  Maruschke  und  Berendt.  ^Tblr. 

Rosanes  (J.).  —  Ueber  die  neuesten  Untersuehungen  in  Betreff  un- 
serer  Anschauung  vom  Raume.  Gr.  in-8.  Breslau,  Maruschke  und 
Berendt.  6Xgr. 

Schubert  (F.-C).  —  Mathematisches  Vademecum.  2.  Aufl.  I11-8. 
Berlin,  Wiegandt  und  Hempel.  7  Thlr. 

Seidel  (L.).  —  Ueber  die  Grenzwerthe  eines  unendlichen  Potenxan»* 
druckes.  Gr.  in-8.  Mûnclien,  Franz.  4Ngr. 

Smyth  (C.  Piazzi).  —  On  an  Equal  Surface  Projection  for  Maps  of 
the  World.  In-8,  sewed.  London,  Hamilton.  3  sk. 

Wand  (Th.).  —  Die  Principien  dcr  malhematbchen  Physik  und  die 
Potential théorie.  Gr.  in-8.  Leipzig,  Teubner.  i  TTilr. 

Waszmuth  (A.).  —  Ueber  ein  neues  Verfahren,  den  ReductionsfaGiflr 
einer  Tangentenboussole  zu  bestimmen.  Lex.-S.  Wien,  GeroU. 

Weihrauch  (K.) .  —  Unlersuchung  ûber  eine  Gleichung  des  i .  Gradei 
mit  mehreren  Unbekannten.  (Dissertât.)  4^  p-  in-4*  Dorpat« 

Wenzel  (Grcorg).  —  Ueber  die  einfachstc  allgemeinc  Beziehung  iwi- 
schen  râumlicheu  Gebilden.  Inaug. -Dissert.  Gr.  in-8,  58  S.  Bre^ 
lau,  Maruschke  und  Berendt.  7  Thlr. 

Weyr  (E.) .  — Ueber  Curvenbûschel.  Lex  .-8.  Wîen,  Gerold.  i  \  Kgr. 

Williams  (  W.-M.).  —  The  Fuel  of  the  Sun.  In-8,  a4o  p.  LondoD, 
Simpkin.  7  sh.  6  d. 
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REVUS  BIBLIOGRAPHIQUE. 

MATR  (D'  Aloys),  ordentl.  Professor  der  Mathematik  an  der 
k.  Universitât  zu  Wûrzbui^. — Cokstruction  der  Differenzial- 
Gleichuugeh  aus  pârtikulare»  Integralen,  und  zwar  aus  ein- 
faclien  Functionen,  aus  bestimmten  Integralen  und  aus  bestimm- 
ten  Differenzialen.  Fortsetzung  der  Prolegomena  zur  Théorie  der 
Intégration.  —  Wûrzburg,  Julius  Kellner's  Buchhandlung  ; 
.87o(*). 

Dans  un  ouvrage  publie  en  1868,  sous  le  titre  de  :  Der  iniegrirende 
Factor  und  die  partikularen  Intégrale  (Wûrzburg,  J.  Kellner),  l'au- 
teur a  établi  que  les  équations  différentielles  ne  peuvent  s'intégrer, 
en  général,  par  des  opérations  directes,  d'où  ressort  la  nécessité  de 
recourir  à  une  méthode  plus  indirecte. 

Cette  méthode  est  la  construction  au  moyen  d'intégrales  particu- 
lières, c'est-à-dire  la  formation  d'un  recueil  d'équations  différen- 
tielles admettant  des  intégrales  de  formes  données .  On  voit  que  ce 
procédé  a  une  certaine  analogie  avec  ceux  que  l'on  emploie  pour  la 
recherche  des  intégrales  définies  spéciales,  dont  on  a  formé  des 
Tables  par  des  moyens  indirects  de  calcul. 

On  obtient  ainsi,  par  le  développement  des  méthodes  de  construc- 
tion, un  nombre  de  plus  en  plus  grand  d'équations  intégrales,  dans 
la  catégorie  desquelles  on  a  d'autant  plus  de  chances  de  pouvoir  faire 
rentrer  une  équation  proposée. 

Les  intégrales  particulières  employées  dans  la  construction  des 
équations  sont  ou  des  fonctions  simples,  telles  que  x'é^*'^  ou  des 
int^rales  définies,  telles  que  x'f^'Vdu^  ou  des  différentielles  défi- 
nies, telles  que  ar \i  ^ *  ^^*  dernières  expressions  se 

présentent  comme  des  termes  essentiels  dans  la  série  des  diverses 
sortes  d'intégrales  particulières. 
Voici  les  titres  des  sections  dans  lesquelles  se  divise  cet  ouvrage  : 


(^)  Mate  (A.),  professeur  ordinaire  à  TUniTersité  royale  de  Wûrxbourg.  —  Con- 
struction  des  équations  différentielles  au  moyen  d'intégrales  particulières\  savoir  :  au 
mojren  de  fonctions  simples,  d'intégrales  définies  et  de  différentielles  définies.  Suite  des 
ProMcomèiMS  à  la  théorie  de  rintégration.— Wûrzbourg,  J.  Kellner,  1870.  i  toI.  in-8®, 
33 1  p.  Prix  :  1  Thir.  34  Ngr. 
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I.  Introduction.  —  II.  Construction  des  équations  diiTérentielles.  ^ 
m.  Construction  des  équations  difTérentielles  au  moyen  de  Tinté- 
grale  particulière  y  =  x'é^.  —  IV.  Construction  des  équations  diflë- 

rentielles  au  moyen  de  l'intégrale  particulière  y  :=  af^. —  V.  Autres 
formations  d'équations  différentielles  au  moyen  des  fonctions  y =x'e^ 

et  y  =  x^e^^.  —  VI.  Construction  des  équations  diiTérentielles  aa 
moyen  de  l'intégrale  particulière  y  i=zfx''&"\du. —  Vil.  Intégration 
au  moyen  des  différentielles  définies. —  VIII.  Conclusion. 

L'auteur  se  propose  de  continuer  ses  recherches  sur  ce  sujet  fécond* 
et  de  les  étendre  aux  équations  différentielles  à  plusieurs  variabl(*s 
indépendantes.  J.  H. 


LBEBLEIN  (Johann),  ausserordentlicher  Professor  am  Polytechni- 
kum  zu  Prag.  —  Sammlung  vom  Aufgaben  aus  der  algebiii- 
scHEN  AifALYsis.  —  Prag,  Verlag  von  H.-C.-J.  Satow^  1867  (*). 
Pr.  I  ^  Thlr. 

Cet  utile  recueil  est  le  seul  qui  ait  été  publié  pour  venir  en  aide 
aux  personnes  qui  étudient  cette  branche  si  importante  de  l'Analyse, 
formant  la  transition  entre  TAlgèbre  et  le  Calcul  infinitésimal. 

L'auteur  a  conformé  le  plan  de  son  ouvrage  à  celui  du  HandhaA 
der  algebraischen  Analysisde  M.  Schlomilch  (**}.  Voici  les  titres  des 
Chapitres  dans  lesquels  il  est  divisé  : 

I.  Sur  les  diverses  espères  de  fonctions. 

II.  Sur  les  fonctions  cyclométriques  (ou  fonctions  circulaire» 
inverses). 

m  Sur  les  valeurs-limites. 

IV.  Sur  la  continuité  et  la  discontinuité  des  fonctions. 

V.  Sur  la  convergence  et  la  divergence  des  séries  infinies. 

VI.  Sur  les  séries  doubles. 

VII.  Sur  les  développements  en  séries:  (A)  séries  récurrentes  ; 


(*)  LiEBLEiM  (J.)»  professeur  extraordinaire  à  l'Institut  Polytechnique  dePrafiK. — 
Recueil  de  Problèmes  d*Analjrse  algébrique,  Pra^e,  H.-C-J.  Satow,  1867.  1  vol.  i^t 
193  p. 

(**)  Voir  le  compte  rendu  de  ce  liTre,  Nouvelles  Annales  de  Maekémagiqmts,  a*Ni*i 
t.  III,  p.  5i!i;  186^1. 
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(B)  série  binomiale,  série  exponentielle^  (C)  séries  logarithmiques; 
(D)  séries  goniométriques  et  cyclométriques. 
Vili.  Sur  les  produits  infinis. 

K.  Sur  les  fonctions  de  variables  complexes,  et  sur  les  séries  et 
Wi  produits  de  quantités  complexes. 
X.  Sur  les  fractions  continues. 

L  ouvrage  est  terminé  par  les  réponses  aux  diverses  questions,  avec 
i»  indications  sur  la  manière  de  résoudre  les  plus  difficiles. 

J.  H. 


a  — 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PCRIODIQUES. 

iSTRONOMISCHE  Nachkichten  (*). 
T.  LXXVI  (suite),  n~  1810-1824,  1870. 
Stbphâh  (E.).  —  Positions  moyennes  pour  1870  de  nébuleuses  nou- 

PowALET  (C).  —  ConiributUms  pour  une  discussion  plus  complète 
4mfa$i&ge$  de  Vénus,  et  détermination  de  quelques  résultats  plus  exacts 
mÊWèoyen de €^ passages.  (3a  col.;  ail.) 

Weiss  (E.).  —  Contributions  à  la  connaissance  des  étoiles  filantes 
(a* Mémoire).  (a8  col.-,  ail.) 

Détarminations  de  hauteurs  d'étoiles  filantes  dans  la  période  d'août 
1869.  (a)  Équation  personnelle  dans  les  observations  d'étoiles  filantes, 
^l)  Calcul  des  observations  correspondantes  d'étoiles  filantes.  Calcul 
ies  orbites  de  météores  pour  un  point  radiant  :  i^  connu;  a®  in- 
connu, {c)  Calcul  des  observations  correspondantes  de  la  période 
4Wti8^. 

ZôLum  (F.).  —  Sur  la  température  et  la  constitution  physique  du 
Med.  (i8col.;aU.) 

WnrHSCKE  (A.).  —  Liste  de  quelques  nouvelles  étoiles  changeantes, 
^^kséUfnenis  approximaêifs  de  leurs  variations  d'éclat.  (6col.  ;  ail.) 


(*)  Voir  âmUetim,  p.  87,  aSo, 

a4 
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Scmj3mjD  (E.).  —  Camirikuiianê  é  Viimàe  àt$  uiriaiUm»  d'édmt  in 

Opfolzea  (Th.).  —  DéiermmaUan  défhUUve  de  Vorbiie  de  la  pim- 
néU  %  EipU.  (8  col.;  ail.) 

Jou>A9  (  W.).  —  Remarque  §ur  la  $eeomde  ioluiion  de  Gauu  pour  k 
problème  fondamental  de  la  géodéeie  tupérieure.  (  8  col.  ;  ail.) 

Ce  prdl)lème  consiste,  étant  donnés  la  longueur  d'une  ligne  géo- 
déftique  tracée  sur  l'ellipsoïde  terrestre,  l'azimut  à  l'une  de  ses  extré- 
mités et  la  latitude  géographique  de  cette  extrémité,  à  en  déduirr 
Tazimut  et  la  latitude  pour  l'autre  extrémité,  et  la  différence  en  lon- 
gitude des  deiu  extrémités. 

Sporer.  —  Obiervations  des  taches  solaires.  (6  col.  ;  ail.) 
Distribution  héliographique  pendant  les  I^,  II*  et  III*  périodes  de 

rotation  de  1870. 

Peters  (C.-H.-F.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  planète  ©,  et 

éléments  de@  Até. 

Nbwcomb  (S.).  —  Sur  une  méthode  très-précise  pour  déterminer  les 
positions  relatives  des  centres  du  Soleil  et  de  la  Lune  pendant  une  ècUpse 
de  Soleil  presque  centrale.  (4  col.;  angl.) 

T.  LXXVII,n«M825-l837;  1870-1871. 

ScHiîBRRT  (E.).  —  Éléments  d*Euphrosffne,  leurs  perturbaiioms  par 
Jupiter f  et  Table  pour  la  solution  du  problème  de  Kepler.  (1  a  col.) 

Drmiowsri.  —  Observations  d'étoiles   doubles    (suite).    (5  art., 

SiH^RKR«  —  Observations  des  taches  solaires  (suite),  (a  art.,  a4  col.) 
l>i»(ribution  hëliographique  pendant  les  rV%  V%  VI%  VII*,  Tm* 
ri  IV  iH^rttHlos  de  rotation  de  1870. 

Kxt;KtM\NN  (R  ).  —  Délerminaihn  de  Véclmi  de  fu^ques  étoiles  dm 
tiflamtrmi.  (1  a  coK  ;  ail.) 

\hrTMii^vtK7«  (L.\  —  Coms^mêe  wm§nétique  de  rimtesmté 
t^U  4  iff>f#*  (f;r  ^D.  «fOMmWwrf  >,  Imt.  N.  53*35'. 

lUi^    -  -  l)it^Y#lHMi<  de  la  hmièrt  zmdiatmk  cm  1870  é  Mêsseier. 
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ScBUBBRT  (E.).  —  Éléments  de  Polyhymnie^  leurs  perturbations  par 
hifikr,  et  Tahle  pour  la  solution  du  problème  de  Kepler.  (  i  o  col .  ) 

ScBMiDT  (  J.-F.-J.).  —  Observations  d'étoiles  variables  d  l'Observa- 
ïm  d'Athènes  en  1870.  (la  col.) 

ScHMiDT  (J.-F.-J.).  —  Observations  du  Soleil  en  1870  à  V Observa- 
Im d'Athènes.  (6col.^all.) 

Limow  (K.  Yon).  —  Approches  physiques  des  planètes  de  (T)  à  @ 
fmimU  la  présente  année.  (4  col.  ;  ail.) 

ZôLLHEE  (P.).  —  Sur  la  périodicité  et  la  distribution  héliographique 
hs  taches  solaires,  (i  i  col.  ;  ail.) 

Weiss  (E.).  —  Comptes  rendus  de  Vexpédition  autrichienne  envoyée 
ÏÀden  pour  l'observation  de  l'éclipsé  totale  de  Soleil  de  l'année  1868. 
96 col.;  ail.) 

Obsenrations  pendant  Téclipse.  De  la  méthode  de  Littrow  pour  la 
létennination  du  temps  par  les  hauteurs  circumméridicnnes,  au 
niiit  de  rue  de  Tusage  pratique.  Climatologie  d'Âden.  Coordonnées 
géographiques  d'Aden.  Observations  d'étoiles  filantes  à  Aden. 


PHILOSOPHICAL  TRANSACTIONS  of  the  Royal  Society  of 

LOBDOH  (*). 

T.  CLIX,  Seconde  Partie  ;  1870. 

AiBiEws  (Th.).  —  Sur  la  continuité  des  états  gazeux  et  liquide  de  la 
mÊâirs.  (16  p.) 

GiTTHiiB  (Fr.).  —  Sur  la  résistance  thermale  des  liquides.  (24  p) 

T.CLX;  1870. 

FiuE&s  (N.-M.).  —  Note  sur  la  représentation  proposée  par  M.  Syl- 
uâerpowr  U  mouvement  d^un  corps  rigide  libre^  par  celui  d'un  cllip-' 
nUe  iont  le  cenire  est  fixe  et  qui  roule  sur  un  plan  non  poli.  (7p.) 

M.Sjlvester  adonné  (Philosoph.  Transact.,  1866)  une  extension 
ÎB^ortante  de  la  représentation  indiquée  par  Poinsot  pour  le  mou- 

{' ]  Mgir  MmUeei/i,  p.  181. 
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vemcnt  d'un  corps  solide  tournant  librement,  au  moyen  de  l'eilipsùde 
d'inertie.  Il  a  prouvé  que,  si  un  ellipsoïde  matériel,  semblable  a 
l'ellipsoïde  d'inertie,  et  tel  que  ses  moments  d'inertie  principaux  A, 
B,  C  soient  liés  à  ses  demi-axes  par  la  relation 

Art*(6»— c»)4-B6*(c»— ii»)-4-Cc«(ii"— 4»)=o, 

est  assujetti  à  rouler  sur  un  plan  parfaitement  dépoli,  le  mouyemcnt 
de  cet  ellipsoïde  matériel  sera  exactement  le  même  que  celui  de  Tel* 
lipsoïde  d'inertie  du  corps  solide,  le  plan  dépoli  tenant  lieu  du  plan 
géométrique  fixe,  en  contact  avec  lequel  l'ellipsoïde  d'inertie  est  sup- 
posé rouler.  Il  a  aussi  trouvé  des  expressions  de  la  pression  et  do 
frottement  de  l'ellipsoïde  contre  le  plan  dépoli,  en  fonction  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  l'ellipsoïde,  des  longueurs  de  ses  axes,  et  delà 
distance  de  son  centre  au  plan  dépoli.  En  chercbant  directement  lei  , 
valeurs  de  ces  forces,  M.  Ferrers  a  été  conduit  à  une  autre  manière 
de  traiter  le  problème,  qui  lui  a  foiu*ni  quelques  théorèmes  inté- 
ressants. 

Perry  (St.-J.).  —  Sur  Vètat  magnétique  de  V ouest  de  la  Ftw»  » 

1868.  (18  p.)  \ 

Cayley  (A.).  —  Mémoire  sur  la  Géométrie  abstraite.  (i3  p.) 
L'étude  des  quantités  qui  dépendent  de  deux  ou  de  trois  variables 
est  considérablement  éclaircie  par  la  représentation  de  ces  quantité 
par  des  points  d'un  plan  ou  de  l'espace.  Lorsqu'une  quantité  dépend 
de  plus  de  trois  variables,  il  est  avantageux,  pour  la  facilité  de  l'ex- 
position, de  conserver  le  langage  géométrique,  en  concevant  la  quan- 
tité comme  représentée  par  un  point  d'un  espace  de  plus  de  trois  di- 
uiensions.  Un  exemple  important  de  ce  cas  se  présente  dans  la  G^ 
métric  plane,  a  propos  de  la  détermination  du  nombre  des  conrbei 
<]ui  satisfont  h  des  conditions  données.  Les  conditions  impliquent  des 
relations  entre  les  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe^  et,  pour 
mieux  comprendre  ces  relations,  il  est  utile  de  considérer  les  cocii- 
cicnits  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un  espace  d'un  nombre 
convenable  de  dimensions. 

Crofton  (M.-W.).  —  Sur  la  preuve  de  la  loi  des  erreurs  des  oker^ 
rations.  (i3  p.) 

L\)]>jet  de  ce  Mémoire  est  de  donner  la  preuve  mathématiqnt. 
iioiis  su  forme  la  plus  générale,  de  la  loi  des  erreurs  d  obsenition 
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bolées,  d'après  l'hypothèse  qu'une  erreur,  dans  la  pratique,  prô- 
nent de  Faction  concourante  d*un  grand  nombre  de  sources  d'erreurs 
indépendantes,  dont  chacune,  si  elle  existait  seule,  produirait  des 
erreurs  extrêmement  petites  en  comparaison  de  celles  qui  provien- 
fient  de  toutes  les  autres  sources  combinées.  Cette  preuve  est  con- 
tenue dans  un  procédé  général,  proposé  en  vue  d'un  objet  différent, 
nvoir^  dans  la  généralisation  donnée  par  Poisson  aux  recherches  de 
Uplace  sur  la  loi  des  résultats  moyens  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vitions. 

AitY  (G.-B.).  —  Note  sur  une  extension  de  la  comparaison  des  per- 
krhations  magnétiques  avec  les  effets  magnétiques  conclus  des  courants 
ftkûmques  terrestres  observés^  et  discussion  des  effets  magnétiques  con^ 
ebuies  courants  galvaniques  dans  les  jours  de  tranquillité  magnétique. 
(12  p.) 

Sabine  (Sir  Edw.).  —  Contributions  au  magnétisme  terrestre.  — 
N^XU  :  État  magnétique  des  Iles  Britanniques,  réduit  à  V époque  i84a- 
1845.  (11  p.) 

Rakrixe  (W.-J.-M.).  —  Sur  la  théorie  thermodynamique  des  ondes 
d'une  perturbation  longitudinale  finie.  (la  p.) 

L'objet  de  ce  travail  est  de  déterminer  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  lois  de  l'élasticité  d'une  substance  quelconque,  ga- 
leuse, liquide  ou  solide,  et  celles  de  la  propagation  ondulatoire  d'une 
perturbation  longitudinale  finie  dans  cette  substance  ;  en  d'autres 
termes,  d'une  perturbation  consistant  en'déplacements  des  particules 
fvivant  la  direction  de  la  propagation,  la  vitesse  de  déplacement  des 
particules  étant  assez  grande  pour  n'être  pas  négligeable  vis-à-vis 
de  la  vitesse  de  propagation.  Le  but  spécial  de  ces  recherches  est  de 
déterminer  quelles  conditions  doivent  être  remplies,  relativement  au 
transport  de  la  chaleur  de  particule  à  particule,  pour  qu'une  pertur- 
bttion  longitudinale  finie  puisse  se  propager  le  long  d'une  masse 
prisnutique  ou  cylindrique,  sans  perte  d'énergie  ni  changement  de 
^,  le  mot  type  étant  employé  pour  désigner  la  relation  entre 
retendue  de  la  perturbation  d'une  série  de  particules,  à  un  instant 
donné,  et  leurs  positions  non  troublées  respectives.  La  matière  trou- 
vée peut  être  conçue,  dans  ces  recherches,  comme  contenue  dans  un 
tnbe  rectiligne  de  section  uniforme  et  de  longueur  indéfinie. 
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Spottiswoode  (  W.).  —  Sur  le  contact  de$  coniquet  avec  le$  turfaea. 
(20  p.) 

On  sait  qu'en  chaque  point  â*une  surface  on  peut  mener  deux  t»- 
gentes,  appelées  tangentes  principales,  qui  ont  avec  la  surface  un  con- 
tact du  second  ordre,  c'est-à-dire  d'un  ordre  plus  élevé  que  n'est  ea 
général  l'ordre  de  contact  d'une  droite  et  d'une  surface.  L'objet  di 
présent  Mémoire  est  d'établir  le  théorème  correspondant,  rdatire- 
ment  aux  coniques  tangentes,  savoir,  qu'en  chaque  point  d'une  sar« 
face  on  peut  mener  dix  coniques  ayant  avec  la  surface  un  contact  du 
cinquième  ordre,  et  qu'on  peut  appeler  coniques  tangentes  princ^ekt, 

RoscoE  (H.-E.).  —  Sur  la  relation  entre  la  hauteur  du  Soleil  et  Vùtr 
tensité  chimique  de  la  lumière  solaire  totale  par  un  ciel  sans  nua§n. 
(8  p.) 

Tyndall.(J.).  —  Sur  Vaction  des  rayons  d'une  grande  réfirangiUlili 
sur  la  matière  gazeuse.  (33  p.) 

Glaisher  (J.-W.-L.).  — Tables  des  valeurs  numériques  du  fûMi 
intégral,  du  cosinUs  intégral^  et  de  l'exponentielle  intégrale.  (22  p.) 

Ces  tables  donnent,  avec  dix-huit,  onze  et  sept  décimales  et  trois 
ordres  de  différences,  les  valeurs  des  transcendantes 

I     ——dxy       I     ——dx,       I        -—dx, 

dont  la  dernière  est  connue  aussi  sous  le  nom  de  logarithme  intijrsl- 
Le  Mémoire  est  accompagné  de  figures  représentant  la  marche  de  ces 
transcendantes,  dont  les  maxima  et  minima  sont  donnés  dans  des 
tables  auxiliaires.  L'auteur  indique  plusieurs  corrections  aux  taUei 
des  mêmes  fonctions  construites  par  Bretschneider. 

Warren  de  la  Rue,  B.  Stewart  et  B.  Loewt.  —  Recherches  Ptt 
la  physique  solaire.  —  N^  II  :  Positions  et  aires  des  taches  observiaé 
Keu)  en  1864,  i865,  1866;  grandeur  de  la  portion  du  disque  visiUeit 
Soleil  renfermant  des  taches^  depuis  le  commencement  de  i832  jtiffMM 
mat  1868.  (108  p.] 

Jevons  (W.-St.).  — Sur  les  moyens  mécaniques  pour  exécuter  la 
opérations  de  raisonnement.  (22  p.) 

Strutt  (J.-W.).  —  Sur  les  valeurs  de  V intégrale    j    QmQt^^ 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  369 

Q»  ^Qm^  étani  les  coefficients  de  Laplace  des  ordres  n  eln\  avec  une  ap- 
fUaUùm  d  Us  théorie  de  la  radiation,  (i  2  p.) 

RoTSTOH-PiGOTT  (G.-W.).  —  Sur  l* application  au  microscope  d*un 
Aerd^eur  pour  les  images  aplanétiques,  et  sur  ses  effets  pour  augmenter 
k  frossissement  et  la  netteté  des  images.  (i3  p.) 


HDSSKUIFT  fok  Mathematik.  Udgîvet  af  Camillo  Tychscii(*). 

T.  VI,  1870. 

Stebn  (Ad.).  —  Récréations  matfiématiques.  {2  art.;  28  p.) 
Théorie  mathématique  de  plusieurs  tours  de  cartes. 

SBmELiH  (C).  —  Démonstration  de  quelques  propositions  sur  les  per- 
mUations  et  les  combinaisons.  —  Démonstration  d'un  théorème  de  sté- 
fiméirie.  (4  p*) 

Haïsbh  (P.-C.-V.).  —  Méthode  de  Cauchy  pour  l'intégration  des 
iffuUûms  différentielles  partielles  du  premier  ordre.  (3  art.  -,  28  p.) 

Zbutheii  (H.-G.).  —  Nouvelles  remarques  sur  les  solutions  singu- 
Wrei.  (7  p.) 

Uautcur  examine  en  particulier  les  difficultés  qui  peuvent  se  pré- 
tenter  lorsque,  l'intégrale  générale  étant  F  (â:,  y,  C)  =  o,  la  solution 

iingulière  correspond  au  cas  où  le  rapport  =7^ — -  se  présente  sous 

Tune  des  formes  -j  — -• 

o    00 

LotEHz  (L.).  — &ur  la  force  centrifuge.  (3  p.) 

Le  mot  de  force  centrifuge  est  pris  dans  deux  acceptions  :  Tune, 
Tacoeption  vulgaire,  partant  de  Tidée  d'une  force  qui  agirait  sur  le 
corps  animé  d'un  mouvement  de  rotation;  l'autre,  l'acception  scien- 
tifique, qui  considère  cette  force  comme  émanant  du  corps.  La  crainte 
de  faire  naître  une  équivoque  entre  ces  deux  significations  a  engagé, 
dans  ces  derniers  temps,  la  plupart  des  auteurs  à  abandonner  l'usage 
^ cette  expression.  M.  Lorenz  est  d'avis  qu'on  la  conserve,  mais  en 


(*)  Voir  Bmiteeùtt  p.  179.  A  partir  de  Tannée  1871,  la  rédaction  de  oe  Journal  pasM 
**^  les  maim  de  M.  H.*G.  Zemhen,  bien  connu  des  lecteurs  du  Bulletin. 
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Enfin,  si  les  cubiques  gauches  ont  cinq  points  communs,  elles  sont 
sur  un .  même  hyperboloïde,  mais  les  génératrices  de  l'un  des  sys- 
tèmes qui  sont  sécantes  doubles  de  Tune  des  cubiques  coupent  l'autre 
en  un  seul  point.  Les  dix  sécantes  doubles  communes  sont  ici  les 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  cinq  points  communs  aux  deux 
courbes. 

Pour  démontrer  ces  résultats,  M.  Sturm  emploie  une  méthode  de 
transformation  dans  laquelle  à  une  droite  correspond  une  courbe  du 
quatrième  ordre  à  trois  points  doubles.  Elle  se  détermine  de  la 
manière  suivante  :  Si  l'on  a  deux  plans  dans  l'espace,  une  sécante 
double  de  la  cubique  gauche  les  coupe  en  deux  points  qui  se  corres- 
pondent. 

EtaiLL  (Â.).  —  Sur  le  problème  de  la  rotation  des  corps,  (dp.-,  it.) 
On  sait  que  Jacobi  a,  par  l'introduction  des  fonctions  elliptiques, 
ramené  les  formules  qui  donnent  la  solution  de  ce  problème  à  un 
haut  degré  de  simplicité.  Il  a  montré  que  les  cosinus  des  angles  que 
font  les  axes  principaux  du  corps  avec  les  axes  coordonnés  peuvent 
s'exprimer  par  des  quotients  des  fonctions  0.  M.  Brill  donne  une  so- 
lution nouvelle  de  cette  question,  solution  dont  le  caractère  essentiel 
est  d'éviter  l'emploi  des  trois  angles  d'Euler  qui  dérangent  nécessai- 
rement la  symétrie  des  calculs. 

ScHRAMM  (H.).  —  Les  invariants  et  les  covariants  en  qualité  de  cri- 
tères pour  les  racines  d'une  équation.  Suite  d'un  travail  précédent,  in- 
séré au  tome  I,  p.  259-279.  (i3  p.*,  fr.) 

Le  paragraphe  III  est  consacré  à  la  recherche  d'une  espèce  d'in- 
variants indiquant  la  coexistence  de  r  groupes  à  s  racines  égales. 

Dans  le  chapitre  qui  suit,  on  cherche  de  même  des  invariants 
servant  à  indiquer  l'existence  de  plusieurs  racines  égales  et  ima- 
ginaires. 

Le  travail  se  termine  par  l'application  des  résultats  généraux  à 
quelques  équations  particulières. 

AousT  (L'abbé).  —  Théorie  des  coordonnées  curvilignes  quelconques, 
(i5  p.;  fr.).  Suite  d'un  travail  précédent,  inséré  au  tome  II,  p.  Sp. 

Ce  Mémoire  traite  surtout  des  relations  relatives  à  la  courbure.  On 
y  donne  différentes  expressions  de  la  courbure  d'une  surface  et  plu- 
sieurs relations  entre  les  courbures  des  courbes  faisant  partie  du  sys- 
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tème.  Ces  formules  s'appliquent  simplement  au  problème  des  sur- 
faces applicables  les  unes  sur  les  autres. 

RoBERTS  (Michael).  —  Sur  les  fonctions  ahéliennes.  (10  p.^  fr.) 
Cette  Note  contient  la  démonstration  d*un  théorème  général  de 

Jacobi  et  son  application  au  cas  où  le  polynôme  sous  le  radical  est 

du  cinquième  degré. 

Hermite.  —  Sur  ^expression  des  modules  des  transcendantes  ellip^ 
tiques  en  fonction  du  quotient  des  deux  périodes.  (2  p.;  fr.) 

Hermite.  —  Sur  VintégraU    l        *  (i  p.;  fr.) 

j—i    {a — x)^i — x' 

Hermite.  —  Sur  la  transcendante  En.  (i  p.;  fr.) 
Ce  dernier  article  se  rapporte  à  l'évaluation  de  la  transcendante  de 
Bessel,  lorsque  n  est  un  grand  nombre. 

Matthiesseu  (L.)*  —  Des  figures  d'équilibre  et  de  la  rotation  des 
anneaux  sidéraux  homogènes  sans  corps  central,  et  de  leur  changement 
par  expansion  ou  par  condensation.  (28  p.-,  lat.) 

Voir  au  sujet  de  ce  Mémoire  la  Mécanique  céleste,  livre  UI,  §  44)  ^^ 
un  travail  antérieur  du  même  auteur  dans  le  Zeitschrift  fâr  Mathe* 
matik  und  Physik,  t.  X,  p.  59  -,  i865. 

Smith.  — Mémoire  sur  quelques  problèmes  cubiques  et  biquadratiquêi. 
(52  p.;  fr.) 

Ce  Mémoire  très-important  a  été  couronné  par  l'Académie  de  Ber- 
lin. Ce  qui  le  distingue  surtout  des  travaux  précédents,  c'est  le  soin 
que  l'auteur  a  pris  d'examiner  les  cas  où  quelques-uns  des  éléments 
géométriques  deviennent  imaginaires.  Dans  ce  but,  M.  Smith  com- 
mence par  donner  une  théorie  des  couples  des  points  imaginaires 
qu'il  considère,  à  l'exemple  de  M.  Chasles,  comme  les  points  doubles 
d'une  involution  et  qu'il  appelle  des  dyades  de  points  ;  il  considère 
aussi  les  dyades  de  droites  formées  de  deux  droites  imaginaires  con- 
juguées. 

Dans  la  première  partie  du  Mémoire,  on  examine  les  problèmes 
les  plus  simples,  et  l'on  montre  que,  toutes  les  fois  qu'une  construc- 
tion pourra  s'cflectuer  avec  la  règle  quand  les  points  seront  réels,  il 
en  sera  de  même  quand  les  points  seront  imaginaires.  C'est  ainsi  que 
Ion  peut,  étant  donnés  quatre  couples  de  points  imaginaires  oonjn- 
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gués  deux  à  deux,  trouver,  par  Temploi  seul  de  la  règle,  le  neuvième 
point  commun  à  toutes  les  cuhiques  passant  par  les  huit  points  des 
quatre  couples  ou  dyades. 

Dans  la  seconde  partie  du  Mémoire,  M.  Smith  suppose  qu'une  co- 
nique ait  été  complètement  tracée,  et  il  montre  que  tous  les  pro- 
blèmes cubiques  et  biquadratiques  peuvent  se  résoudre  par  l'unique 
emploi  de  la  règle,  du  compas  et  de  cette  conique.  Il  donne  une  dé- 
monstration simple  de  cette  proposition  énoncée  par  Descartes  de  la 
manière  suivante  : 

«  Or,  quand  on  est  assuré  que  le  problème  proposé  est  solide,  soit 
que  l'équation  par  laquelle  on  le  cherche  monte  au  quarré  de  quarré, 
soit  qu'elle  ne  monte  que  jusqu'au  cube,  on  peut  toujours  en  trouver 
la  racine  pai*  l'une  des  trois  sections  coAiques,  laquelle  que  ce  soit, 
ou  même  par  quelque  partie  de  l'une  d'elles,  tant  petite  qu'elle  puisse 
être,  en  ne  se  servant  au  reste  que  de  lignes  droites  et  de  cercles. 
Mais  je  me  contenterai  de  donner  une  règle  générale  pour  les  trouver 
toutes  par  le  moyen  d'une  parabole,  à  cause  qu'elle  en  est  en  quelque 
façon  la  plus  simple.  »  Géométrie,  livre  lU  (Œuvres  de  SksearUM^ 
édition  Cousin,  t.  Y,  p.  419)* 

Dans  la  troisième  partie,  Tautcur  examine  quelques  problèmes  cé- 
lèbres, le  problème  des  normales  aux  coniques  et  le  problème  sui- 
vant qui  était  plus  spécialement  proposé  par  T Académie  : 

Étant  donnés  treize  des  points  d^ intersection  de  deux  courbes  du  qua- 
trième ordre,  trouver  les  trois  autres. 

L'auteur  apprend  à  construire  linéairement  deux  coiu*bes  du  troi- 
sième ordre,  ayant  six  points  communs  et  passant  par  ces  trois 
points.  On  est  ainsi  conduit  au  problème  suivant  : 

Étant  donnés  six  points  communs  d  deux  courbes  du  troisième  ordre, 
déterminer  les  trois  autres  points  communs, 

dont  la  solution  a  été  donnée  par  M.  Chasles. 

L'examen  des  cas  particuliers  de  ces  différents  problèmes  est  fait 
de  la  manière  la  plus  complète  et  la  plus  rigoureuse. 

ScHWAEz  (A.).  —  Note  sur  la  représentation  conforme  d^une  aire 
éUiptique  sur  une  aire  circulaire.  (5  p.^  it.) 

Sghlaxfu  (L.).  —  La  résolvante  de  l'équation  du  cinquième  degré 
wnUê  sùu$  la  forme  d^  un  déterminant  symétrique  d  quatre  U^ffiei  .(4p.;  it.) 


»« 
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Zeuthen  (H. -G.).  —  Sur  les  singularités  ordinaires  d'une  courbe 
gauche  et  d'une  surface  développable  (*),  (44  Pô  fr.) 

Smith.  —  Appendice  au  Mémoire  sur  quelques  problèmes  cubiques  et 
hiquadratiques.  (9.5  p.^  fr.) 

ScBLiLEFLi  (L.). — Sur  U  développement  de  la  période  imaginaire  pour 
le  cas  où  le  module  de  la  fonction  elliptique  est  infiniment  petit,  (6p.^  il.) 

VoLPicELLi  (P.).  —  De  la  distribution  électrique  sur  les  conducteurs 
isolés.  (20  p.;  it.) 

Le  but  de  ce  Mémoire  important  est  la  démonstration  du  théo- 
rème suivant  :  Étant  donné  un  système  de  corps  conducteurs,  conte- 
nant chacun  une  certaine  quantité  d'électricité,  la  distribution  de 
lelectricité  à  leur  surface  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière. 
Voir  k  ce  sujet  un  Mémoire  de  M.  Liouville  :  Additions  à  la  Connais- 
sance des  Temps  pour  l'an  i845^  —  Problèmes  de  Mécanique  ration^ 
n«/lcduP.  Jullien^  Paris,  i855^  t.II,  p.  334-34o^ — Urbanski  (A.), 
Vortrdge  i^ber  kohere  Physik;  Lcmberg,  1857,  p.  1 15; —  un  Mémoire 
de  M.  G.  Belli  :  Memorie  délia  Società  italiana,  t.  XXII,  p.  1 1 1-209. 

C'est  dans  le  Mémoire  de  M.  Volpicelli  que  se  trouvent  toutes  ces 
indications. 

DiHi  (U.) .  —  Sur  un  problème  qui  se  présente  dans  la  théorie  générale 
de  la  représentation  géométrique  d'une  surface  sur  une  autre.  {25 p.^  it.) 

Dans  un  Mémoire  pul)Iié  aux  Annales  de  Tortolini,  t.  VII,  M.  Bel- 
trami  a  démontré  que  les  seules  surfaces  susceptibles  d'être  repré- 
sentées sur  un  plan  de  telle  manière  qu'aux  lignes  géodésiques  cor- 
respondent les  droites  du  plan  sont  les  surfaces  à  courbure  constante 
positive,  nulle  ou  négative.  Dans  le  travail  actuel,  M.  Dini  se  pro- 
pose d'étudier  un  problème  plus  général,  qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Trouver  toutes  les  surfaces  qui  peuvent  être  représentées  sur  une 
autre  surface,  de  manière  qu'à  un  point  de  l'une  des  surfaces  corres- 
ponde un  seul  point  de  l'autre,  et  qu'à  toute  ligne  géodésiquc  de  l'une 
des  surfaces  corresponde  une  ligne  géodésique  de  l'autre. 

Cette  question  est  complètement  résolue  de  la  manière  suivante  : 

Appelons  avec  l'auteur  conique  géodésique,  respectivement  aux 
courbes  A  et  B,  une  courbe  telle  que  la  somme  ou  la  différence  des 


(*)  Voir  Bulletin^  p.  iSp. 
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normales  géodésiqucs  menées  d'un  de  ses  points  aux  deux  courbes  A 
et  6  soit  constante.  Appelons  cette  conique  une  ellipse  quand  c'est  la 
somme  des  normales  qui  est  constante,  une  hyperbole  quand  c'est  la 
difierencc.  Cela  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Si,  sur  un  surface,  il  existe  un  double  système  de  lignes  formé 
d'ellipses  et  d'hyperboles  géodésiqucs  ayant  les  mêmes  courbes  de 
base,  et  étant  isothermes  en  prenant  ces  lignes  pour  lignes  coordon- 
nées u  et  v^  l'élément  linéaire  de  la  surface  se  réduira  à  la  forme 

où  U,  Ui  sont  des  fonctions  de  u;  V,  Vf  des  fonctions  de  i^,  et  vice 
versa.  Si  les  lignes  u  et  v  sont  orthogonales  et  isothermes,  et  qu'en 
les  prenant  pour  coordonnées,  l'élément  de  surface  prenne  la  forme 
précédente,  ces  lignes  seront  des  ellipses  et  des  hyperiboles  géodési- 
qucs par  rapport  à  deux  quelconques  des  courbes  représentées  par 
les  équations 

/v^(U-A)U.rftt  -h/v/lA  — V)V,rftr  =  consl., 
/v/(U  — A)U.rfi«  -/\/(A--V)V,rftr  =  consl., 

où  les  constantes  du  second  membre  sont  arbitraires,  et  A  est  une 
constante  telle,  que  U — A,  A — V  soient  positives  pour  les  régions  de 
surface  que  Ton  considère,  et  les  paramètres  elliptiques  ou  hyperbo- 
liques de  chaque  courbe,  c'est-à-dire  la  somme  ou  la  différence  con- 
stante des  normales,  seront  respectivement 

2/v(U-A)U,rfii-c-c',     2/v^(A  — V)V,rfir— c-^-c', 

où  c,  c'  sont  les  constantes  des  seconds  membres  des  courbes  de  base, 
dans  les  équations  précédentes. 

En  faisant  usage  de  la  proposition  précédente  et  d'un  théorème 
élégant  dû  à  M.  Tissot,  l'auteur  arrive  à  la  solution  complète  du  pro- 
blème proposé.  Signalons  encore  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  transformation  homographique  générale,  les  lignes  or- 
thogonales de  la  première  figure  qui  restent  orthogonales  dans  la  se- 
conde sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  homofocales  qui  se  changent 
en  ellipses  et  hyperboles  homofocales,  et  l'axe  des  foyers  imaginaires 
de  ces  coniques  est  dans  chaque  figure  la  droite  qui  correspond  aux 
points  à  l'infini  dans  l'autre.  Les  axes  des  foyers  réels  sont  les  droites 
perpendiculaires  aux  axes  précédents  qui  sont  en  même  temps  cor- 


MATHEMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  377 

respondantcs.  Les  foyers  réels  dans  les  figures  sont  des  points  cor- 
respondants, les  foyers  imaginaires  correspondent  aux  points  à  Tin- 
fini  sur  le  cercle  dans  l'autre  figure. 

RoBEETs  (Michael).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde. 
(i4  p.-,  fr.) 

Cet  article  se  rapporte  à  des  lignes  de  courbiu*e  exceptionnelles, 
signalées  pour  la  première  fois  par  M.  Roberts,  et  dont  Tare  ne  dé- 
pend que  des  intégrales  elliptiques. 

RiEMAniff  (B.).  —  Sur  les  hypothèses  qui  servent  de  fondement  à  la 
Géaméirie,  Mémoire  posthume,  publié  par  R.  Dedekind,  et  inséré 
dans  le  tome  XIQ  des  Mémoires  de  la  Société  Royale  de  Gœttingue 
(1867).  Traduit  de  Tallemand  par  M.  J.  Hoûel.  (18  p.^  fr.) 

RoBERTS  (W.).  —  Sur  une  intégrale  double  définie.  (4  p.;  fr.) 

Târdt  (P.).  —  Sur  quelques  théorèmes  d^arithmétique.  (8p.^  it.) 
Le  but  de  cette  Note  est  la  démonstration  de  cinq  théorèmes  d'Ei- 
senstein,  énoncés  au  tome XXVII  du  Journal  de  Crelle  (p.  281),  dont 
il  n'avait  pas  été  publié  de  démonstration,  quoique  MM.Schaar  (*)  et 
Gennocchi  (^)  aient  donné  des  théorèmes  analogues. 

Voir  aussi  un  Mémoire  de  M.  Stem,  Ueber  einige  Eigenschaflen  der 
Funetian  Ex  (Journal  de  Crelle-Borchardt,  t.  UX). 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des   séances  de  l'Académie 
DBS  Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  (***). 

T.  LXX. 

N«  6  (♦***).  Séuce  4i  8  itit  I87». 

M.  Phillips.  —  Relation  entre  les  chaleurs  spécifiques  et  les  coeffi- 
cients de  dilaiation  d'un  corps  quelconque. 

M.  d*Abbadi£.  —  Sur  la  division  décimale  du  quadrant. 


(*}  Mémoire  sur  une  formule  d'Analjrse  {Académie  royale  de  Belgique^  i.  XXIII). 

{**)  Note  sur  ta  théorie  des  résidus  quadratiques,  t.  XXV  du  même  Recueil. 

(♦♦♦)  Voir  Bulletin,  p.  ioi. 

(****)  Nous  n'indiquons  pas  les  séances  dans  lesquelles  on  n'a  pas  présenté  de  Mémoire 
«or  les  Mathématiques. 

MM  des  Sdenees  muthém.  et  astron.,  l.  1.  (Décembre  1870.)  ^5 
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N"»  7.  SéaRte  di  16  toit  187*. 

M.  Serret,  présente  à  rAcadémie  le  tome  V  des  Œuvres  de  La- 
grange.  Voici  la  liste  des  Mémoires  que  contient  ce  volume  : 

Théorie  de  la  libration  de  la  Lune  et  des  autres  phénomènes  qui  dépendent  de 
la  figure  non  sphérique  de  cette  planète. 

Théorie  des  variations  séculaires  des  éléments  des  planètes.  (Prmnière  et  se- 
conde Partie.) 

Théorie  des  variations  périodiques  des  mouvements  des  planètes.  (Première 
Partie.) 

Sur  les  variations  séculaires  des  mouvements  moyens  des  planètes. 

Théorie  des  variations  périodiques  des  mouvements  des  planètes.  (Seconde 
Partie.) 

Sur  la  manière  de  rectifier  les  méthodes  ordinaires  d'approximation  pour  Tin- 
tégration  des  équations  du  mouvement  des  planètes. 

Sur  une  méthode  nouvelle  d'approximation  et  d'interpolation. 

Sur  une  nouvelle  propriété  du  centre  de  gravité. 

Méthode  générale  pour  intégrer  les  équations  aux  difitérences  partielles  du  pre- 
mier ordre  lorsque  ces  différences  bo  sont  que  linéaires. 

Théorie  géométrique  du  mouvement  des  aphélies  des  planètes,  pour  servir 
d'addition  aux  Principes  de  Newton. 

Sur  la  manière  de  rectifier  deux  endroits  des  Principes  de  Newton  relatifs  à  la 
propagation  du  son  et  au  mouvement  des  ondes. 

Mémoire  sur  une  question  concernant  les  annuités. 

Mémoire  sur  l'expression  du  terme  général  d'une  série  récurrente  lorsque  l'é- 
quation génératrice  a  des  racines  égales. 

Mémoire  sur  les  sphéroïdes  elliptiques. 

Mémoire  sur  la  méthode  d'interpolation. 

Mémoire  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune. 

Mémoire  sur  une  lui  générale  d'optique. 

Rapports. 

M.  YvoN  ViLLARCEAu.  —  Divisiofi  décimale  des  angles  et  du  temps. 

P.  Secchi  présente  à  l'Académie  le  volume  qu  il  vient  de  publier, 
intitulé  le  Soleil. 

M.  DE  FoN VIELLE.  —  Sur  Us  découvertes  astronomiques  des  anciens. 

N<>  8.  Séaoce  di  22  août  1870. 

M.  MoRiN.  —  Note  sur  la  première  session  de  la  Commission  inter-- 
nationale  du  mètre,  tenue  à  Paris  du  8  au  1 3  août  1870. 

M.  Newcomb.  —  Sur  les  inégalités  de  la  Lune  dues  d  V action  des 
planètes. 
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N^"  9.  Séiicf  di  2»  aoit  187*. 

M.  BoussiifESQ.  —  Essai  théorique  sur  les  lois  trouvées  eaj^érimen- 
ialement  par  M.  Bazin,  pour  V écoulement  uniforme  de  Veau  dans  les 
canaux  découverts. 

N^"  10.  Séuce  h  5  septenbre  1870. 

M.  BoussiifESQ.  —  Note  complémentaire  au  Mémoire  sur  les  ondes 
iiquides  périodiques.  Établissement  de  relations  générales  et  nouvelles 
tntre  V  énergie  interne  d*un  corps  fluide  ou  solide  y  et  ses  pressions  ou  forces 


M.  Delavvjly.  —  Découverte  d^une  comète  par  M,  Coggia. 

N<>  11.  Séuce  di  12  septfnbre  1870. 

M.  Faye.  —  Sur  la  manière  d'observer  le  prochain  passage  de  Vénus 
par  M.  Simon  Newcomb. 

Voîcî  comment  s'exprime  M.  Faye  : 

c(  M.  S.  Newcomb  a  bien  voulu  m'adresser,  il  y  a  quelques  jours, 
une  Notice  lue  par  lui  à  la  National  Academy  of  Sciences  (U.  S.)  sur 
le  prochain  passage  de  Vénus.  J*ai  pensé  que  T Académie  aimerait  à 
avoir  connaissance  de  ce  travail,  qui  montre  qu'on  se  préoccupe  en 
Amérique  de  ce  grand  phénomène  tout  autant  qu'en  Europe.  M.  New- 
comb a  voulu  contrôler  sérieusement  l'opinion  qui,  dans  la  bouche 
de  Hallcy,  a  donné  jadis  un  si  grand  crédit  aux  passages  de  Vénus. 
Dans  son  Mémoire  sur  l'observation  du  passage  de  Mercure  à  Sainte- 
Hélène,  ce  grand  astronome  déclare  qu'il  avait  observé,  à  moins  d'une 
seconde  près,  le  contact  intérieur  de  Mercure  et  du  Soleil,  et  c'est 
sur  ce  haut  degré  de  précision  qu'il  établit  l'espoir  d'arriver,  par  les 
passages  de  Vénus,  à  mesurer  avec  une  exactitude  extrême  la  distance 
de  la  Terre  au  Soleil. 

»  M.  Newcomb  a  pris  la  peine  de  réduire  au  centre  de  la  Terre 
toutes  les  observations  du  dernier  passage  de  Mercure  en  novembre 
1868,  et  il  en  a  formé  un  tableau  très-instructif  dont  j'extrais  les 
nombres  suivants  : 


25. 


38o 
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Contact  obMTfé 

Contact  obterré 

«fec  déformatioii 

sans  déformation 

de  Timage. 

de  l'imafre. 

ai*o"*  —    a,  4 

Le  Verrier,  inst. 

ai*o"*  —     3,0 

Rayet. 

-+-    4,0 

Stone. 

-+-     1,5 

IJaift. 

-+-     4,7 

Dankin. 

-<-    4,9 

André. 

-+-  11,3 

CrÎKwick. 

-i-     8,3 

Yîllaroeav. 

-+-  la, 6 

Carpenter,  inst. 

-+-  11,4 

Wolf. 

-+-  17,3 

Buckingham. 

H-  i4,a 

Daner. 

-+-  a9,6 

PohL 

»  J'ai  exclu  les  observations  où  les  bords  des  astres  sont  notés 
comme  mal  définis,  et  celles  dont  le  caractère  ne  se  range  pas  dam 
les  deux  colonnes  ci-dessus.  M.  Newcomb  a  d'ailleurs  tenu  compte 
de  Touverture  et  du  grossissement,  qui  a  beaucoup  varié  d'un  obser- 
vateur à  l'autre;  il  en  conclut  qu'il  n'existe  aucune  dépendance  entre 
ces  éléments  et  l'instant  de  l'observation. 

»  n  résulte  clairement  du  ce  tableau  que  Halley  se  faisait  quelque 
illusion  lorsqu'il  se  flattait  d'avoir  observé  à  i  seconde  près  l'instant 
d'un  phénomène  identique.  On  voit  aussi  que  la  même  incertitude 
existe,  soit  que  le  phénomène  se  présente  avec  le  caractère  géomé- 
trique de  deux  disques  en  contact,  ou  qu'il  soit  altéré  par  une  cer- 
taine déformation  des  images. 

»  M.  Newcomb  conclut  de  là  que  l'observation  du  prochain  pas- 
sage de  Vénus  échouera  si  l'on  se  contente  d'obser\er  comme  autrefois 
les  contacts  intérieurs.  Il  propose  les  mesures  photographiques.  L'A- 
cadémie verra  sans  doute  avec  intérêt  que,  plus  les  astronomes  ap- 
profondissent cette  question,  plus  ils  se  rallient  à  l'emploi  de  la  pho- 
tographie. M.  Newcomb  n'y  pressent  qu'une  difficulté,  celle  de  dé- 
terminer exactement  l'échelle  angulaire  des  images,  et  il  conseille, 
pour  cela^  aux  observateurs  l'emploi  d'appareils  parallactiques  qui 
permettraient  de  photographier  les  Pléiades  avant  et  après  l'observa- 
tion de  Vénus  (*).  Mais  il  me  semble,  et  c'est  une  su^estion  que  je 
soumets  aux  astronomes,  qu'il  existe  un  moyen  bien  plus  simple  et 
bien  plus  praticable,  moyen  que  j'ai  employé  moi-même  avec  un  plein 
succès,  n  consiste  à  photographier  plusieurs  fois  une  même  partie  du 
disque  solaire  pendant  qu'il  passe  dans  le  champ  de  la  lunette  immo- 


(*  )  On  sait  que  ce  sont  les  astronomes  des  Étata-Unis  qui  sont  parrenua  lea  premier* 
à  photographier  les  étoiles  et  même  des  systèmes  stellairea  tels  que  les  Pléiadea. 
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bile,  el  à  enregistrer  les  instants^  à  ^  de  seconde  près^  par  le  télé- 
graphe électrique.  Les  bords  ou  plutôt  les  petites  taches  du  Soleil 
fournissent,  sur  ces  images,  des  points  de  repère  parfaits  pour  déter- 
miner la  valeur  angulaire  des  parties  de  l'image.  Le  même  procédé 
permettra  d'étudier  complètement  les  déformations  dues  au  système 
optique  dans  toutes  les  directions,  car  il  suffit  de  prendre  d'autres 
empreintes  d'une  nouvelle  série  de  positions  du  Soleil,  après  avoir 
fait  tourner  la  lunette  autour  de  son  axe  d'un  angle  de  90  degrés,  par 
exemple. 

»  Ce  dernier  procédé,  qui  n'a  été  appliqué  jusqu'ici  qu'à  l'occa- 
sion de  l'éclipsé  de  1 858,  dans  les  ateliers  de  M.  Porro,  me  semble 
préférable,  pour  l'étude  du  système  optique,  à  celui  qu'on  a  adopté 
dans  le  même  but  à  l'Observatoire  de  Kcw,  dont  les  astronomes  ont 
poussé  si  loin  l'étude  photographique  des  taches  du  Soleil.  A  Kew 
on  s*est  contenté,  si  je  ne  me  trompe,  de  photographier  une  grande 
règle  divisée  placée  à  une  certaine  distance,  ou  un  dôme  éloigné  dont 
les  dimensions  étaient  exactement  connues.  y> 

N<>  13.  Siaiee  <i  26  septeibre  1870. 

M.  Chàpelas.  —  Aurore  boréale  du  24  septembre  1870. 

N<>  14.  Séuce  h  3  «ctobre  187«. 

M.  Fate.  —  Sur  Vaffût  de  Vamiral  Labrousse. 

M.  BiEifATMÉ.  —  Traduction  de  deux  passages  de  Stobée  inexpliqués 
jusqu'ici. 

N<>  18.  Séuee  di  !•  oeUbre  187«. 

M.  DupuT  DE  LÔME  donne  lecture  d'une  Note  sur  un  projet 
d'^sérostai  dirigé.  Note  dont  l'impression  sera  réunie  à  celle  d'une 
Communication  qui  doit  la  compléter. 

«<>  16.  Séuce  <i  17  octobre  187*. 

M.  DvpcY  DE  LÔME.  —  Projet  d'aérostat  dirigé^  muni  d'un  propuU 
seur. 

N»  17.  Séuce  U  24  octobre  187*. 

M.  DupcY  DE  LÔBiE  donne  quelques  développements  complémen- 
taires sur  la  construction  de  son  aérostat. 
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M.  MoRiN  communique  à  TAcadémie  une  pièce  manuscrite  attri" 
buée  à  Mongc,  et  relative  au  système  aérostatique  de  Meusnier. 

M.  Janssen.  —  Sur  V éclipse  totale  du  22  décembre  prochain. 

NO  18.  Séuce  di  31  octobre  1870. 

M.  DiipuY  DE  LÔME.  — •  Deuxième  et  troisième  Notes  eur  les  aérostats 
dirigés  y  faisant  suite  à  la  Communication  du  10  octobre. 

M.  Meusnieb  .  —  Mémoire  sur  l'équilibre  des  machines  (sèrostatiques, 
sur  les  différents  moyens  de  les  faire  descendre  ou  monter,  et  spécialement 
sur  celui  d'exécuter  ces  manœuvres  sans  jeter  de  lest  et  sans  perdre  d'air 
inflammable,  en  ménageant  dans  le  ballon  une  capacité  particulière  des- 
tinée à  contenir  de  l'air  atmosphérique. 

Ce  Rapport,  ou  projet  de  Rapport,  écrit  entièrement  de  la  main  de 
Mongc,  mais  non  signé,  a  été  trouvé  dans  les  arcliîves  du  Conserva- 
toire des  Arts  et  Métiers.  Cette  pièce  est  celle  dont  il  a  été  fait  men- 
tion dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  24  octobre,  p.  529. 

M.  S.  Lie.  —  Sur  une  transformation  géométrique. 
Dans  cette  importante  Note,  se  trouve  énoncé  un  théorème  capital, 
dont  les  conséquences  seront  très-nombreuses,  il  faut  l'espérer  : 

Toutes  les  fois  qu'on  connaît  les  lignes  de  courbure  d'une  surface,  on 
peut  en  déduire  les  lignes  asymptotiques  d*une  autre  surface. 

Par  exemple,  on  sait  trouver  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  du 
quatrième  ordre  ayant  le  cercle  de  l'infini  pour  ligne  double,  on  dé- 
duit de  là  les  lignes  asymptotiques  de  ta  surface  des  ondes,  et  en  général 
de  la  surface  de  Kummer.  Nous  reviendrons  sur  ces  propositions  et  sur 
d'autres  analogues  dues  à  M.  Klein  dans  un  article  spécial. 

M.  Hachette.  —  Sur  les  circonstances  qui  ont  pu  amener  Monge  à 
.^occuper  des  questions  relatives  aux  aérostats, 

M.  Chapelas.  —  Aurores  boréales  des  24  et  25  octobre. 

M.  Salicis.  —  Aurore  boréale  du  24  octobre. 

M.  A.  GuiLLEMijN.  —  Aurores  boréales  des  24  et  25  octobre. 

M.  Chasles  présente  à  l'Académie  différents  opuscules  mathéma" 

tiques. 
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N<>  19.  Séuce  <i  1  MTeibre  1870. 

M.  Fàte.  —  Sur  la  déviation  des  projectiki  d  aikties, 

IS^  22.  Séuce  <i  28  UTeibre  1810. 

M.  Yvoif  ViLLARCEAu.  —  Noie  sur  les  conditions  des  petites  oscilla- 
tions d'un  corps  solide  de  figure  quelconque,  et  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires. 

M*"  24.  SéuM  <i  12  ikemïît  1870. 

M.  Faye.  —  Sur  V expédition  de  M.  Janssen. 

M.  J.  MouTiER.  —  Sur  la  formule  de  la  vitesse  du  son. 

N»  25.  Silice  <i  19  déceibre  1870. 

M.  Faye.  —  Sur  Vart  de  pointer  et  ses  conditions  physiologiques, 

N<>  26.  Séuce  <i  26  déceibre  1870. 

M.  J.  MouTiER.  —  Recherches  sur  Vétat  solide. 

M.  Flammarioii.  —  Éclipse  de  soleil  du  22  décembre  1870.  Mesure 
de  la  variation  de  la  lumière  (*). 


MÉLANGES. 

NOTE  SUR  un  lÉIOlBE  DE  I.  DINI  (**). 

Dans  ce  Mémoire,  inséré  aux  Annali  di  Matematica^  M.  Diui  a  été 
amené  à  étudier  les  figures  homographiques  dans  le  plan,  et  il  énonce 
la  proposition  suivante  : 

Étant  données  deux  figures  homographiques  dans  le  plan^  les  seules 
lignes  orthogonales  de  la  première  figure  qui  restent  orthogonales  dans  la 

(*)  U  Importe  de  no  pas  perdre  de  vue  que  nous  n'avons  à  rendre  compte  que  des 
travaux  se  rapportant  aux  Mathématiques.  L'activité  de  l'Académie  s'est  portée  pendant 
le  siège  de  Paris  sur  des  travaux  intéressant  particulièrement  la  défense.  On  pourra 
consulter  à  ce  sujet  un  ouvrage  de  M.  Grimaud  de  Caux  :  V Académie  des  Sciences  pen" 
dont  le  siège  de  Paris. 

(••)  \olr  Bttlletiit,  p.  376. 
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seconde  sont  des  ellipses  et  des  hyperboles  homo  focales  qui  se  changent  en 
hyperboles  et  en  ellipses  homofocales, 

La  lecture  de  ce  théorème  nous  a  amené  à  penser  qu*il  peut 
s'étendre  à  l'espace .  Voici  en  effet  la  proposition  analogue. 

Considérons  dans  l'espace  deux  figures  homographiques,  et  soient 
Â  et  B  les  deux  coniques  qui  correspondent  au  cercle  de  Tinfini  C 
considéré  conmic  appartenant  successivement  à  chacune  des  figures. 
Il  est  évident  que  la  développable  (A,  C)  circonscrite  â  A  et  à  C  cor- 
rcspondra  à  la  développable  (C,  B)  circonscrite  à  C  et  à  B.  Par  suite, 
au  système  des  surfaces  homofocales  ayant  A  pour  focale,  corres- 
pondra le  système  des  surfaces  du  même  ordre  ayant  pour  focale  B. 
Il  est,  du  reste,  facile  de  faire  voir  que  le  système  triple  orthogonal 
ainsi  formé  est  le  seul  qui  reste  orthogonal  après  la  transformation. 
En  ciiet,  si  Ton  se  propose  de  déterminer  trois  directions  passant 
par  un  point,  telles  que  les  trois  directions  correspondantes  soient 
perpendiculaires,  on  trouve  que  le  problème  n'a  qu'une  seule  solu- 
tion. Mais  il  n'en  est  pas  de  même  si  Ton  considère  seulement  deux 
systèmes  orthogonaux  :  dans  ce  cas,  la  solution  dépend  de  la  résolu- 
tion d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre;  nous 
pourrons  revenir  sur  ce  problème  dans  une  autre  occasion,  pour  en 
dire  quelques  mots.  G.  D. 


NOTICE  SUR  LA  VIE  ET  LES  TRAVIDX  DE  N.l.  L0B1TCHIFSK1. 

Troisième  article. 
TRAVAUX  GÉOMÉTRIQUES  DE  LOBATCHEFSKT. 

:M.  laiiichefsky,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de 
KaAan,  publie  en  ce  moment  une  nouvelle  édition  des  Œuvres  géomé- 
triques  de  N.-L  Lobalchefsky  (FeoMeTpiiqecidii  co^uneHifl  H.  II.  Ao- 
CaqcBCKaro,  Kazan,  gr.  in-4**).  Cinquante-trois  feuilles  de  ce  volume 
ont  déjà  paru.  Elles  contiennent  les  Mémoires  désignés  dans  notre 
pi'écédent  article  (*)  sous  les  n***  2,  9,  H  et  12,  rangés  par  ordre 
c'iinmologique.  Pour  donner  une  idée  de  cet  ensemble  de  recherches^ 
nous  suivrons  de  préférence  l'ordre  naturel  des  matières. 

(*)  Voir  UulU'tin,  p.  32/». 
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Le  nom  de  Lobatchefsky  est  connu  surtout ,  jusqu'à  présent,  par 
ses  découvertes  relatives  à  la  théorie  des  parallèles.  H  s'en  faut  de 
beaucoup  cependant  que  les  services  rendus  par  lui  à  la  science 
soient  limités  à  cette  question  spéciale.  On  lui  doit  un  Traité  complet 
sur  les  fondements  de  la  Géométrie,  où  il  a  présenté  sous  une  forme 
neuve  et  originale  les  principes  essentiels  de  la  science  de  l'espace. 

Ces  principes,  connus  depuis  plus  de  vingt  siècles,  ont  été,  par 
malheur,  acceptés  trop  tôt  comme  évidents  et  inmiuables.  L'expo- 
sition qu'en  a  donnée  Euclide  a  paru  tellement  satisfaisante,  qu'on 
ne  s'est  pas  occupé  de  savoir  s'il  n'existait  pas  d'autres  manières  plus 
rationnelles  de  coordonner  les  vérités  géométriques ,  et  les  esprits 
éminents,  quand  ils  ont  traité  la  question,  l'ont  plutôt  considérée  au 
point  de  vue  métaphysique  qu'au  point  de  vue  mathématique. 

Cependant  les  travaux  de  Gauss,  de  Lobatchefsky,  de  J.  Bolyai, 
de  Riemann,  de  Helmholtz,  et  d'autres  grands  géomètres  ont  mis 
hors  de  doute  qu'il  reste  quelque  chose  à  faire  sur  ce  sujet.  Lors 
même  qu'on  ne  serait  pas  encore  parvenu  au  but  désiré,  lors  même 
qu'on  n'aurait  pas  encore  découvert  la  méthode  la  plus  scientifique 
et,  par  suite,  la  plus  simple  pour  organiser  l'enchainement  des  vé- 
rités de  la  Géométrie,  on  ne  devrait  pas  moins  une  vive  reconnais- 
sance k  ces  novateurs  qui  ont  remué  des  idées  et  fait  sortir  cette  ques- 
tion de  Tétat  de  stagnation  où  elle  élait  restée  pendant  deux  mille 
ans.  Si  à  cette  heure  la  solution  n'est  pas  encore  complète,  on  en 
possède  du  moins  presque  tous  les  éléments.  La  mise  en  œuvre  des 
matériaux  acquis  serait  une  tache  bien  digne  de  tenter  l'ambition 
d'un  géomètre  habile,  et  l'utilité  d'un  livre  fondé  sur  des  bases  vrai- 
ment rationnelles  serait  immense  pour  l'enseignement  élémentaire, 
qui  se  trouverait  ainsi  délivré  de  tant  de  Traités  reposant  sur  des 
conceptions  fausses. 

Nous  allons  essayer  d'indiquer  les  principales  modifications  à  la 
méthode  ordinaire,  proposées  par  Lobatchefsky  dans  son  grand  tra- 
vail intitulé  :  Hobioh  Haqajia  FeoMCTpiH,  cb  dojihoh  Teopieîi  napaji- 
uejtbHUxi»  (*),  et  publié,  comme  nous  l'avons  dit  dans  un  article 
précédent  (^)  dans  les  Mémoires  de  V  Université  de  Kazan  pour  les 


(*)  NouTeaux  principes  de  Géométrie,  «Tec  une  Théorie  complète  des  parallèles,  en 
MX  articles,  comprenant  4/0  pages  in-8^. 

(•*)  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques;  1870,  p.  3j4» 
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années  1 835-1 838.  Lobatchefsky  n'emploie  dans  ce  travail  que  les 
procédés  habituels  de  la  Géométrie  élémentaire.  Il  cherche  à  réduire 
les  axiomes  au  moindre  nombre  possible,  et  à  faire  ressortir  le  rôle 
que  chacun  d'eux  joue  séparément  dans  Tensemble  de  la  théorie. 

L'ouvrage,  divisé  en  treize  Chapitres,  est  précédé  d'une  Ihteo- 
DUCTioif  (3o  pages),  dans  laquelle  l'auteur  discute  les  démonstrations 
du  principe  des  parallèles,  données  par  Legendre  et  par  Bertrand 
(de  Genève),  et  en  démontre  rigoureusement  l'insuffisance.  Nou^ 
reviendrons  sur  cette  question ,  lorsque  nous  aurons  vu  ce  que  de- 
vient la  Trigonométrie  plane,  tant  qu'on  n'a  pas  encore  prononcé 
sur  la  question  de  T axiome  XI  d'Euclide. 

Le  Chapitre  P"  (i6  pages),  intitulé  :  Premiêrei  notions  de  Géo- 
métrie, traite  des  diverses  manières  dont  un  corps  peut  être  divisé, 
et  contient  les  définitions  des  surfaces,  des  lignes  et  des  pointa.  Lo- 
batchefsky établit  ces  définitions  de  la  manière  même  dont  on  y  a 
été  conduit  par  Texpéricnce.  On  parvient,  par  exemple,  à  l'idée  de 
surface  en  amincissant  indéfiniment  un  corps  dans  le  voisinage  de 
sa  limite .  et  les  propriétés  des  surfaces  sont  celles  vers  lesquelles 
convergent  les  propriétés  d'un  tel  corps  infiniment  mince. 

L'objet  du  Chapitre  U  (  26  pages)  est  la  démonstration  de  l'exis- 
tence du  plan  et  de  la  ligne  droite,  en  partant  d'un  axiome  unique  : 
l'existence  de  la  sphère. 

Jusqu'à  présent  on  avait  admis  comme  première  hypothèse  de  la 
Géométrie  l'existence  d'une  suite  continue  de  points,  qui  restent 
immobiles,  lorsqu'un  système  solide  dont  ils  font  partie  tourne  au- 
tour de  deux  de  ces  points,  supposés  fixes  ^  et  l'ensemble  de  tous  ces 
points  immobiles  forme  une  ligne,  indéfinie  dans  les  deux  sens,  et 
que  l'on  appelle  ligne  droite. 

De  la  notion  de  la  ligne  droite  on  peut  déduire  celle  du  plan,  lieu 
des  positions  d'une  droite  mobile  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes 
partant  d'un  même  point  (*). 

Mais  la  constatation  expérimentale  de  l'immobilité  de  certains 
points  d'un  système  rigide  ne  peut  se  faire  qu'au  moyen  dé  mesures 
approximatives,  et  l'on  ne  peut  jamais  vérifier  l'hypothèse  en  toute 
rigueur.  A  cette  hypothèse,  qui  repose  seulement  sur  une  induction, 


(*)  Foj-ez  une  Note  de  M.   Valcriani  {Giormale  di  Matematiche,  t.  VII,    décem- 
bre 1869). 
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Lobatchefsky  et  J.  Bolyai  (*)  ont  voulu  en  substituer  une  autre, 
n'empruntant  à  rexpérience  que  des  relations  de  situation,  toujours 
exactement  vérifiables. 

Étant  admise  la  notion  indéfinissable  de  la  solidité,  la  distance  de 
deux  points  A,  B  est  dite  égale  à  celle  de  deux  autres  points  A',  B^, 
si  Ton  peut  faire  coïncider  successivement  les  deux  mêmes  points 
d'un  système  solide  d'abord  avec  A  et  B,  puis  avec  A'  et  B^ 

La  sphère  est  le  lieu  des  points  équidistants  d'un  point  fixe.  C'est 
une  surface  simple  et  complètement  fermée. 

D'un  centre  donné  on  peut  toujours  décrire  une  Sphère,  et  une 
seule,  qui  passe  par  un  point  donné. 

Une  sphère  ne  peut  avoir  qu'un  seul  centre. 

Si,  de  deux  centres  fixes  et  avec  une  distance  convenable,  on  dé- 
crit deux  sphères  égales,  l'intersection  de  ces  sphères  est  un  cercle, 
ayant  lès  deux  centres  fixes  pour  pôlen. 

Le  lieu  des  cercles  décrits  des  mêmes  pôles  est  une  surface  indé- 
finie, superposable  à  elle-même  par  retournement,  et  que  l'on  ap- 
pelle plan. 

Si  l'on  fait  tourner  un  plan  autour  de  deux  de  ses  points,  suppo- 
sés fixes,  il  y  a  un  ensemble  de  points  qui  restent  inmiobiles  (ou  du 
moins  qui  reviennent  sur  eux-mêmes  au  bout  d'une  demi-révolu- 
tion) ;  ces  points  forment  une  ligne  indéfinie  dans  les  deux  sens,  que 
Ton  appeUe  la  ligne  droite. 

Deux  droites  qui  ont  deux  points  conmiuns  se  confondent. 

Une  droite  qui  a  deux  points  dans  un  plan  y  est  située  entière- 
ment. 

Deux  plans  qui  ont  trois  points  communs  non  en  ligne  droite  se 
confondent. 

On  établit  ensuite  les  propriétés  fondamentales  de  la  sphère,  du 
cercle,  du  plan,  de  la  ligne  droite,  les  caractères  des  positions  rela- 
tives de  deux  sphères  ou  de  deux  cercles,  etc. 

Si  cet  enchaînement  de  propositions  pouvait  s'établir  d'une  ma- 
nière à  la  fois  simple  et  rigoureuse,  il  n'est  pas  douteux  que  les  prin- 
cipes de  la  Géométrie  n'eussent  ainsi  acquis  une  base  plus  solide  et 
plus  indépendante  des  erreurs  de  l'expérimentation.  Cette  méthode 

(*)  Kurter  Grundrist  eines  Fenuchs  u.  i.  tv.  Maros  VMrhely,  i85i. 
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conduirait  en  même  temps  plus  directement  à  un  grand  nombre  de 
propriétés  des  figures  formées  par  des  droites  ou  par  des  plans. 

n  nous  semble  malheureusement  que  les  déductions  de  Loba- 
tchefsky  et  de  J.  Bolyai  sont  mêlées  de  suppositions  qui  nécessitent 
de  nouveaux  appels  à  Texpérience,  et  que,  tout  au  plus,  leur  raison- 
nement démontre  l'existence  de  la  ligne  droite  dam  k  plan,  mais 
non  celle  de  la  ligne  droite  dans  V espace  {*),  Nous  laissons  de  côté  la 
question  de  simplicité  qui  est  d'un  intérêt  secondaire  tant  qu'il  ne 
s'agit  pas  d'une  application  à  l'enseignement  élémentaire. 

n  ne  faut  pas  toutefois  renoncer  à  l'idée  de  voir  un  jour  les  fonde- 
ments de  la  Géométrie  établis  sur  cette  base  d'une  manière  pleine- 
ment rigoureuse.  Des  tentatives  récentes,  encore  inédites,  dues  à  un 
géomètre  qui  a  profondément  étudié  la  question,  nous  font  espérer 
une  prochaine  solution  des  difficultés  qui  restent  encore  à  vaincre. 

J.H. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

CHASLES,  membre  de  Tlnstitut  de  France.  —  Rapport  sun  les 
PROCHES  DE  LÀ  Géométrie  (^),  publication  faite  sous  les  auspices 
du  Ministère  de  Tlnstruction  publique.  Paris,  Imprimerie  natio- 
nale; 1870.  — Gr.  in-8°,  38i  pages.  Prix  :  i5  fr. 

Nous  avons  aujourd'hui  la  bonne  fortune  de  signaler  à  nos  lecteurs 
un  nouveau  livre,  un  ouvrage  très-important  de  M.  Chasles.  On  se 
souvient  qu'à  l'époque  de  la  dernière  exposition  universelle,  M.  le 
ministre  de  TListruction  publique  avait  demande  aux  savants  les  plus 
autorisés  un  Rapport  d'ensemble  sur  les  progrès  qu'avait  faits,  en 
France,  la  branche  dont  ils  s'occupaient  plus  spécialement.  C'était, 
en  vérité,  une  heureuse  idée,  puisqu'elle  nous  a  valu  plusieurs  ira- 
vaux  très-intéressants  et,  en  dernier  lieu,  l'ouvrage  dont  nous  ve- 
nons de  transcrire  le  titre  et  dont  il  suffit  évidemment  d'annoncer  la 
publication  à  nos  lecteurs.  Nous  nous  contenterons  de  dire  que  le 
Rapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie  peut  être  considéré  comme  une 
suite  précieuse  de  Y  Aperçu  historique.  Les  travaux  des  géomètres 
français  y  sont  analysés  avec  la  clarté  et  la  hauteur  de  vues  qui  ap- 
partiennent à  M.  Chasles.  On  voit  d'ailleurs  que  Tillustre  géomètre 
n'a  négligé  aucune  occasion  de  citer  les  travaux  des  savants  étrangers. 


(')  Ce  Rapport  fait  partie  du  Recueil  de  Rapports  sur  Vétat  des  Lettres  et  les progrèt 
des  Sciences  en  France, 
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toutes  les  fois  quHIs  se  rapportent  an  sujet  dont  il  a  i  s'occuper.  Pir 
sa  nature  mriuo,  la  nouvelle  œuvre  de  INI.  Chasles  nous  sera  très- 
utile-,  nous  aurons  Toccasion  de  lui  faire  de  frcH|uents  emprunts  cl 
d'indiquer  bien  des  questions  historiques  dont  M.  Chasles  nous  a 
donné  la  solution.  G.  D. 


PONCELET  (J.-V.).  —  IidTTiODUcTioii  ▲  la  Mécahiqub  ikdcs^ 
TRiELLE,  PHYSIQUE  ET  EXPÉRIMENTALE;  3*  édition,  pid>liée  par 
M.  Krelz,  ingénieur  en  ehef  des  Manufactures  de  TEtat.  Paris, 
Gaulliier-\  illars^  1870.  —  ln-8^,  avec  3  planches  sur  cuivre,  xiu- 
755  pages.  iVîx  :  19.  fr. 

La  première  édition  do  V Introduction  à  la  Mécanique  industrielle 
(1829),  formant  un  petit  în-8*^,  n'était  guère,  en  substance,  que  la 
reprodueliou  des  leçons  professées  aux  ouvriers  par  Tauteur,  à  Tllotel 
(le  \  il  le  de  Metz.  Des  considérations  physiques  et  philosophiques  d'une 
grande  netteté,  diîs  niétliodes  géoniétri(jues  originales  et  assez  sim- 
ples ])our  faire  connaître  les  prinei[)es  fondamentaux  de  la  Mécanique 
à  des  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques,  Theureuse  dé- 
tinition  du  travail,  tel  est,  à  peu  près,  le  contenu  de  cette  édition  qui 
n*eut  pas,  au  delà  de  Metz,  un  grand  retentissement. 

Il  n'en  fut  pas  de  même  de  la  seconde,  et,  quoique  bien  jeune  alors, 
je  me  rappelle  la  stuisation  que  son  apparition  produisit  chez  les  pro- 
fesseurs l't  les  ingénieurs.  M 

L'éléganee  et  la  simplicité  des  démonstrations,  appuyées  par  de* 
exemples  habilement  choisis  parmi  les  faits  les  plus  connus  de  tous, 
la  clarté  des  dévelopjHMuents  relatifs  à  la  nature  du  travail,  à  sa  trans- 
formation  en  force  vive,  la  profondeur  des  considérations  sur  la  con- 
stitution intime  des  corps,  sur  le  mode  d'action  des  forces,  le  soin  mi- 
nutieux a\ee  le(|uel  ont  é'té  rapportées  les  données  exjKTimentales, 
ont  fait  de  ce  Iîmc»  un  inodèle  qui  souvent  a  été  imité,  sans  avoir  été 
jamais  ég^ilé.  Anjourd  luii  encore,  soit  ([ii'on  relise  les  cours  pro- 
fessés dans  nos  grandes  éeolc^s,  soit  (jue  Ton  pari*oure  les  traités  les 
plus  élémentaires,  on  rencontn»  partout  des  enq)runts  à  l'ouvrage  du 
maitn",  il  a  été  Tune  dcîs  «'anses  hîs  plus  puissantes  de  la  vulgarisa- 
lion  des  notions  cxaeU»s  di*  la  Mécanique  industrielle  et  des  progrès 
df  ]  i  ^léraniqip-  .rpj>lii|:j<''-   î)\ni  Miiiccolv,  h*5  1  ables  des  coellici<ïiit.< 
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de  dilatation,  des  densités,  des  résistances  ou  de  l'élasticité  des  ma- 
tériaux, du  frottement  dans  ses  diverses  conditions,  du  travail  des 
moteurs  animés,  de  reflet  utile  des  machines  motrices,  de  la  résis- 
tance des  milieux,  etc.,  présentent  un  ensemble  de  documents  qui 
ont  été  le  point  de  départ,  et,  le  plus  souvent,  la  source  principale  de 
tous  les  recueils  de  données  pratiques,  des  aide-mémoire  qui  se  trou- 
vent entre  les  mains  des  praticiens. 

Cette  deuxième  édition  disparut  rapidement,  et  les  bibliothèques 
de  toute  une  génération  d'hommes  spéciaux  furent  privées  de  ce  pré- 


cieux ouvrage. 


Enfin,  une  troisième  édition,  annotée  par  M.  Kretz,  vient  de  pa- 
raître à  la  librairie  de  M.  Gauthier- Villars.  Il  serait  trop  long  d'ana- 
lyser les  nombreux  documents  que  renferme  ce  volume,  et  je  ne 
m'occuperai  que  des  annotations  par  les(juelles  iNI.  Kretz  a  mis  l'ou- 
vrage au  niveau  des  connaissances  acquises,  jusqu'à  ce  jour,  dans  les 
branches  de  la  Physique  qui  se  rattachent  à  la  Mécanique  industrielle. 

Les  Tables  de  la  deuxième  édition,  donnant  les  poids  spécifiques 
des  corps  solides,  ont  été  étendues  de  manière  à  comprendre  les  chif- 
fires  se  rapportant  aux  substances  qui  sont  le  plus  employées  dans  la 
pratique  \  les  chiffres  relatifs  aux  poids  spécifiques  des  gaz  ont  été 
remplacés  par  ceux  qui  résultent  des  expériences  de  M.  Regnault. 

RI.  Kretz  a  dû  accompagner  l'article  intitulé  :  <c  Toute  production 
de  travail  suppose  une  consommation  »  d'une  Note  dans  laquelle  il 
fait  un  résumé  très-précis  et  très-clair  de  la  théorie  mécanique  de  la 
chaleur,  qui  est  l'une  des  branches  les  plus  récentes  des  sciences  phy- 
sico-Boathéma  tiques . 

Tout  ce  qui  est  relatif  a  la  communication  du  mouvement  par  les 
forces  et  à  la  transformation  de  travail  en  force  vive,  Tune  des  plus 
belles  créations  de  Poncelet,  n'a  pas  eu  à  subir  d'additions. 

Dans  le  chapitre  consacré  aux  cliocs,  et  au  sujet  des  applications 
au  tir  des  armes  h  feu,  INI.  Kretz  mentionne  les  travaux  de  Piobert  sur 
l'inilammation  de  la  poudre,  les  résultats  des  recherches  de  Navez  et 
de  Duchemin  sur  les  vitesses  initiales,  et  enfin  la  formule  récente  de 
M.  Sarrau  j)Our  représenter  ces  vitesses. 

Dans  la  détente  d'un  gaz,  Poncelet  admettait  la  loi  de  Mariotte. 
M.  Kretz  rappelle  à  ce  sujet  la  loi  déduite  de  la  Thermodynamique 
qui  doit  être  substituée  à  la  précédente,  lorsque  le  fiuide  n'éprouve 
ni  perte  ni  gain  de  chaleur.  Il  appelle  Tattentioii  sur  une  Note  qui 
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prouve  que,  dès  i83o,  Poncelet  se  préoccupait  de  la  corrâation  qui 
existe  entre  la  chaleur  et  la  quantité  de  travail  qu'elle  peut  produire. 

La  belle  méthode  de  quadrature  par  approximation  de  Poncelet» 
telle  qu'il  l'a  donnée  dans  ses  leçons  à  la  Sorbonne,  et  la  modification 
qu'y  a  apportée  M.  Parmcntier^  ont  été  ajoutées  au  texte,  à  la  suite 
de  la  démonstration  géométrique  de  la  formule  de  Simpson. 

L'article  intitulé  :  «t  Du  travail  produit  par  l'action  mécanique  de 
la  vapeur  d'eau  »  est  accompagné  de  Notes  très-intéressantes  sur 
l'application  de  la  Thermodynamique  à  la  théorie  des  machines  à  va- 
peur, sur  les  machines  considérées  en  elles-mêmes^  et  enfin  sur  les 
résultats  des  expériences  les  plus  récentes  dont  elles  ont  été  l'objet. 

Le  chapitre  relatif  au  travail  développé  par  les  moteurs  animés  n'a 
reçu,  et  n'avait  à  recevoir  aucune  annotation.  Toutes  les  idées  émises 
à  ce  sujet  par  Poncelet  sont  devenues  classiques. 

Le  chapitre  consacré  à  la  résistance  des  matériaux  a  été  Tobjet  de 
plusieurs  Notes  relatives  aux  résultats  des  expériences  sur  l'élasticité 
et  la  résistance  à  la  rupture  des  métaux  (Wertheim),  des  bois 
(M>L  Chevandier  et  Werlheim),  de  la  fonte  et  du  fer  (M.  Hodgkin- 
8on\  des  tôles  (M.  Fairbaim\  des  courroies  en  cuir  (M.  KrctzV  Les 
expériences  de  M.  Kirchhoirsur  l'acier  fondu  et  de  M.  Cornu  sur  le 
cristal  sont  également  indiquées  dans  les  Notes.  Ce  chapitre,  Tun  des 
plus  beaux  de  Touvrage,  est  relatif  à  la  traction  et  à  la  compression 
longitudinale  des  prismes,  aux  vibrations  résultant  de  la  mise  en 
charge,  à  la  force  rire  élastique,  etc. 

Dans  le  dernier  chapitre^  M.  Rretz  fait  connaître  les  n^ultats  aux- 
quels sont  arrivés  M.  Hini  sur  rintluence  des  enduits  dans  le  frotte- 
ment «îe  glis5(*nicnt,  vi  Diipuit  dans  le  frollonient  de  roulement;  il 
fait  wmnaitre  un  proiHNié  pratique  Irt's-siinple  pour  appnVier  le  frot- 
tement dans  les  tourillons,  et  la  valeur  relative  des  divers  enduits; 
il  mentionne  les  recherches  de  Darcv  sur  le  mouvement  de  l'eau  dans 
les  tuyaux,  de  MM.  de  Saint- Venant  et  Wantiel  et  de  M.  Pettjuueur 
sur  récoulement  des  gaz;  les  formules  de  M.  DiJion,  de  M.  Hélie, 
de  la  Commission  du  tir  (iSjÔ-iSjj  ,  de  M.  Boulangé  sur  la  résis- 
tance de  l'air^  et  dit  quelques  mots  des  recherches  de  MM.  Magnas, 
RutzLr^  MavewsLi. 

L*essai  sur  une  Théorie  de  U»  résisiamce  des  fiuides  indécis,  qui  ter- 
mine Touvragr.  a  été  reproduit  tel  qu'il  se  trouvait  dans  la  seconde 
édition. 
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En  résumé,  les  idées  philosophiques,  si  justes  et  si  profondes, 
émises  par  l'auteur,  les  questions  importantes  traitées  par  lui,  les 
documents  si  nombreux  qui  sont  empruntés  à  l'expérience,  rendent 
l'ouvrage  de  Poncelet,  annoté  par  M.  Kretz,  indispensable  aux  in- 
génieurs et  aux  professeurs  de  Mécanique  pure  et  appliquée. 

H.  Resal. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 
SIMON  (Ch.),  professeur  au  lycée  Louîs-Ie-Grand.  —  Mémoire  sur 

LA  ROTÂTIOIf  DE  LA  LtJlfE  ET  SUR  LA  LIBRATIOIV  RÉELLE  EN   LATITUDE 

[Annaleê  de  V École  normale,  t.  III,  p.  253).  — Mémoire  sur  la 
ROTATION  DE  LA  LuNE  (Annoles  de  V École  fwrmale^  t.  VI,  p.  6g).  * 

premier    MÉMOIRE. 

Le  phénomène  de  la  rotation  de  la  Lune  consiste  essentiellement 
en  ce  que  Taxe  instantané  de  rotation  reste  toujours  compris  dans 
l'un  des  plans  principaux  du  sphéroïde  lunaire  :  c'est  un  cas  singulier 
de  la  théorie  générale  de  la  rotation  des  corps,  qui  se  trouve  réalisé 
dans  la  nature. 

Soient  OXi,  OYt,  OZi  les  axes  principaux  du  sphéroïde  lunaire^ 
0X|  étant  l'axe  du  plus  petit  moment  d'inertie,  qui  se  dirige  vers  la 
Terre;  OZi  étant  l'axe  du  plus  grand  moment  d'inertie,  ou  l'axe  de 
l'équateur  géométrique,  et  OYt  l'axe  moyen.  L'axe  instantané  de  ro- 
tation oscille,  de  part  et  d'autre  de  OZi,  dans  le  plan  Zi  Yi^  mais 
cette  oscillation  se  décompose  en  deux  autres,  dont  la  première  joue 
le  rôle  de  variation  séculaire,  par  rapport  à  la  seconde. 

La  première  a  pour  argument  la  distance  moyenne  du  périgée  lu- 
naire au  nœud  ascendant  de  l'orbite,  pour  demi-amplitude  94'',! 5, 
et  pour  période  2 191  jours. 

La  seconde  a  pour  argument  la  distance  moyenne  de  la  Lune  au 
nœud  ascendant  de  son  orbite,  pour  demi-amplitude  42'')8,  et  pour 
période  27^,218. 

De  sorte  que,  si  Ton  appelle  E  et  y  ces  deux  arguments,  et  si  l'on 
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représente  par  OU  l'axe  instantané  de  rotation,  on  a 

angle  Z.OU  =  —  (9(',i5)cosE  —  (4a',8)C059. 

D  résulte  de  là  les  cooséquences  suivantes  : 

Prenons  pour  centre  de  la  sphère  célesle  le  centre  de  gravité  O  de 
la  Lone;  soitZ  le  pùlc  boréal  de  l'éctiptiquci  soit  h=  l'aS' 4^ 'l'in- 
clinaison moyenne  de  l'équateur  lunaire  sur  I  «clîptiqne;  posons, 
pour  abréger,  a^  ^  4^",  8,  et  de  Z,  comme  pùlc,  décrivons  un  cercle 


avec  la  distance  polaire  h  ■ 


3ç 


Le  pùte  instantané  U  décrira  snr  la 


sphère  céleste  onc  suite  de  cydoïdes  ayant  pour  bases  des  arcs 

FG:=GH  =  eK=...=itC, 

que  l'on  pent  regarder  conune  rectilignes  ;  et,  par  conséquent,  l'axe 
instantané  OU  décnra  un  cùnc  ayant  pour  directrice  cette  suite  de 
^^o'ides.  (L'inclinaison  moyenne  de  l'équatcur  apparttU  n'est  pas  k, 
tous  A  4- Ç.) 
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Pour  nous  rendre  compte  de  la  manière  dont  le  mouvement  s'ac- 
complit, imaginons  d'abord  que,  pendant  la  moitié  de  la  période  dd 
27^,218,  l'argument  E  reste  constant  :  Taxe  OU  décrira,  pendant  ce 
temps,  dans  le  plan  mobile  Zi  Yi,  un  secteur  VOW,  correspondant  à 
un  arc  VW  =  4^*  ^^  produira  le  mouvenient  qui  a  lieu  pendant  ce 
temps,  en  faisant  rouler,  sans  glisser,  ce  secteur  plan  sur  le  cùne  cy- 
cloïdal^  le  pôle  instantané  U  sera  le  point  de  contact  de  l'arc  VW  et 
de  la  base  du  cône. 

Mais  l'argument  E  varie  d'une  manière  continue.  On  aura  égard  k 
cette  variation  en  faisant  rouler  et  glisser  en  même  temps  le  secteur 
plan  VOW  sur  le  cône  cycloïdal.  La  vitesse  angulaire  du  glissement 
est  facile  à  calculer. 

M.  Simon  montre  dans  son  Mémoire  que  les  anciennes  observa- 
tions de  la  libration  sont  tout  à  fait  insufiisantes  pour  vérifier  cette 
théorie,  et  indique  les  observations  qu'il  faudrait  faire*  Elles  sont  dif- 
ficiles, mais  nous  ne  les  croyons  pas  impossibles. 

DEXJXIÈICE  MÉMOIRE. 

u  résulte  du  premier  Mémoire  que,  si  l'on  appelle  A,  B,  C  les  mo- 
ments d'inertie  du  sphéroïde  lunaire,  par  rapport  aux  axes  princi- 
paux 0X1,  OYi,  0Z|  ; 

n  le  moyen  mouvement  de  révolution  ou  de  rotation^ 

y  l'inclinaison  de  l'orbite  sur  l'éclîptique  ^ 

0  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  sur  l'écliptique^ 

a)  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite, 
on  a  dû  avoir  à  l'origine  du  mouvement  (plus  exactement,  au  moment 
où  la  coïncidence  des  noeuds  de  l'orbite  et  de  l'équateur  s'est  établie) 
la  relation 


(«) 


rfw  3      C— A/        y\ 


» 


sinon  rigoureusement,  du  moins  à  très-peu  près.  Car,  si  cette  con- 
dition n'eût  pas  été  remplie,  le  nœud  ascendant  de  l'équateur  oscille- 
rait de  part  et  d'autre  du  nœud  descendant  de  l'orbite,  dans  une  pé- 
riode de  8740  jours  environ^  mais  cette  oscillation  est  nulle  ou 
insensible. 
D'un  autre  côté,  on  sait  depuis  longtemps  que,  si  les  deux  moyens 
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mouvements  de  révolution  et  de  rotation  n'eussent  pas  été  égaux  à 
Torigine  (rigoureusement  ou  à  très-peu  près),  il  y  aurait  dans  la  lî- 
bration  en  longitude  une  inégalité  dont  la  période  serait  de  665  jours 
environ.  Cette  inégalité,  comme  la  précédente,  est  nulle  ou  insen- 
sible. 

Voilà  donc  deux  relations  qui  se  rapportent  à  l'état  initial  et  qui 
doivent  être  satisfaites  dans  toute  hypothèse  qu'on  voudra  imaginer, 
n  parait  naturel  d'examiner  si  elles  sont  ou  non  satisfaites  dans  l'hy- 
pothèse de  Laplace. 

La  condition  relative  à  l'égalité  des  moyens  mouvements  de  révo- 
lution et  de  rotation  ne  présente  pas  de  difficulté;  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  de  l'équation  (i). 

M.  Simon  a  été  conduit  à  discuter  avec  rigueur  (ce  qui  n'avait  ja- 
mais été  fait)  la  principale  objection  qu'on  a  élevée  contre  l'hypothèse 
de  Laplace,  à  savoir  la  grande  inclinaison  des  équateurs  des  planètes 
sur  le  plan  du  maximum  des  aires.  Après  avoir  levé  cette  objection, 
il  montre  que  les  conditions  initiales  précédenmient  énoncées  sont 
des  conséquences  naturelles  de  Thypothèse,  en  ayant  ^ard,  bien  en- 
tendu^ à  tous  les  faits  observés  et  aux  lois  de  la  Mécanique.  Mais  la 
démonstration  ne  parait  guère  susceptible  d*ètre  analysée  :  c'est  tme 
question  de  calcul,  traitée  d*ailleurs  d*une  manière  qui  ne  laisse  prise 
à  aucune  objection. 

C*C5t  surtout  à  cause  de  cette  dernière  partie  que  nous  avons  jugé 
utile  de  revenir  sur  les  Mémoires  importants  de  M.  Ch.  Simon.  G:s 
travaux  nous  paraissent  réellement  intéressants  :  Thypothèse  de  La- 
place y  *  )  n*a  jamais  été  examinée  d'une  manière  aussi  rigoureuse.  L'é- 
lude qui  précède,  indépendanunent  des  résultats  importants  pour  la 
théorie  de  la  Lune«  nous  parait  une  des  plus  sérieuses  qui  aient  été 
publiées  sur  cette  hypothèse,  qui  a  tenu  jusqu'ici  plus  de  place  dans 
les  laveries  des  philosophes  que  dans  les  études  des  savants. 

G.  D. 
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TIDSSKRIFT  foe  Mathematik,  udgivet  af  H.-G.  Zeuthem.  Tredie 
Rskke  ('). 

T.  I,  1871,11^1-4. 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Sur  le  principe  de  dualité,  (i  i  p.) 
Dans  ce  premier  article,  l'auteur  traite  de  la  dualité  dans  les  pro- 
priétés descriptives  des  figures. 

OppERMAifif  (L.).  — Sur  les  qiMdratures.  (16  p.) 
L'auteur  expose,  avec  des  modifications  qui  lui  sont  propres,  la 
méthode  de  Gauss  pour  le  calcul  des  intégrales  définies. 

Ttchsen  (C).  —  Une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre 
à  coefficients  variables. 
Intégration  de  l'équation 


x^^l''^ ïï J 


dans  le  cas  de  n  entier  et  positif. 

Mtlord  (H.).  —  Application  des  coordonnées  elliptiques  à  la  déter- 
mination du  système  des  trajectoires  obliquangles  pour  certains  systèmes 
de  courbes  et  de  surfaces,  (17  p.) 

L'auteur  applique  sa  méthode  aux  systèmes  suivants  :  coniques 
confocales  ;  lignes  de  courbures  d'une  surface  de  second  degré  ^  sur- 
faces confocales  du  second  degré. 

Steeh  (Ad.).  —  Note  sur  les  surfaces  de  révolution.  (3  p.). 

Si  l'on  considère  une  surface  de  révolution  comme  engendrée  par 
une  sphère  mobile,  dont  le  rayon  est  l'ordonnée  par  rapport  à  l'axe 
de  révolution  d'une  certaine  courbe  directrice,  les  positions  succes- 
sives de  la  sphère  ne  se  coupent  pas  toujours,  et  le  point  de  ren- 
contre [de  la  directrice  {avec  l'axe  ne  se  trouve  pas  toujours  sur  la 
courbe  méridienne. 

LoREifz  (L.).  —  Sur  un  problème  du  jeu  de  cartes. 


(•)  Journal  de  Mathématiques ^  publié  par  H.-G.  Zrutiibn,  3«  série.  Copenhague,  chez 
E.  Jetpenen,  suecestear  de  O.  Schwartz.  (Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  179  et  36().) 
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Zeuthbn  (H.-G.).  —  RectificaUon  d'une  remarqw  de  Jaeobi, 
n  s'agit  d'une  assertion  relative  au  mouvement  d'un  point  sur  une 
surface  de  révolution  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
sautour  de  son  axe  («  De  motu  puncti  singulari  »  \  Journal  de  CreUe, 
t.  24,  p.  i8).  Jacobi  dit,  à  tort,  qu'il  suffit,  pour  tenir  compte  du 
mouvement  de  la  surface,  d'ajouter  à  la  composante  de  la  force  mo- 
trice perpendiculaire  à  l'axe,  la  force  centrifuge,  proportionnelle  à 
la  distance  du  point  à  l'axe. 

Mylord  (H.).  —  Déterminalion  du  système  des  trajectoires  o6/t- 
quanglespour  certains  systèmes  de  courbes  et  de  surfaces.  (5  p.) 
Suite  d'un  article  précédent. 

Tychsen  (C).  —  Sur  une  intégrale  multiple ^  qui  se  rencontre  dans 
la  méthode  des  moindres  carrés.  (3  p.) 

Petebses  (J.).  —  Stir  un  problème  du  jeu  de  cartes,  (a  p.) 

Petersew  (J.).  —  Sur  VéqtMtion  indéterminée  «•-|-cy'  =  A 
(lop.) 

Môller  (C.-F.-C).  —  Quelques  remarques  sur  renseignement  de  la 
stéréométiie  élémentaire.  (3  p.) 

Steen  (Ad.).  —  Démnmtration  élémentaire  de  la  formule  de  Simp- 
son. (2  p.) 

Oppekmann  (L.).  —  AiLçustus  de  Morgan.  (2  p.) 

Notice  sur  ce  géomètre  philosophe,  né  le  27  janvier  1 806,  à  Ma» 
dura  (Inde),  mort  le  18  mars  1871,  à  Camden-town  (faubourg  de 
Londres). 

LoRENz  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  nombres.  (18  p.) 
Rechcrrhcs  sur  le  nombre  des  solutions  de  rétjuation  indéterminée 
m*  4-cn*=  ]N,  c  cl  N  étant  des  entiers  donnés,  m  «;i  n  des  entiers 
inconnus. 

L'auteur  cherche  à  détcnniner,  par  une  voie  purement  analy- 
tique, le  nombre  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

pour  certaines  valeiu*$  données  de  c,  savoir,  c  =  i ,  2,  3, 4-  H  exprime 
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d'abord  la  série 


•«    ^« 


au  moyen  da  produit  infini  connu 

TT  (i  —  g'^K»  +  g*^') ('  —  q^)('^  -^  g(^-')*) 

II4  (i  -f-  ?**)(!  —  g'^Mfï  -*-  ?**")(»  —  g^**-*'')' 

I 

puis  il  développe  ce  produit  en  une  série  d'une  autre  forme  que  la 
série  primitive.  H  7  parvient  à  l'aide  de  la  décomposition  de  ce  pro- 
duit infini  sous  forme  de  firactions.  La  fraction 

I 
donne,  par  sa  décomposition, 

s 

d'où  l'on  déduit,  en  posant  x  =  —  a  etâ;=o,  la  solution  du  pro- 
blème pour  les  cas  de  c  =  i  et  de  c  =  2. 

De  la  comparaison  des  séries  ainsi  obtenues,  on  tire  immédiate- 
ment des  propositions  sur  le  nombre  des  solutions  de  l'équation  in- 
déterminée en  question.  Pour  c  =  3,  l'auteur  a  trouvé  ainsi  la  pro- 
position suivante  : 

«  Quand  un  nombre  N  renferme  des  facteurs  premiers  p^',  j:)^,. . . 

de  la  forme  3  m  + 1 ,  et  que  les  facteurs  premiers  de  la  forme  3m  +  2, 

ne  s'y  trouvent  qu'à  des  puissances  paires,  le  nombre  des  solutions 

de  l'équation 

in»-»-3n»=:N 

sera  déterminé  par  la  formule 

si  N  est  un  nombre  impair,  et  par  la  formule 

Pj,  =  6(a,-|-i)(aj-+-i). . ., 
si  N  est  pair.  Si  au  contraire  il  entre  dans  N  un  facteur  de  la  forme 

Bull,  dei  Sciences  matkém.  et  tueron.,  t.  H.  (Janvier  1871.)  2 
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3  m  +  2  à  une  puissance  impaire,  on  a  alors 

p„=o.  » 

On  déduit  encore  de  là  des  formules  pour  la  sommation  de  diTenes 
séries.  Ainsi  la  dernière  proposition  conduit  à  l'équation 

qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  p  pour  lesquelles  le  développe- 
ment est  convergent. 

Le  cas  de  c  =  —  i  est  traité  d'une  autre  manière.  On  transloniie 
d'abord  la  série 


11 


où  m  prend  toutes  les  valeurs  de  —  oo  a  +  oo  ,  et  n  seulement  toulcs 
les  valeurs  numériquement  moindres  que  m,  dans  la  suivante 


iS^-'^ 


î". 


que  Ton  transforme  à  son  tour  à  l'aide  des  deux  équations 

^  ^  I  —  q^x     ^  I  —  q'. 


q'x 


On  conclut  de  là  la  proposition  suivante  : 

«  Le  nombre  des  solutions  de  l'équation  m* —  fi*=  N  est  égal  >b 
double  du  nombre  des  diviseurs  de  N  ou  de  ^N,  suivant  que  N  est 
impair  ou  divisible  par  4-  Si,  au  contraire,  N  est  divisible  seulemeDl 
par  a,  l'équation  n'a  point  de  solution.   » 

De  cette  proposition,  résulte  la  formule  de  sommation 
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Stcbs  (Ad.).  —  Sur  la  /ot  fondamentale  de  Vextension  et  de  la  com^ 
pression  des  corps.  {S  p.) 

ATTl  dbll' AcciDEHU  PoKTiFiGU  DE*  NuoYi  Lutcbi  (*). 
T.  XX,  1866-67. 

Catâlait  (E.).  —  Note  sur  un  problème  d'Analyse  indéterminée. 

(4p.;fr.) 

Trouver  plusieurs  cubes  entiers  consécutifs,  dont  la  somme  soit 
un  carre. 

Secchi  (A.).  —  Recherches  sur  les  taches  solaires  et  leurs  moupements. 
(18  p.;  it.) 

De  l'ensemble  de  ses  recherches,  combinées  avec  celles  de  Spôrer, 
le  P.  Secchi  conclut,  pour  l'inclinaison  de  l'équateur  solaire,  6*^57', 
et  pour  la  durée  de  la  rotation,  nS^  5^  ij^. 

PaoJA  (S.).  —  Sur  la  proposition  de  M.  Uàdler  pour  la  réforme  du 
calendrier  russe.  (8  p.  it.) 

Catalih  (E.).  —  Rectification  et  addition  à  la  «  Note  sur  un  pro- 
blême  d'Analyse  indéterminée  ».  (4  Pô  &•) 

Respigbi  (L.).  —  Sur  les  comètes  et  sur  les  étoiles  filantes.  (3  p.^  it.) 

Cheliiti.  —  Rapport  sur  le  concours  pour  le  prix  Carpi  en  i865. 

(4  P-î  it.) 

Le  sujet  du  concours  était  :  «  Exposer  une  méthode  qui  puisse 
servir  à  déterminer  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  x,  propres  à 
rendre  carré  ou  cube  parfait  le  polynôme 

A  -f-  Ba?  -f-  Cx^-h  Bx*  -h  Ex*, 

A,  B,  C,  D,  E  étant  des  nombres  entiers,  toutes  les  fois  qu'il  existe  de 
pareilles  valeurs,  et  qui,  dans  le  cas  contraire,  fasse  connaître  l'im- 
possibilité de  la  solution.  »  Le  prix  n'a  pas  été  décerné. 

RicHAUD  (C).  —  Note  sur  la  solution  de  l'équation 

ar*4- (a? -f- r)'-H (a? -h  ar)»-f- . . . 4- [a? -♦- (n  —  i)r]'  =  y*. 

(ao  p-î  fr.) 

(')  Publié  cha<|ii6  ■nnée  en  sii  litraisonf  iD-4^;  Rome.  En  italien  et  en  françaii». 

2. 
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Maiiiaiidi  (G.).  —  Rtmarqut^  sur  divers  sujets.  (17  p.^  it.) 
Premier  article  :  «  Sur  la  resolution  des  équations  algébriques  tu 
moyen  de  fonctions  irrationnelles  ».  —  Ayant  remarqué  que  le  sys- 
tème conjugué  des  puissances  d'une  substitution  cyclique  d'ordre 
composé  est  le  produit  de  systèmes  analogues,  tous  permutables  entre 
eux,  dont  les  ordres  sont  les  facteurs  premiers  de  l'ordre  composé  ; 
que  chacun  de  ces  systèmes  arithmétiques  partiels  admet  un  système 
géométrique  permutable  avec  lui  et  décomposable,  parce  qu'il  est 
d  ordiH3  composé  \  considérant  ce  qu'Abel  ^^)  a  démontré  sur  la  forme 
dos  fonctions  irrationnelles  qui  peuvent  être  racines  d*nne  équitioD 
algébrique  \  l'auteur  a  pense  que,  lorsque  la  substitution  cyclique 
primitive  se  rapporte  h  toutes  les  racines  d'une  équation  algébrique 
résoluble  par  radicaux,  le  système  complexe  de  substitutions  dont 
il  vient  d'être  question  appartient  exclusivement  à  ré<;aation  elle- 
même;  on  sorte  que  toute  fonction  algébrique  des  racines,  invariable 
pour  ces  substitutions,  doit  être  symétriepie,  et  partant^  cxprinubk 
au  moven  des  coefficients.  Edfectivement,  cette  conclusion  donne 
immédiatement,  dans  toute  sa  généralité,  une  première  répartition 
des  racines  en  groupes,  indiquée  par  Galois,  et  démontrée  ptf 
Betti  (*);  elle  fournit  la  résolution  des  é^juations  du  cinquième 
degré  toile  qu'elle  a  été  indiquée  par  Abt-l  ^*),  et  conduit  à  des 
équations  alcôbrîquos  de  desré  quelconque,  rt'solubles  par  radicaui. 

C.iTii_i?c  {E.^.  —  Sur  qutlqu^s  quffti.^^f  rflaiires  ««  r  fonctiom 
illipùiuf^.  (to  p.;  tr.^ 

IVraonM ration  de  nouveaux  théoK*2ic<  découverts  par  Tortolini, 
ol  aiijJiVuos  à  celui  do  Lo^enJre. 

Vv^LFicrii:  P-V  —  t'î.Tjy^ïf  fi  rrrii  ^ :>i:\  -  ^  de  :%elque9  idéfs  et  dt 
^  î»  f  4  ;  «  f<  f  r  r-;  -;  ;  t-.rr  .<  nr  '  j  ,\i>  ff  à  l'i  .>:f^.  >i^'  ;:»:».'.     ;  S  •  p .  :  il.  ' 

!Hiiu^  li  ua  ua\ail  dont  la  premier:  rortîe  a  rom  dan»  le  tome  XK 

C  A.  t 

ics  lin. 


•  ■        •       •  • 
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ANNAU  DELLE  UwiVERSiTA  ToscAWE.  —  T.  X.  Pisa,  1868  (>). 

Betti  (E.).  —  Sur  la  détermination  des  températures  variables  d'un 
cylindre.  (i4p*) 

Ce  traTail  contient  une  application  des  résultats  publiés  par  l'au- 
teur dans  les  Memorie  deUa  Società  Italiana  délie  Scienze  (y  série^ 
t.  I,  deuxième  partie)  où  il  a  donné  une  formule  générale  pour  ex- 
primer les  températures  variables  d'un  corps  solide,  quelles  que 
soient  les  températures  initiales  et  les  conditions  à  la  surface. 
M.  Betti  traite  ici  le  cas  particulier  où  le  corps  a  la  forme  d'un  cy- 
lindre de  révolution,  et  où  les  températures  initiales  sont  symé- 
triques par  rapport  à  Taxe  de  ce  cylindre.  Il  démontre  pour  la  pre- 
mière fois  le  théorème  suivant  : 

«  Si  les  quantités  en  nombre  infini  919  fft)  ffi)**-  sont  les  infinis 
réels  et  du  premier  ordre  d'une  fonction  transcendante  monodrome, 
qui  n'ait  pas  d'infinis  complexes  â  partie  imaginaire  négative,  et  qui 
ait  un  infini  â  Vin/ini  réel,  on  pourra  toujours  déterminer  une  série 
convergente  de  fonctions  de  Bessel, 

dont  la  somme  s'annule  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  r  difi*é- 
rentes  d'une  quantité  p^  et  devienne  infinie  pour  rz=:p. 


MÉLANGES. 

SOI  11  COHSnOCnOR  GÉOIÉTRIIIDB  de  L'ÉQUITIOII  RELITITE  A  riDBinoii 
DES  IRTifiEllES  ELLIPTIIIDES  DE  PREIlilB  BSPtCE; 

Par  m.  HERMITE. 

La  première  construction  connue  de  cette  équation  et  qui  a  été 
donnée  par  Lagrange,  résidte  du  rapprochement  de  la  relation  : 

^osama  =  cos am(:r  4-  a)  cos  am j?  -f-  sin  am(ar  -h  a)  sin  am  jrAama 
^^ec  la  formide  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique.  On  en 


(')  Il  parait  chaque  année  un  tolumc  in-4°-  Kn  tanf^uc  italienne. 
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déduit  aussi  tine  construction  plane  en  posant, 

X  =  cosam(â7  -«-  a), 

Y  =  sinam(â?-4-a), 

et  déterminant  les  points  de  rencontre  de  la  droite 

cos  am  a  =  X  cos  am  â?  +  T  sin  amx  Aama 

avec  le  cercle 

X«-|-Y*=i. 

Cette  droite  est  une  tangente  à  Tellipse 

/     X      \  ^  /YAamay_^ 
\cosama/       \cosamii/        ' 

dont  les  axes  ont  pour  valeurs 

A  =  cosama, 

n      cosama       ,        ,„        . 
B  =  — r =  sin  am  (  K  —  a). 

Ayant  donc  construit  cette  ellipse  ainsi  que  le  cercle,  l'un  des  pd 
d'intersection  aura  pour  coordonnées 

X  =  cosam(x  +  a), 

Y  =  sin  am(x-«-  a), 

r 

et  l'autre,  en  remarquant  que  Téquation  de  la  droite  ne  change  pi 
si  Ton  change  a  en  —  a,  les  quantités 

X«=  cos  am  (x  —  a ), 
Y«=  sin  am(x  —  a). 

On  voit  donc  qu'en  menant  Tune  des  deux  tangentes  à  l\ 

le  point 

X«=  cosam(x  —  a), 

Y«=sinam(x  — a)» 
cette  construction  donnera  d'abord  celui-ci 

X  =  cosam(x-f-a), 

Y  =  sinam(x  4- a), 

puiS)  en  continuant  dans  le  même  sens, 

Xi  =  cosam(j:-f  3a), 
V,=  sinam(jr  -^  Za); 
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!t)  en  général,  le  n^"^  côté  du  polygone  inscrit  au  cercle  et  circon- 
icrit  à  Tellipse  conduira  à  la  construction  des  quantités 

cosam[â?  -*-  ( 2/1  -f-  i)a], 
sinani[:r  -*-(2n-f-i)a], 

En  opérant  en  sens  inverse,  on  trouverait,  pour  les  coordonnées  des 
Knnmets,  les  expressions 

cos  am  [4:  —  (  2  n  -4- 1  )a], 
sin  9iïù[x  —  (211 4-  i)a]. 

Ces  résultats  pourraient,  sans  doute,  se  démontrer  directement,  en 
léterminant,  sur  la  figure,  le  rapport  des  variations  des  coordonnées 
les  points  de  rencontre,  avec  le  cercle,  de  deux  tangentes  infiniment 
roisines,  mais  je  ne  m'y  arrêterai  point,  m'étant  seulement  proposé 
3e  rapprocher  l'une  de  l'autre  deux  constructions  géométriques  de 
nature  bien  difiTérente. 

m  m  linoDi  rodtellb  pour  lItiide  des  codbbes  tracées  sur 

LES  SURFACES  ALfiiBRlQUES. 

Nous  avons  déjà  parlé  à  nos  lecteurs  (  ^  )  des  travaux  récents  de 
^elques  géomètres,  MM.  Clebscb,  Cremona,  Nôtber,Zeutben,  etc., 
sur  une  méthode  nouvelle  dont  l'origine  et  la  première  application 
se  trouvent  dans  les  travaux  de  M.  Chasles,  sur  les  courbes  algé- 
briques tracées  sur  les  surfaces  du  second  degré.  Cette  méthode 
ievant  conduire  à  des  conséquences  très-importantes,  il  nous  a  paru 
atîle  de  la  faire  connaître  et  d'en  développer  les  principes,  en  ce 
DOLoment  surtout  où  elle  est  encore  récente,  et  où  son  exposition  ne 
nous  entraînera  pas  dans  des  développements  dépassant  les  limites 
de  ce  Recueil. 

C'est  dans  les  Comptes  rendus  (*)  que  se  trouvent  réunis  les  tra- 

(*)  y oÏT  Bulletin,  t.  I,  p.  i3o. 

(•)  Sur  les  six  droites  qui  peuvent  être  dans  l* espace  les  directions  de  six  forces  en 
équilibre,  —  Propriétés  de  l*hjrperboloïde  à  une  nappe  et  d'une  certaine  surface  du  qua- 
trième ordre,  (^Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LU,  1861» 
p.  i094-iio4.) 

Description  des  courbes  gauches  de  tous  les  ordres  sur  les  surfaces  réglées  du  troisième 
U  du  quatrième  ordre,  {^Comptes  rendus,  t.  LUI,  p.  884-889.) 

Théorie  amtsfytique  des  courbes  à  double  courbure  de  tous  les  ordres  tracés  sur  l'hy- 
jterboloide  aune  nappe,  {Comptes  rendus,  t.  LUI,  p.  986-996,  1077-10861  iao3-i3io.) 
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vaux  de  M.  Chasles  sur  les  courbes  de  tous  les  ordres  tracées  sur 
les  surfaces  du  second  degré  et  sur  quelques  autres  surfaces  réglées. 
M.  Chasles  fait  remarquer  qu'au  lieu  de  déterminer  les  courbes  par 
deux  équations  entre  les  coordonnées  de  ces  points,  il  y  a  le  plus 
souvent  de  grands  avantages  à  les  étudier  sur  des  surfaces  détermi- 
nées, dont  la  surface  plane  ne  sera  plus  qu'un  cas  particulier. 

D  est  facile  de  comprendre,  en  effet,  quoique  les  idées  proposées 
par  l'illustre  géomètre  soient  entièrement  nouvelles,  que  la  nature  et 
les  propriétés  d'une  courbe  algébrique  dépendent,  en  grande  partie, 
des  surfaces  simples  sur  lesquelles  elle  est  située.  Considérons, 
par  exemple,  les  courbes  d'ordre  déterminé  n.  Celles  de  ces  courbes 
qui  peuvent  être  tracées  sur  une  surface  du  second  ordre  se  dis- 
tinguent des  autres  courbes  de  même  ordre  par  des  propriétés  spé- 
ciales :  par  exemple,  elles  sont  coupées  par  tout  plan  suivant  n  points 
situés  sur  une  conique.  Si  les  génératrices  d'un  système  coupent  la 
courbe  en  n'  points,  celles  de  Tautre  système  la  couperont  en  n  —  il 
points  :  par  exemple,  une  courbe  du  dixième  ordre  sera  coupée  an 
moins  en  cinq  points  par  les  génératrices  de  Fun  des  systèmes,  ce 
qui  constitue  une  propriété  distinctive  de  la  courbe,  puisque,  en 
général,  on  ne  peut  trouver  qu'un  nombre  limi^  de  droites  rencon- 
trant une  courbe  en  quatre  points. 

M.  Chasles  étudie  les  courbes  tracées  sur  rhyperboloïde  au  moyen 
d'un  système  particulier  de  coordonnées.  Ce  système  est  un  système 
rectiligne  formé  des  deux  séries  de  génératrices  qu'on  peut  tracer  sur 
toute  surface  du  second  ordre.  La  considération  de  ce  système  de 
coordonnées  donne  une  tlicorîe  complète,  qui  se  résume  en  de  nom- 
breux et  importants  théorèmes,  pour  l'étude  desquels  nous  ren- 
voyons au  Mémoire  original.  Les  principales  questions  étudiées  pir 
M.  Chasles  sont  les  suivantes  :  i^  propriétés  d'une  courbe  gancbe 
d'ordre  />  4-  ç  pouvant  posséder  des  points  multiples  \  a®  étude  de  li 
la  développable  formée  par  les  plans  osculatcurs  de  la  courbe; 
3**  d'un  c6ne  mené  par  la  courbe;  4°  de  la  développable  circonscrite 
à  rhyperboloïde  suivant  la  courbe;  5^  la  génération  des  courbes 
gauches  par  les  faisceaux  de  courbes  d'ordre  inférieur,  génération 
pour  laquelle  M.  Chasles  crée  une  théorie  toute  semblable  à  celle 
qu'il  a  développée  dans  le  plan. 

On  doit  encore  à  M.  Chasles  des  études  sur  les  courbes  gauches 
de  tous  les  ordres,  tracées  sur  des  surfaces  réglées,  d'une  nature 
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spéciale,  comprenant  comme  cas  particulier  Thyperboloïde  à  une 
nappe.  Voici  comment  on  définit  ces  surfaces  réglées.  Traçons  dans 
an  plan  une  courbe  rationnelk  d'ordre  k^  ayant  un  point  multiple 
d'ordre  k — i.  Si  l'on  prend  sur  une  di*oite  de  l'espace  les  points 
qui  correspondent  anharmoniquement  au  point  de  la  courbe  (ou,  si 
l'on  veut,  à  la  droite  du  faisceau  ayant  son  centre  au  point  multiple, 
passant  par  le  point  simple  considéré  sur  la  courbe),  ces  droites,  qui 
joignent  les  points  correspondants,  sont  les  génératrices  de  la  surface 
d'ordre  k.  M.  Chasles  généralise  cette  construction  d'une  surface 
réglée  en  prenant,  au  lieu  de  la  courbe  rationnelle  ayant  un  seul 
point  multiple  d'ordre  k  —  i ,  une  courbe  rationnelle  quelconque. 

Les  travaux  précédents  ont  conduit  les  géomètres  à  de  très-nom- 
breuses recherches.  Ne  pouvant  tout  citer,  nous  indiquerons  ce- 
pendant un  article  de  M.  Cremona  sur  les  courbes  tracées  sur 
rhypeH)oloïde  (^).  Rappelons  aussi,  avec  M.  Chasles  (*},  que  déjà 
Plûcker  (  •)  et  M.  Cayley  (  *)  avaient  conçu  l'idée  du  système  de  coor- 
données rectilignes  qu'on  peut  employer  sur  l'hyperboloïde ,  mais 
sans  en  faire  l'application  aux  questions  si  variées  que  comporte 
l'étude  des  courbes  gauches  tracées  sur  les  surfaces  du  second  degré. 

La  théorie  de  M.  Chasles  peut  être  exposée  d'une  autre  manière, 
et  cette  exposition,  que  nous  allons  indiquer  en  quelques  mots,  nous 
permettra  de  faire  saisir  la  transition  entre  les  travaux  de  M.  Chasles 
et  les  travaux  récents  de  M.  Clebsch. 

Soient  une  surface  S  du  second  degré  et  un  plan  P.  Si  par  un  point 
fixe  a  de  la  surface  S  on  mène  une  droite,  cette  droite  coupera  la 
surface  S  en  un  nouveau  point  m  et  le  plan  P  en  un  point  fx^  qui  est 
la  perspective  ou  projection  stéréographique  du  point  m.  Si  donc  on 
regarde  le  plan  P  comme  la  perspective  de  la  surface,  à  tout  point 
du  plan  correspondra  un  seul  point  de  la  surface,  et  réciproquement. 
La  surface  sera,  suivant  une  expression  de  M.  Clebsch,  représentée 
ou  appliquée  sur  le  plan.  On  peut  exprimer  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  surface  en  fonction  de  deux  paramètres,  qui 
sont  les  coordonnées  du  point  qu'il  a  pour  projection. 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LU,  p.  iSig-iSaS. 
(*)  Bapport  sur  les  progrès  de  la  Géométrie,  p.  353. 

(■)  Die  analrtisdœ  Géométrie   der  Curvcn  auf  den  Fliichen  zweiter  Ordnung  und 
Classe,  {Journal de  Crelle,  1847,  t.  34,  p.  34i.) 
(*)  Pkilosopkical  Magasine,  juillet  1861. 
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Quand  on  cherche  les  formules  dont  nous  venons  de  parier,  on 
trouve  qu'elles  sont  de  la  forme  suivante. 

Désignons  par  Xi,  Xf,  X^,  X^  les  coordonnées  homogènes  da  point 
de  la  surface,  et  soient  ^,  ^i,  ^t,  les  coordonnées  homogènes  du  point 
du  plan.  Les  formules  qui  donnent  X,-  en  fonction  des  Ç  sont  de  la 
forme 

..  .px,=/.(5.ç.,$.), 

OÙ  les  symboles  f  désignent  des  fonctions  homogènes  et  du  second 
degré  de  (,^i,  ^t.  (Ce  sont,  au  fond,  les  formules  de  la  transformation 
par  rayons  vecteurs  réciproques,  quand  on  passe  d*un  plan  à  une 
sphère.)  p  désigne  un  facteur  arbitraire,  indiquant  que  les  rapports 
seuls  de  Xi,  Xf,  Xs,  X4  déterminent  un  point. 

Dans  ce  cas,  toute  section  plane  de  la  surface  dont  l'éqaation  est 

(a)  2mX  =  m,Xi-+-  imX, -4- m,Xi-t- 1114X4  =  0 

sera  représentée  sur  le  plan  par  la  conique  dont  l'équation  est 

(3)  lmf=  m,fx  -4-  niift  -f-  m,/,  -+-  m,f,  =  o. 

Supposons  que  les  formules  (i)  nous  aient  été  données  a  priori  et 
cherchons  le  degré  de  la  surface.  Si  par  ime  droite  D  on  fait  passer 
deux  plans,  les  sections  de  la  surface  par  ces  deux  plans  seront  repré- 
sentées par  deux  coniques,  dont  les  points  d'intersection  corres- 
pondent aux  points  de  la  surface  situés  dans  les  deux  sections  planes, 
c'est-à-dire  sur  la  droite  D.  Deux  coniques  se  coupant  en  quatre 
points,  on  voit  que  toute  droite  coupera  la  surface  en  quatre  points; 
la  surface  sera  du  quatrième  ordre. 

Cette  conclusion  est  parfaitement  rigoureuse,  si  les  fonctionsyt,/i, 
fttfk  sont  les  plus  générales  du  second  degré,  mais  nous  n'av<ms  pas 
tenu  compte  d'im  fait  important.  Les  courbes 

/,  =  o,    /,  =  o,    /,  =  o,    /4  =  o 

ont,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  deux  points  communs;  c'est  cette 
propriété  qui  caractérise  les  formules  relatives  aux  surfaces  du  second 
degré. 
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Mais  alors  se  présente  tme  diflElcnIté,  dont  la  solution  constitue  un 
des  résultats  les  plus  curieux  et  les  plus  importants  de  la  nouvelle 
méthode.  Soient  a,  /3,  y  les  coordonnées  homogènes  de  l'un  des  deux 
points  communs  aux  quatre  courbes.  Si  Ton  substitue  ces  coordon* 
nées  à  la  place  de  (,  (i,  ^t,  dans  les  formules  (i),  les  valeurs  des 
fonctions  y*  deviennent  nulles,  les  rapports  des  coordonnées  Xi,  Xf, 
Xt,  X4  deviennent  indéterminés,  et  d'ailleurs,  pour  chacun  de  ces 
rapports,  l'indétermination  est  eOective  \  car  on  sait  bien  que  si  un 
quotient  dépendant  de  deux  variables, 

se  présente  sous  la  forme  -  pour  les  valeurs  des  variables  â?o,  yo  des 

variables,  lorsque  rr,  y  tendront  vers  rr^,  yo  respectivement,  le  quo- 
tient pourra  tendre  vers  toutes  les  limites  possibles.  Si  l'on  consi- 
dère, par  exemple,  y  comme  une  fonction  de  x  dont  la  dérivée  est  y', 
et  qui  se  réduit  à  yo  pour  x  s=  x^^  la  valeur  limite  du  quotient  sera 

Cette  valeur  limite  dépendra  donc,  en  général,  de  y',  c'est-à-dire  de 
la  manière  dont  y  tend  vers  yo  quand  x  tend  vers  Xq. 

On  voit  donc  que  les  coordonnées  Xi,  Xf,  X^,  X^,  ou  plutôt  les 
rapports  de  ces  coordonnées  sont  réellement  indéterminés,  si  on  les 
prend  individuellement.  Considérons  leur  ensemble,  et  employons  la 
méthode  suivante. 

Si  a,  /3,  y  sont  les  coordonnées  du  point  considéré,  que  M.  Clebsch 
appeUe  poirU  fondamental,  les  coordonnées  de  tout  point  infiniment 
voisin  seront  données  par  les  formules 

où  Ton  a  laissé,  pour  fixer  les  idées,  l'une  des  coordonnées  homogènes 
constante. 
Les  formules  (i),  développées  d'après  la  série  de  Taylor,  donnent 


-f•e^ 


-he' 
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et,  en  se  bornant  au  premier  terme  et  supprimant  le  facteur  com- 
mun e,  on  voit  que  les  coordonnées  des  points  limites  seront  données 

par  les  formules 

pXi=  Ax  -4-  BX, 

pX,=  A'x-f-B'>, 

pX,=  A-'x-t-B-'A, 

pX,  =  A*'x-t-B-'X. 

Ces  formules,  contenant  une  arbitraire,  le  rapport  z-»  déterminent 

une  infinité  de  points  correspondant  au  point  fondamental,  et  ces 
points  forment  évidcment  une  ligne  droite. 

Donc,  en  général,  à  un  point  fondamental  correspondent  tous  les 
points  d'une  ligne  droite  située  sur  la  surface.  A  une  courbe  infini- 
ment petite,  tracée  autour  du  point  fondamental,  correspond  sur  la 
surface  une  ligne  voisine  de  la  droite.  Chaque  point  de  la  droite  cor- 
respond à  une  direction  particulière  menée  par  le  point  fondamental. 
Deux  courbes  qui  se  couperont  dans  le  plan  au  point  fondamental 
correspondront  à  deux  courbes  de  la  surface  rencontrant  la  droite, 
mais  ne  se  rencontrant  pas  sur  la  droite,  à  moins  que  leurs  représen- 
tations sur  le  plan  ne  soient  tangentes  Tune  à  Tautre  au  point  fonda- 
mental où  elles  passent  toutes  les  deux. 

Les  méthodes  géométriques  rendent  parfaitement  compte  aussi  de 
ce  fait  remarquable.  Reprenons  la  représentation  d*une  surface  du 
second  ordre  sur  le  plan.  Si  Ton  projette  d'un  point  a  les  points  de 
la  surface  sur  le  plan,  à  tout  point  fx  du  plan  correspond  un  point  m 
de  la  surface  *,  mais  il  faut  faire  une  exception  pour  les  points  a,  ^, 
où  les  génératrices  rectil ignés  de  la  surface  passant  en  a  coupent  le 
plan.  Au  point  a  du  plan  correspondent  tous  les  points  de  la  surface 
situés  sur  la  droite  a  a,  et  Ton  voit  sans  peine  que  toute  section  plane 
de  la  surface  se  projettera  suivant  une  conique  passant  par  les  deux 
points  a,  p. 

Ajoutons  que,  dans  certains  cas  spéciaux,  au  point  fondamental 
peuvent  correspondre  des  courbes  plus  compliquées  que  les  lignes 
droites  ;  il  peut  arriver  que  les  premières  dérivées  des  fonctions  / 
s'annulent*,  mais  ce  que  nous  avons  dit  suffit,  nous  l'espérons,  pour 
donner  une  idée  de  la  méthode  qu'on  doit  suivre  dans  tous  les  cas. 

Revenons  aux  formules  (i)  et  supposons  que  les  fonctions  f  j 
soient  du  second  degré,  mais  qu'égalées  à  séro  elles  représentent 
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des  coniques  passant  par  deux  points  fixes  a,  p.  Alors  deux  sections 
planes  de  la  surface  se  représenteront  sur  le  plan  suivant  deux 
coniques  se  coupant  en  a  et  |3,  et  en  deux  autres  points  variables  fx,  y. 
Aux  premiers  points  0e,  |3,  nous  l'avons  vu,  ne  correspondent  pas,  sur 
la  surface,  des  points  communs  aux  deux  sections  planes  \  les  deux 
courbes  de  l'espace  n'auront  donc  que  deux  points  communs  cori*es- 
pondant  aux  points  [i^  y  du  plan  ]  en  d'autres  termes,  la  surface  est 
coupée  en  deux  points  par  une  droite;  elle  est  du  second  degré. 

Cela  posé,  traçons  une  courbe  quelconque  sur  le  plan  \  supposons 
qu'elle  soit  de  l'ordre  m  et  qu'elle  ait  x'  de  ses  branches  passant  en  a, 
^'  en  6.  Cette  courbe  sera  coupée  en  2  m  —  a!  — |S'  points  par  toute 
conique  passant  en  a  et  |3.  Cette  conique  étant  la  représentation 
d'une  section  plane  de  la  surface,  on  voit  que  la  courbe  tracée  sur  la 
surface  et  correspondante  à  la  courbe  plane  sera  coupée  par  un  plan 
en  a  m  —  a' — j3'  points;  en  d'autres  termes,  elle  sera  de  l'ordre  indi- 
qué par  ce  nombre.  On  déterminera  toutes  les  singularités  de  cette 
courbe  par  une  méthode  duc  à  M.  Clebsch  et  dont  nous  parlerons 
plus  loin.  C'est  ainsi  qu'aux  droites  passant  par  a  correspondent  les 
génératrices  rectilignes  d'un  système,  aux  droites  passant  par  P 
les  génératrices  d'un  second  système,  etc.,  etc.  La  droite  qui  joint 
les  points  a,  |3  mérite  un  examen  spécial  :  tous  ses  points  corres- 
pondent à  un  seul  point  de  la  surface,  mais  nous  ne  pouvons  qu'in- 
diquer tous  ces  faits,  intéressants  au  plus  haut  degré. 

Si,  dans  les  formules  (i),  les  fonctions/*,  restant  du  second  degré, 
s'annulaient  toutes  les  quatre  pour  un  seul  système  de  valeurs,  les 
coniques  qui  représentent  sur  le  plan  toute  section  plane  de  la  surface 
passeraient  par  un  seul  point  fixe  a.  La  surface  serait  du  troisième 
ordre,  et  elle  serait  engendrée  par  des  droites  correspondant  dans  le 
plan  aux  droites  passant  par  le  point  fondamental  a. 

Enfin,  si  les  fonctions/* sont  des  fonctions  générales  du  deuxième 
ordre,  on  a  la  surface  de  Steiner^  dont  toutes  les  sections  planes  sont 
représentées  par  des  coniques.  On  voit  bien  ainsi  que  toute  section 
de  la  surface  par  le  plan  tangent  ayant  un  point  double  au  point  de 
contact,  la  représentation  devra  avoir  un  point  double,  c'est-à-dire 
se  décomposer  en  deux  droites.  A  chacune  de  ces  deux  droites  cor- 
respond une  conique  appartenant  k  la  surface.  C'est  ainsi  que 
M.  Clebsch  a  appliqué  sa  méthode  à  la  surface  de  Steiner  (*).  Nous 


(•;  Voir  Journal  de  BorcharJt,  t.  67,  p.  t-î'^. 
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nous  contenterons  de  renvoyer  à  son  Mémoire,  en  mentionnant  l'in- 
tégration de  l'équation  des  lignes  asymptotiques  faite  par  MM.  Qebsch 
et  Gordan.  Ces  lignes  sont  du  quatrième  ordre  et  de  la  deuxiinia 
espèce. 

Une  année  auparavant,  M.  Clebsch  avait  donné  (  *  )  nne  {wemUre  et 
importante  application  de  sa  méthode  à  la  surface  générale  du  troi- 
si^e  ordre.  C'est  donc  un  des  savants  qui  ont  le  {dus  contribué 
à  faire  honneur  k  la  prédiction  d'un  géomètre  illustre.  On  sait  que 
Steiner  afl&rmait  que,  dans  un  petit  nombre  d'années,  la  gramétrie 
des  surfaces  du  troisième  ordre  paraîtrait  presque  aussi  facfle  que 
celle  des  surfaces  du  second  degré.  Nous  n'en  sommes  pas  là  encore; 
cependant  on  ne  peut  méconnaître  que  des  progrès  très^sérieox  aient 

i  réalisés  dans  la  voie  que  Steiner  croyait  nouvelle,  et  qui  avait 

ji  été  explorée  avec  succès  par  MM.  Salmon  et  Caylej. 

La  méthode  de  M.  Clebsch  s'applique  avec  la  |Jus  grande  facilité 
aux  surfaces  du  troisième  ordre.  Les  formules  (i)  ccmtienncnt  alors 
des  fonctions/*  du  troisième  degré.  Ces  fonctions  s'annulent  simnl- 
tanément  pour  six  systèmes  de  valeurs.  En  d'autres  termes*  les  sec- 
tions |Janes  de  la  surface  sont  représentées  par  la  série  complète  des 
courbes  du  troisième  ordre  passant  par  six  points  qndoonqiics.  Dis- 
poses six  points  au  hasard  dans  le  plan  :  au  moyen  de  ces  six  points, 
on  peut  construira  une  surface  du  troisième  ordre  (et  les  sorfaoes 
honM>graphiquo5\  dont  les  propriétés  dépendent  exclosivemcnt  de 
la  disposition  relative  des  six  points.  Par  exemple,  si  ces  six  points 
sont  sur  une  conique,  ou  si  trois  sont  en  lipie  dioite,  la  soriace  a  on 
point  double.  >ou5  si^inalerons  encore  ce  fait  cnrieox,  qui  est  peot- 
ètiY  nouveau,  et  que  nous  avons  rencontré  dans  w»  recherches  :  si 
Fon  a  neuf  points  dlndexîon  d'une  coorbe  dn  trvwsâème  ordre,  dcnx 
des  systèmes  de  trois  droites  conununt  ks  noif  points  fiii»<  m  denx 
triangles.  Les  six  sommets  de  on  triangles  detenûacst  «ne  suiface 
dn  troisième  ordnr«  dont  la  l%ae  d'intlrxion  se  dêocMapose  en  qsatre 
conrbes  planes,  etc.  ^'^. 

Les  vingt-^irpt  droites  de  la  smiimce  cerrespomieml  :  i*  aox  ax 
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points  fondamentaux;  a^  aux  quinze  droites  joignant  deux  à  deux 
ces  six  points;  3^  aux  six  coniques  passant  par  cinq  des  six  points.  La 
situation  respective  de  ces  droites  s'étudie  sans  la  moindre  difficulté. 

M.  Clebsch  a  examiné  aussi  (^)  les  surfaces  du  quatrième  ordre 
ayant  une  ligne  double  du  second  ordre.  Les  formules  (i)  sont  encore 
du  troisième  degré  par  rapport  aux  ^  ;  seulement  les  courbes  du  troi- 
sième ordre  qui  correspondent  aux  sections  planes  de  la  surface  ne 
passent  plus  que  par  cinq  points;  il  y  a  seize  droites  sur  la  surface 
dont  on  peut  indiquer  la  disposition  en  disant  qu'elles  forment  un 
ensemble  tout  pareil  h  celui  des  seize  droites  d'une  surface  du  troi- 
sième ordre  qui  rencontrent  une  conique  de  cette  surface.  RL  Clebsch 
retrouve  les  dix  séries  de  sections  coniques  qui  avaient  été  signalées 
par  M  Kummer,  ainsi  que  les  courbes  du  troisième  et  du  quatrième 
ordre  qui  se  trouvent  sur  la  surface. 

On  peut  se  rendre  compte  géométriquement  de  ce  fait  important, 
que,  pour  les  surfaces  précédentes,  les  points,  selon  l'expression  de 
M.  Chasles,  se  déterminent  individuellement  :  si  l'on  considère,  par 
exemple,  une  surface  du  troisième  ordre,  on  peut  toujours  choisir  sur 
cette  surface  une  droite  D  et  une  conique  C  rencontrant  cette  droite 
en  un  point.  Alors,  si  d'un  point  de  l'espace  on  mène  la  droite 
unique  qui  rencontre  la  droite  D  et  la  conique  C,  cette  droite  coupera 
la  surface  en  trob  points,  l'un  situé  sur  C,  l'autre  sur  D  et  le  troi- 
sième m  quelconque.  Elle  coupe,  en  outre,  un  plan  fixe  en  un  point  fji, 
qu'on  peut  considérer  comme  correspondant  au  point  m  de  la  sur- 
face. A  un  point  /x  du  plan  correspond  un  seul  point  de  la  surface,  et 
réciproquement. 

La  représentation  d'une  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une 
conique  double  s'effectuera  évidemment  de  la  même  manière  par  des 
droites  assujetties  à  couper  la  conique  double  et  une  des  droites  de 
la  surface.  Par  tout  point  m  de  la  surface,  on  pourra  mener  une  telle 
droite,  qui  coupera  un  plan  fixe  en  un  point  /x  correspondant  au 
point  m. 

Ces  modes  de  représentation  ne  sont  pas  d'ailleurs  uniques  pour 
chaque  surface.  Prenons,  par  exemple,  une  surface  du  troisième 
ordre.  On  peut,  nous  l'avons  vu,  projeter  un  point  de  la  surface  sur 


(*)  Ueber  die  Flàcken  uierter  Ordnung,  welche  eine  Doppelcurve  zweiten  Grades  6v- 
sitxen.  {Journal  de  Bordtardi,  t.  69,  p.  i  '|tx.) 
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le  plan  par  des  droites  variables  assujetties  à  rencontrer  nne  co- 
nique C  et  une  droite  D  de  la  surface;  on  pourrait,  an  Uen  de  prendre 
la  conique  et  la  droite,  prendre  deux  droites  D,  IV  de  la  surface,  ne  se 
rencontrant  pas.  On  peut  aussi,  conme  l'a  fait  M.  Clebsch,  considé- 
rer la  surface  du  troisième  ordre  comme  engendrée  par  l'inlersectioii 
de  trois  plans  appartenant  a  des  réseaux  projeciifs.  Si  l'on  considère, 
en  effet,  les  trois  plans  représentés  par  les  équations 

xa  -4-  X6.  4-  c  =  o, 
xa'-4-X6'-+-c'  =  o, 
xa^-t-Xfc'-i-c^rso, 

où  a,  hyC,€/^.,.  désignent  des  fonctions  linéaires  des  coordonnnées, 
il  est  dair  que  l'intersection  de  ces  trois  plans,  quand  cm  fSsra  Tarier  1 
et  X,  décrira  une  surface  du  troisième  ordre. 

Parmi  les  représentations  diflercntes  d'une  surface,  on  distingue 
oomme  la  plus  simple  celle  pour  laquelle  les  sections  planes  sont 
représentées  par  des  courbes  de  moindre  degré.  D'aiDenrs,  si  l'on  a 
deux  représentations  de  la  surface  sur  le  plan,  il  en  résulte  éridem- 
ment,  en  faisant  correspondre  les  deux  points  du  plan  m,  mt  qui  cor- 
respondent i  un  même  point  de  la  surface,  un  mode  de  transfiNina- 
tion  des  figures  planes  dans  lequel  à  un  point  d'une  des  figures 
correspond  un  seul  point  de  l'autre.  C'est  par  là  que  les  recherches 
de  M.  Clebsch  se  lient  aux  études  générales  de  M.  Cremona  sur  les 
transformations  géométriques  planes  (*). 

M.  Clebsch  a  résumé  et  développé  la  méthode  précédente,  dans  un 
travail  considérable  inséré  au  tome  I  des  Maikemaliscke  AtuuJen.  C'est 
dans  ce  Mémoire  qu^il  expose,  pour  la  première  fois,  les  principes 
généraux  qui  l'ont  guidé  dans  l'étude  relativement  facile  des  cas  pré- 
cédents. G.  D. 

(  \  suirre.  ) 


(*)  Smlle  tr^formaxiomi  gewmetn'cke  deOe  tmrtr  fÙBte.  (Mémtmrts  et  rji 
ir  Boicgme,  X.  V  ) 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    PURES     ET    APPLIQUÉES,    publié    par 

M.  LiouYiLLE.  a*  série,  T.  XV ^  1870  (*). 

De  la  Gourhe&ie.  —  Note  gur  les  9ingularité$  élevées  des  courbes 
planes.  (6  p.) 

Cet  article  est  la  suite  d'une  Note  publiée  dans  le  tome  précédent, 
M.  de  la  Goumcrie  complète  l'exposition  du  mode  de  discussion 
qu'il  a  proposé  pour  les  singularités,  et  il  en  fait  l'application  à  des 
courbes  des  ordres  3o  et  32. 

PuisEux  (V.).  —  Mémoire  sur  l'accélération  séculaire  du  mouvement 
de  la  Lune  (').  (98  p.) 

Mathieu  (E.).  —  Sur  la  généralisation  du  premier  et  du  second 
potentiel.  (  a6  p.) 

Dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  tome  précédent  (*),M.  Mathieu 

avait  donné  d'importants  théorèmes  sur  l'équation  A  Au  =  o,  où  le 

signe  Au  représente 

(Pu       d}u       d^u 

et  il  avait  été  amené  à  considérer  deux  potentiels  définis  par  les  for- 
mulera 

i,=  fCffl^:LhSldadbdc,    w=ffCr<f{a,b,c)dadbdc, 

où  les  intégrales  s'étendent  à  tous  les  éléments  d'un  volume  II  et 
où  r  indique  la  distance  à  un  point  (â?,  y,  jt). 

D'après  les  conseils  de  M.  de  Saint- Venant,  l'auteur  généralise  sa 
théorie,  en  considérant,  au  lieu  des  distances  à  un  point,  des  fonc- 
tions de  la  forme 


v^ 


[x  —  ay     (r— *)'     i^  —  cy 


B  C 


(*)  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  91. 
(*)  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  3o. 
(  "  )  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  97. 

Bull,  des  Seieneet  mathém.  et  tutron.,  1.  H.  (FcTi'icr  187 1.) 
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qu'on  substitue  à  r.  Alors  le  second  potentiel  satisfait  à  une  équa- 
tion linéaire  aux  dérivées  partielles  du  quatrième  ordre,  qui  se 
rencontre  dans  les  études  de  M.  de  Saint- Venant  sur  Téquilibre 
d'élasticité  des  corps. 

LiouviLLE  (J.).  —  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  K.-i4.  Le 
Besgue.  (4  p-) 

Dans  cette  Lettre,  M.  Liouville  communique  un  théorème  impor- 
tant dont  voici  Ténoncé  : 

«  Soit  m  un  nombre  entier  de  la  forme  4'  +  i  •  Posons  d'abord, 
de  toutes  les  manières  possibles, 

m  =  i*-h  ©*-+-  i6s\ 

%  désignant  un  entier  impair  et  positif,  ts  un  entier  pair  et  positif. 
Puis  cherchons  la  sonmie 

(A)  iC-i/'^^^Co), 


relative  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  (t ,  ci,  s)  pour  lesquelles  notre 
équation  a  lieu;  ^  indique  ici  une  fonction  algébrique  ou  nomériqiie 
quelconque. 

»  D'un  autre  côté,  faisons  aussi,  de  toutes  les  manières  possibles, 

m  =  «;-4-Bjj-f-85;, 

t'i  désignant  un  entier  impair  et  positif,  C7|  un  entier  pair,  positif, 
nul  ou  négatif,  enfin  s^  un  entier  indiileremment  pair  ou  impair, 
positif,  nul  ou  négatif.  Puis  cherchons,  pour  tous  les  systèmes 
(îi,  C7,,  5i),  la  somme 

(B)  2(-i)'.^'(©.), 

où  la  fonction  ^  est  la  même  que  ci-dessus. 

i>  Les  deux  sommes  (A)  et  (B)  sont  toujours  égales  entre  elles.  » 

Lucas.  (F.).  —  Étude  sur  la  mécanique  des  atomes.  (56  p.) 
Dans  CCS  recherches,  qui  ont  un  très-grand  degré  dé  généralité, 
M .  Lucas  considère  des  systèmes  formés  de  corps  absolument  quel- 
conques auxquels  il  assigne  respectivement  les  indices  i,  a,...,N. 
Ces  corps  sont  disposes  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace;  on 
suppose  seulement  que  leurs  dimensions  soient  négligeables  devant 
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les  distances  qui  les  séparent.  Ces  corps  sont  des  centres  d'attraction 
s*attirant  ou  se  repoussant  suivant  des  lois  déterminëes. 

Le  Mémoire  se  divise  en  plusieurs  parties. 

I.  Définition  d'un  système  atomiqtie.  —  Données  analytiques.  — 
Notations.  —  Action  totale  en  un  point.  —  Effort  total.  —  Effort 
de  déplacement.  —  Effort  de  déformation.  —  Déplacement  auxiliaire. 

—  Relations  entre  les  efforts.  —  Formules  au  potentiel. 

n.  Statique  atomique.  —  Objet  de  ce  paragraphe.  —  Équations 
fondamentales.  —  Equations  inverses.  —  Ellipsoïde.  —  Axes  princi- 
paux des  coordonnées.  —  Divers  modes  d'équilibre.  —  Paramètres 
physiques.  —  Constitution  des  corps.  —  Phénomènes  calorifiques. 

—  Mouvements  infinitésimaux. 

in.  Les  paramétres  physiques.  —  Mouvement  rapporté  à  des  axes 
quelconques.  —  Intégration.  —  Équation  intégrante.  —  Détermina- 
tion des  paramètres  physiques.  —  Formules.  —  Application.  — 
Action  pouvant  donner  lieu  à  des  changements  d'état  physique. 

IV.  Efforts  engendrés  par  une  déformation  infinitésimale.  —  Rappel 
de  formules. — Nouvelles  notations. —  Système  d'équations  linéaires. 

—  Propriété  du  déterminant.  —  Forme  symétrique.  —  Équations 
différentielles.  —  Intégration  générale.  —  Réalité  des  racines  S. 

V.  Lee  paramétres  dynamiques.  —  Nullité  de  trois  racines  S.  — 
Intégration  correspondante.  —  Interprétation  cinématique.  —  Équa- 
tion simplifiée.  —  Cas  particulier.  —  Formule  d'analyse.  —  Consi- 
dérations générales.  —  Vibrations  calorifiques. 

VI.  Détermination  des  paramétres  dynamiques  au  moyen  des  poten- 
tieh.  —  Équations  aux  potentiels.  —  Équivalence  analytique.  — 
Déterminant  fonctionnel.  —  Forme  hessienne  de  ce  déterminant.  — 
Expiation  intégrante.  —  Forme  hessienne  de  cette  équation.  — 
Résumé. 

Lagderre.  —  Sur  un  problème  de  Géométrie  relatif  aux  courbes 
gauches  du  quatrième  ordre,  (ao  p.) 

On  doit  à  M.  Chasles  le  théorème  suivant  :  Étant  données  dans 
l'espace  une  surface  du  second  ordre  et  deux  droites  fixes,  si  une 
droite  mobile  est  assujettie  à  rencontrer  les  deux  droites  fixes  en 
s'appuyant  sur  la  surface,  la  courbe  de  contact  des  droites  mobiles  est 
une  courbe  du  quatrième  ordre,  de  respècc  de  celles  par  lesquelles 
on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre. 

3. 
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L*autcur  se  propose,  étant  donnée  une  courbe  du  quatrième  ordre, 
de  reconnaître  si  elle  peut  toujours  être  engendrée  de  la  manière 
indiquée  par  M.  Chasles  et  de  déterminer  tous  les  systèmes  de  surfaces 
associés  à  deux  droites  qui  donnent  la  solution  de  la  question. 

M.  Laguerre  résout  complètement  cette  question  et  obtient  ce 
résultat  remarquable  qu'il  faut  choisir  la  surface  du  second  degré 
parmi  six  surfaces  déterminées.  La  surface  étant  choisie,  on  peut 
déterminer  d'ime  infinité  de  façons  les  droites  fixes. 

La  courbe  gauche  du  quatrième  ordre  ne  dépendant  que  de  wmt 
constantes,  et  le  mode  de  génération  indiqué  par  M.  Chasles  en  cou- 
portant  dix-sept,  il  était  facile  de  prévoir,  qu'à  moins  de  circonsUiiees 
extraordinaires,  on  pouvait  réaliser  ce  mode  de  génération  d^one 
infinité  de  manières.  Le  résultat  trouvé  par  M.  Laguerre  est  donc 
très-remarquable,  parce  qu'il  montre  que  les  surfaces  qui  permettent 
de  réaliser  le  procédé  de  génération  des  courbes  du  quatrième  ordre, 
indiqué  par  M.  Chasles,  sont  en  nombre  limité,  l'indétermination  ne 
portant  que  sur  les  droites  qu'il  faut  associer  à  chaque  suHaœ. 

Nous  citerons  encore  le  théorème  suivant  que  M.  Laguerre  ren- 
contre dans  ses  études  :  «  Si  Ton  considère  une  courbe  du  troisiène 
ordre^  dans  le  plan,  et  des  droites  qui  la  coupent  en  trois  points  A, 
B,  C,  on  peut  trouver  des  courbes  algébriques  qui  toochent  ces 
droites  au  point  A',  conjugué  harmonique  de  A  par  rapport  an  ser- 
ment BC.  B  La  solution  de  ce  problème  s'obtient  par  la  considération 
des  surfaces  réglées  nonunées  qumérieuspidaies  et  étudiées  par  M.  de 
la  Goumerie. 

P.  PéPiN.  —  Sur  la  décomposition  d'um  nombre  entier  en  urne  somme 
ée  deux  cubes  rationnels.  (  ao  p.) 
tuant  donm*i*  Téquation 

à  résoudre  en  nombres  entiers^  le  P.  Pépin  se  propose  de  trouver  les 
formes  générales  des  valeurs  de  A  qui  rendent  cette  équation  impos- 
sible. Citons  les  théiHvmes  suivants: 

Désignons  par  p  et  f  deux  nombres  premiers  des  formes  i8m  -h  S, 
i8 M  -4-  1 1  ;  il  est  impossible  de  décomposer  en  deux  cubes  rationneb 
aucun  des  nombres  compris  dans  les  formules  suivantes 

9P^'f    9Î**"»    ^^r^^'^     V"*-     5ç-*.     2V.     x5v"-. 
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dans  lesquelles  m  désigne  un  entier  quelconque,  nul  ou  positif. 

Le  double  d'un  nombre  triangulaire  est  toujours  la  somme  de  deux 
cidres  rationnels. 

Si  la  somme  ou  la  diflerence  de  deux  cubes  est  un  cube,  leur  pro- 
duit est  la  somme  algébrique  de  deux  cubes  rationnels. 

De  Saikt- Venant.  —  Rapport  fait  à  t^ Académie  des  Sciences  sur 
un  Mémoire  de  Jf .  Maurice  Levy,  présenté  le  3  juin  1867,  reproduit  le 
m  juin  1869  et  intitulé  :  Essai  sur  une  théorie  rationnelle  de  Féqui- 
libre  des  terres  fraîchement  remuées  et  ses  applications  au  calcul  de 
la  stabilité  des  murs  de  soutènement;  par  MM.  Combes,  Serret, 
Bonnet,  Philipps,  de  Saint-Venant  rapporteur.  (4  p) 

Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences^ 
t.  LXX,  séance  du  7  février  1870. 

Db  Saint-Venant.  —  Sur  une  détermination  rationnelle  par 
approximation  de  la  poussée  des  terres  dépourvues  de  cohésion  contre 
un  mur  ayant  une  inclinaison  quelconque.  (i4  P*) 

De  la  Gournerie.  —  Note  sur  les  quadricuspidales.  (3  p.) 
M.  de  la  Gournerie  donne  un  mode  nouveau  et  très-intéressant  de 
génération  de  ces  surfaces.  Si  l'on  fait  passer  un  hjperboloïde  par 
une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  d'un  point  A  de  cette  coiu*be 
partiront  deux  génératrices  de  l'hyperboloïde  allant  rencontrer  la 
courbe  en  deux  nouveaux  points  B,  G;  la  droite  BG  engendre  une 
quadricuspidale. 

BovssiNESQ  (J.).  —  Intégration  de  l'équation  différentielle  qui  peut 
donner  une  deuxième  approximation^  dans  le  calcul  rationnel  de  la 
poussée  exercée  contre  un  mur  par  des  terres  dépourvues  de  cohésion. 

(4  p.) 

De  Saint-Venant.  —  Recherche  d'une  deuxième  approximation 
dans  le  calcul  de  la  poussée  exercée  contre  un  mur  dont  la  face  postérieure 
a  une  inclinaison  quelconque,  par  des  terres  non  cohérentes  dont  la 
surface  supérieure  s^ élève  en  un  talus  plan  quelconqt^  à  partir  du  haut 
de  cette  face  du  mur.  (10  p.) 

Brisse  (Gh.).  —  Mémoire  sur  le  déplacement  des  figures.  (34  p) 
On  sait  que  M.  Chasles  a  publié,  en  i843  (^),  un  Mémoire  sur  le 

(*)  Propriétés  céomciriques  relatives  au  mouvement  infiniment  petit  d*uu  coi-ps  so- 
lide libre  dans  Vesp^ucc.  (Comptes  rendus  tles  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XM.) 
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déplacement  des  figures,  où  se  trouvent  énonces  des  théorèmes  impor- 
tants et  très-nombreux  sur  le  déplacement  infiniment  petit  d*un 
corps  solide  libre.  Ce  Mémoire  avait  été  précédé  d'une  Note  insérée 
au  Bulletin  de  Férussac^  en  i83i  (^).  M.  Brisse  s'est  proposé  de  dé- 
montrer les  théorèmes  énoncés  par  M.  Chaslcs,  mais  en  commençant 
par  les  établir  pour  un  déplacement  fini.  Ce  résultat  nous  parait 
avoir  été  atteint  de  la  manière  la  plus  satisfaisante.  Les  théorèmes  de 
M.  Chasles  sont  démontrés  dans  les  difierentes  parties  du  Mémoire 
avec  une  grande  simplicité.  Le  Mémoire  se  divise  en  plusieurs  par- 
ties. 

Propriétés  relatives  au  mouvement  hélicoïdal.  —  Foyers  des  plans. 

—  Caractéristiques.  —  Propriétés  relatives  à  deux  droites  conjuguées. 

—  Relations  métriques  relatives  au  mouvement  infiniment  petit 
d'un  corps.  —  Construction  de  l'axe  de  rotation  quand  on  connaît 
les  directions  des  trajectoires  de  trois  points  du  corps.  —  Pro- 
priétés de  l'hyperboloïdc  à  une  nappe.  —  Analogies  entre  les  rota- 
tions d'un  corps  autour  de  divers  axes  et  les  systèmes  de  forces.  — 
Sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  —  Diverses  autres  équations 
analogues  exprimant  les  conditions  d'équilibre,  soit  d'un  système  de 
forces,  soit  d'un  système  de  rotations. 

ViLLARCEAu  (Yvod).  —  Élude  sur  le  mouvement  des  meules  horizof^ 
taies  de  moulins  à  blé^  et  méthodes  pour  les  équilibrer.  (60  p.) 

((  On  sait  qu'une  meule  ayant  été  préalablement  équilibrée  au 
repos,  c'est-à-dire  de  manière  qu'en  cet  état  sa  face  inférieure,  qui 
est  plane,  soit  horizontale,  cette  face  prend  ordinairement  une  incli- 
naison plus  ou  moins  prononcée  dès  qu'on  fait  tourner  la  meule 
autour  de  la  verticale  qui  passe  par  le  point  de  suspension.  Ce  résul- 
tat, nuisible  à  la  bonne  fabrication  de  la  farine,  est  du  tant  aux  irré- 
gularités de  figure  de  la  meule  qu'au  défaut  d'homogénéité  des  maté- 
riaux dont  elle  formée  ;  mais  on  peut  obvier  à  ces  inconvénients  en 
déplaçant  convenablement  certaines  niasses  mobiles  dans  le  sens  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  face  infcrieure,  qu'on  appelle  masses 
réglantes.  La  condition  à  remplir,  et  d'ailleurs  bien  connue,  consiste  à 
faire  que  la  droite  passant  par  le  centre  de  gravité  et  le  jK>int  de 


(*)  Noies  sur  lt*s  proprû'lés  générales  de  deux  corp»  somblublcs  entre  eux  el  pbc« 
d'une  manière  quelconque  dans  Tespacc,  et  sur  le  déplacement  fini  on  infiDÎment  petit 
d'un  corps  solide  libre.  {Bulittin  de  FérussaCf  t.  XIV.) 
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suspension  soit  un  axe  principal  d*inertie  pour  ce  dernier  point.  On 
ne  peut  songer  à  y  satisfaire  en  ayant  recours  aux  formules  qui  con- 
cernent les  moments  d'inertie^  les  mêmes  causes  qui  produisent 
Tinclinaison  de  la  meule  pendant  son  mouvement  s*opposent  à  l'em- 
ploi de  ces  formules,  et  Ton  est  conduit  à  rechercher,  dans  les  mouve- 
ments observés,  la  mesure  des  causes  d'irrégularité  qu'il  s'agit  de 
faire  disparaître. 

»  11  m'a  semblé  «  dit  M.  Vîllarceau  »  qu'une  étude  analytique  du 
mouvement  des  meules  horizontales  devait  conduire  à  la  solution  la 
plus  complète  du  problème,  et  indiquer  le  genre  et  le  mode  des 
observations  à  effectuer,  ainsi  que  les  changements  à  faire  subir  aux 
positions  des  masses  réglantes.  D'ailleiu*s  une  pareille  étude  ajoute 
aux  applications,  encore  peu  nombreuses,  de  la  théorie  du  mouve- 
ment de  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  applications 
qui  se  réduisent  à  la  toupie,  au  gyroscope  et  aux  projectiles  \  trop 
longtemps  on  s'est  borné  à  celles  que  nous  offre  la  Mécanique 
céleste.  » 

Nous  ne  pouvons  guère  entrer  dans  les  détails  de  la  solution  du 
problème  important  que  s'est  proposé  M.  Villarceau.  Ce  problème 
de  rotation  se  distingue  d'une  manière  remarquable  de  ceux  que  Ton 
traite  habituellement.  Conune  on  ne  peut  prendre  poiu*  axes  coor- 
donnés les  axes  principaux  du  corps,  on  ne  peut  employer  les  for- 
mules d'Euler;  U  faut  avoir  recours  aux  formules  générales  données 
par  Lagrange.  En  se  bornant  à  une  approximation  du  deuxième  ordre, 
les  équations  différentielles  s'intègrent  par  le  seul  emploi  des  fonc- 
tions circulaires. 

Table  des  matières  contenues  dans  les  quinze prefniers  volumes,  (16  p.) 

Table  des  matières  par  noms  d'auteur.  (14  p) 
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MÉLANGES. 

SOI  un  sDiFiGB  m  cnaiiiiu  ouu  n  si  upifonTiTMR  soi  u  rui; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Je  me  propose  d'étudier  dans  cette  Note  une  courbe  et  une  snrfioe 
remarquables,  toutes  deux  du  cinquième  ordre,  qu'on  rencontre  dans 
la  théorie  des  surfaces  homofocàles  du  second  degré.  Si  d'un  point  A 
on  mène  des  plans  tangents  à  une  série  de  surfaces  homofocàles,  ou 
plus  généralement  inscrites  dans  une  même  développable,  le  lieu  des 
points  de  contact  est  la  surface  du  cinquième  ordre,  dont  nous  don- 
nons les  principales  propriétés.  Elle  admet  cinq  séries  de  coniques  el 
se  raf^roche  par  là  des  surfaces  du  quatrième  ordre  i  ligne  dooUe, 
auxquelles  elle  se  réduit  d'ailleurs  dans  quelques  cas  particoUert. 
Elle  a  un  point  triple,  le  point  A,  et  une  courbe  double  qui  a  été  eoD> 
sidérée  par  M.  Chasles  dans  la  Note  XXVI  de  V Aperçu  hUtoriqme,  qui 
a  créé  la  théorie  des  surfaces  homofocàles.  Cette  courbe  double  est 
du  cinquième  ordre,  elle  est  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées 
du  point  A  sur  toutes  les  siu*faces  homofocàles.  C'est  i  la  surface 
précédente  que  j'essaye  d'appliquer  les  méthodes  de  M.  Oebsch,  en 
donnant  sa  représentation  sur  un  plan.  Cette  représentation  peut  s'ef- 
fectuer soit  par  l'analyse,  soit  par  des  considérations  géométriques. 

1 .  Rernarqtus  préliminaires  sur  les  surfaces  homofocàles, — Appelons^ 
avec  M.  Reye  (^),  axe  d'une  surface  du  second  ordre  toute  droite 
perpendiculaire  à  sa  polaire.  On  reconnaît  sans  difficulté  que  tout 
diamètre  de  la  surface,  toute  droite  parallèle  à  un  axe  de  symétrie, 
tout  axe  d'une  section  plane  d'un  cône  circonscrit,  toute  perpendi- 
culaire abaissée  d'un  point  sur  son  plan  polaire  sont  des  axes  de  la 
surface.  Ces  axes  demeurent  les  mêmes  pour  toute  surface  homofocale 
ou  homotbétiquc  à  la  proposée.  Si  l'on  prend,  par  exemple,  un  sys- 
tème de  surfaces  homofocàles,  l'ensemble  des  axes  est  formé  de  toutes 
les  normales  aux  différentes  surfaces,  et,  d'après  une  proposition 
maintenant  bien  connue,  le  lieu  des  pôles  d*un  plan  P  par  rapport  à 


(')  Rbtb,  Gtometrie  der  Loge,  Hannover,  Cari  Rùmpler,  ib66,  p.  i^6. 
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toutes  les  surfaces  est  une  droite  normale  au  plan  P  et  passant  par 
le  point  de  contact  de  ce  plan  et  de  la  surface  bomofocale  qui  lui 
est  tangente.  L'ensemble  de  ces  droites  a  été  étudié  d'abord  par 
M.  Chasles  (  *),  puis  par  MM.  Reye,  Klein  et  Lie  (*). 

On  peut  définir  de  la  manière  suivante  l'ensemble  ou  complexe 
des  axes,  indépendamment  de  toute  surface  du  second  degré. 

Considérons  un  tétraèdre  (qui,  dans  le  cas  des  surfaces  homofo- 
cales,  est  formé  des  trois  plans  de  symétrie  et  du  plan  de  l'infini). 
Toute  droite  faisant  partie  du  complexe  de  rayons  considéré  satisfait 
aux  deux  conditions  suivantes,  dont  l'une  entraine  l'autre  :  elle  coupe 
les  quatre  faces  du  tétraèdre  en  quatre  points  dont  le  rapport  anhar- 
monique  est  constant  ;  les  quatre  plans  menés  par  la  droite  et  les 
quatre  sommets  du  tétraèdre  ont  un  rapport  anbarmonique  constant, 
dont  la  valeur  est  égale  à  celle  du  rapport  précédent. 

Quelle  est  la  nature  de  la  courbe  enveloppée  par  ceux  des  rayons 
qui  sont  situés  dans  un  plan  P  P  Ces  rayons  doivent  couper  les  quatre 
droites,  intersections  du  plan  P  et  du  tétraèdre,  en  quatre  points  dont 
le  rapport  anbarmonique  est  constant.  Us  envelopperont,  par  consé- 
quent, une  conique  tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre.  [Dans  le 
cas  des  surfaces  homofocales,  cette  conique  sera  une  parabole  tan- 
gente aux  trois  plans  de  symétrie  (').] 

De  même,  celles  des  droites  du  complexe  passant  par  un  point  dé- 
criront un  cône  du  second  degré,  contenant  les  quatre  sommets  du 
tétraèdre.  (Ce  cône,  dans  le  cas  des  surfaces  bomofocales,  passe  par  le 
centre  et  a  trois  génératrices  parallèles  aux  axes.) 

L'ensemble  des  droites  forme  donc  ce  que  Plûcker  appelle  un  com- 
pUxe  du  second  degré.  Ce  complexe  se  distingue  des  complexes  gé- 
néraux par  cette  propriété  caractéristique,  que  toute  ligne  passant 
par  un  des  sommets  ou  située  dans  une  des  faces  d'un  tétraèdre  ap- 
partient au  complexe  (^). 

Revenons  maintenant  au  système  des  surfaces  homofocales.  Dans 
ce  cas  on  est  conduit  à  adjoindre  aux  rayons,  ou  axes,  de  nouveaux 
éléments  géométriques.  Chaque  rayon  R  étant  normal  à  Tune  des 


(*)  Aperçu  historique^  Note  XXVI,  p.  ^\^  àe  Tédition  allemande. 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences^  t.  LXXI,  6  et  i3  juin  1870. 

(•)  Aperçu  historique^  Note  XXVI,  §  3. 

(M  VoirXt^  Notes  déjà  citées  de  MM.  Klein  et  Lie, 
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surfaces  homofocales,  le  pied  r  de  cette  normale  et  le  plan  tangent 
en  r  doivent  être  considérés.  Le  rayon  fi  sera  le  lieu  des  pôles  du 
plan  P  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  homofocales.  Le  point  r 
donne  lieu  d* ailleurs  à  un  rapport  anharmonique  constant  avec  trois 
quelconques  des  quatre  points  d'intersection  du  rayon  et  des  faces  du 
tétraèdre. 

Si  un  plan  P  contient  Taxe  d'un  plan  P',  réciproquement  le  plan 
P'  contiendra  Taxe  du  plan  P. 

Quand  des  plans  P  sont  tangents  à  une  surface  non  développable, 
les  axes  correspondants  forment  un  système  de  rayons  rectilignes,  ou 
ce  que  Plùeker  appelle  une  œngruence^  c'est-à-dire  qu'il  passe  un 
nombre  limité  de  rayons  par  chaque  point  de  l'espace.  Nous  avons 
déjà  dit  quelques  mots,  dans  un  travail  précédent  (  *  ))  de  ces  systèmes 
de  rayons,  ou  plutôt  de  leurs  polaires  réciproques.  Nous  n'exami- 
nerons ici  que  les  problèmes  simples  dont  la  solution  nous  est  indis- 
pensable. 

Supposons  que  des  plans  P  soient  assujettis  à  passer  par  une  droite 
D  :  quel  sera  le  lieu  de  leurs  axes  P  Pour  résoudre  ce  problème,  cher- 
chons le  lieu  des  pôles  des  plans  passant  par  D,  par  rapport  à  toutes 
les  surfaces  homofocales. 

Prenons  d'abord  une  de  ces  surfaces  S  et  faisons  tourner  le  plan  P 
autour  de  la  droite  D,  le  lieu  des  pôles  sera  une  droite  A  polaire  de  D 
par  rapport  à  S^  si  Ton  prend  successivement  les  différentes  surfaces 
S',  S",...,  on  voit  que  le  lieu  cherché  est  une  surface  réglée,  engen- 
drée par  les  droites  A\  A'',...,  polaires  de  D  par  rapport  aux  diffé- 
rentes surfaces  homofocales. 

Supposons,  au  contraire,  qu'on  laisse  iixc  le  plan  P  passant  par  D  : 
le  lieu  de  ses  pôles  par  rapport  aux  différentes  surfaces  homofocales 
sera  une  droite,  axe  du  plan  P.  Le  lieu  cherché  peut  donc,  d'une  se- 
conde manière,  être  considéré  comme  une  surface  réglée,  engendrée 
par  les  axes  des  plans  passant  par  la  droite  D.  Puisque  la  surface  ad- 
met deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes,  elle  est  du  second  de- 
gré, et  l'on  peut  énoncer  ce  théorème  de  M.  Chasles  : 

Le  lieu  des  axes  des  plans  passant  par  une  droite  D  est  un  parabo- 
loHde  hyperbolique  dont  les  génératrices  du  second  sysiéme  sont  les  polairr< 
de  la  droite  l)  par  rapport  aux  différentes  surfaces  homofocales. 


C)  V«»ir  Bulletin,  t.  I,  p.  3i8. 
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Ce  paraboloïde  est  tangent  aux  trois  plans  de  symétrie. 

Les  pieds  des  différents  rayons  forment  une  courbe,  lieu  des  points 
de  contact  des  plans  tangents  menés  par  la  droite  D  aux  différentes 
surfaces.  Cette  courbe,  située  sur  le  paraboloïde,  lieu  des  axes,  est 
coupée  en  un  point  par  ces  axes,  en  deux  points  par  les  génératrices 
de  l'autre  système.  C'est  donc  une  cubique  gauche.  On  voit  donc  que  : 

iSî  par  un  point  d*une  droite  on  mène  des  plans  tangents  à  toutes  les 
9ur faces  homofocales,  le  lieu  des  points  de  contact  est  une  cubique  gauche 
coupant  en  deux  points  la  droite,  le  cercle  de  Vinfini,  les  trois  focales. 

Cette  cubique  gauche  se  décompose,  dans  quelques  cas  particu- 
liers, en  une  droite  et  une  conique,  ou  même  en  trois  droites.  Elle 
devient  une  courbe  plane,  dans  le  cas  suivant. 

Imaginons  que  la  droite  D  par  laquelle  on  mène  tous  les  plans  P 
soit  un  axe.  Dans  ce  cas,  tous  les  plans  passant  par  cet  axe  R  ont 
leurs  axes  R'  dans  le  plan  P  correspondant  au  rayon  R  et  le  coupant 
en  r.  Ces  axes  R'  enveloppent,  on  Fa  vu,  une  parabole;  le  lieu  cher- 
ché est  la  podaire  du  point  r  par  rapport  à  cette  parabole.  On  a  donc 
la  proposition  suivante  (  *  )  : 

Quand  une  droite  D  est  axe  des  surfaces,  les  axes  des  plans  passant 
par  cette  droite  enveloppent  une  parabole  située  dans  le  plan  conjuré  à 
cet  axe;  les  points  de  contact  de  ces  plans  ou  les  pieds  des  axes  situés 
dans  un  plan  forment  une  courbe  du  troisième  ordre  podaire  de  parabole, 
ayant  un  point  double  au  point  de  rencontre  du  plan  et  de  la  droite  D. 

Cette  courbe  du  troisième  ordre  est  la  focale  à  nœud. 
Dans  le  cas  général  où  la  droite  D  n'est  pas  axe,  la  cubique  est 
gauche;  mais  si  la  droite  D  est  dans  l'un  des  plans  tangents  K  à 
toutes  les  surfaces  homofocalcs,  la  cubique  se  décompose.  En  effet, 
quand  le  plan  variable  P  passant  par  la  droite  D  coïncidera  avec  le 
plan  K,  il  y  aura  une  infinité  de  points  de  contact  sur  la  génératrice  L 
de  contact  du  plan  K  et  de  la  développable  11  circonscrite  à  toutes 
les  quadriques.  Par  suite,  la  cubique  gauche  se  décomposera  en  une 
droite  L  et  en  une  conique  rencontrant  cette  droite  et  tangente  au 
plan  K.  Cette  conique  devra  rencontrer  en  un  point  les  trois  focales, 
le  cercle  de  l'infini. 


(•)  Voir  Aperçu  historique^  I.  c. 
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EInfin,  si  la  droite  D  est  tangente  double  de  la  développable  H  : 
pour  deux  positions  du  plan  P,  on  aura  deux  droites  de  contact^  L^ 
U  ;  la  troisième  droite  qui  complète  la  cubique  sera  la  droite  D  elle- 
même,  génératrice  rectiligne  de  l'une  des  surfaces. 

Ces  propositions  s'appliquent  au  cas  où  la  cubique  est  plane.  Ainsi 
lorsqu'un  axe  est  situé  dans  un  plan  tangent  à  la  développable  H 
suivant  la  droite  L,  la  cubique  se  décomposera  dans  la  droite  L  et 
dans  une  conique  touchant  L  en  un  point. 

Supposons  maintenant  que  les  plans  P  soient  simplement  assujettis 
à  passer  par  un  point  A.  Dans  ce  cas,  à  chaque  plan  correspond  on 
axe  dépendant  des  deux  variables  qui  fixent  la  direction  du  plan.  On 
a  donc  un  système  de  rayons  rectilignes.  Nous  allons  montrer  que 
ces  rayons  sont  les  tangentes  doubles  d'une  développable  du  qua- 
trième ordre  formée  par  les  plans  osculateurs  d'une  cubique  gauche. 

En  effet,  considérons  le  cône  C  des  axes  passant  par  A.  A  tonte 
génératrice  du  cône  correspond  le  plan  dont  elle  est  un  axe.  Ce  plan 
peut  être  considéré  conmie  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à 
l'une  des  surfaces  homofocales.  Les  plans  correspondant  aux  axes 
passant  par  A  sont  donc  les  plans  polaires  du  point  A  par  rapport  i 
toutes  les  surfaces  homofocales.  Soit  ¥  la  développable  qu'ils  enve- 
loppent. 

Soit  maintenant  un  plan  P  passant  par  A,  il  coupe  le  cône  des 
normales  suivant  deux  droites  R,  R|,  et  son  axe  est  Tintersection  des 
plans  correspondants  à  ces  axes  R,  R|.  Donc  : 

Les  axes  correspondants  à  tous  les  plans  passant  par  un  point  sont 
les  intersections  de  deux  plans  tangents  à  la  développable  Y,  cest-à-dire 
ce  sont  les  tangentes  doubles  et  les  génératrices  de  cette  surface. 

Ce  théorème,  sans  proposition  nouvelle,  va  nous  permettre  de 
reconnaître  la  nature  de  la  développable  Y.  Nous  avons  vu  que  les 
axes  des  plans  P,  passant  par  une  droite,  engendrent  une  surface  du 
second  degré.  Donc,  avec  les  tangentes  doubles  de  la  développable  ¥, 
on  peut  former  une  infinité  de  surfaces  du  second  degré.  Cette  déve- 
loppable ¥,  étant  formée  par  les  plans  tangents  communs  à  une  série 
de  surfaces  du  second  degré  dépendant  de  deux  paramètres,  ne  pi*ut 
être  qu*unc  développable  formée  des  plans  osculateurs  d'une  cubique 
gauche.  On  a  donc  le  théorème  suivant  (*  )  : 


(*)  Voir  J perçu  historique,  I.  c. 
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Lfs  axes  correspondants  à  tous  les  plans  V  passant  par  un  point  A 
sont  les  tangentes  doubles  d'une  surface  développable  Hf,  enveloppe  des 
plans  polaires  de  A  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  homo focales.  Les 
génératrices  de  cette  surface  sont  les  axes  des  plans  tangents  au  c&ne  des 
normales  menées  par  A.  Cette  surface  développable  est  formée  par  les 
plans  osculateurs  d'une  cubique  gauche.  Elle  est  tangente  aux  quntre 
faces  du  tétraèdre  conjugué  commun  aux  trois  plans  tangents  aux  qua^ 
driques  homofocales  passant  en  A,  et  elle  est  coupée  par  les  plans  tan^ 
gents  suivant  les  paraboles  enveloppes  des  axes  dans  ce  plan. 

2.  Nous  avons  déjà  trouvé  le  lieu  des  pieds  des  axes  situés  dans 
un  plan  ^  cherchons  maintenant  le  lieu  des  pieds  des  normales  me- 
nées par  un  point.  Cette  courbe  est  sur  le  cône  des  normales,  et  elle 
peut  être  aussi  définie  comme  le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires 
abaissées  de  A  sur  les  plans  polaires  de  A.  C'est  donc  ce  qu'on  peut 
appeler  une  podaire  de  cubique  gauche,  et,  par  conséquent,  la  trans- 
formée par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  autre  cubique  gauche, 
polaire  réciproque  de  la  première  par  rapport  à  une  sphère  ayant 
son  centre  en  A.  La  première  cubique  gauche  ayant  un  plan  tangent 
à  l'infini,  la  seconde  passera  au  point  A,  et  sa  transformée  par  rayons 
vecteurs  réciproques  sera  du  cinquième  ordre.  Cette  transformée 
passe  aussi  au  point  A  et  y  a  un  point  triple,  les  trois  branches  étant 
normales  respectivement  aux  trois  surfaces  homofocales  passant 
en  A. 

Cette  courbe,  d'après  sa  construction,  appartient  à  la  classe  de 
celles  dont  les  points  se  déterminent  individuellement.  C*est  ce  que 
confirme  le  calcul  suivant. 

Soient  : 

'  a—  A       0  —  A       c  —  A       a  —  A 

l'équation  en  coordonnées  homogènes  des  surfaces  homofocales; 
or',  y\  z\  t' les  coordonnées  du  point  A.  Le  plan  polaire  de  ce  point  par 
rapport  à  Tune  des  surfaces  aura  pour  équation 

,   -  xaf  ry'  zz'  tt' 

a  — A       6  — A       c  — A       c/  — A 

Les  coordonnées  d'un  point  de  la  perpendiculaire  menée  par  le 
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point  A  s'expriment  par  les  formules 

(3)  A^x  =  x'--î^,,    *r=r'-  ""^ 


a^r      "/-^        6-X'       ' 

k  étant  un  facteur  de  proportionnalité  et  u  étant  une  arbitraire 
dépendant  de  la  position  du  point  sur  la  droite,  et  que  nous  allons 
déterminer  en  exprimant  que  le  point  se  trouve  dans  le  plan  polaire. 
Posons,  pour  abréger, 

l'équation  qui  détermine  u  peut  s'écrire 

(5)  L-ii^=o. 

et,  par  suite,  on  aura,  pour  l'expression  de  l'une  quelconque  des 

coordonnées, 

dL 

(6)  Ar.5  =  ^  +  5^  =  ^IogL(X-a) 

Transformons  la  valeur  du  polynôme  L,  en  introduisant  à  la  place 
des  constantes  x'^  y\  z\  i*  les  paramètres  a,  j3,  y  des  surfaces  ho- 
mofocales  passant  en  A.  On  peut  poser 

où 

(8)  '  f{x)={x-'a)[x—  6)(x  — c)(jr  — rf), 

\  9(x)  =  (x-a)(x~(3)(x-y); 

alors,  d'après  un  théorème  de  la  théorie  des  fractions  rationnelles, 
L  prendra  la  forme 

(9)  ''— 7^' 

et  les  formules  qui  donnent  les  coordonnées  pourront  s'écrire  défini- 
tivement 

qui  sont  bien,  comme  on  le  voit,  du  cinquième  ordre  en  \. 
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Cette  courbe  peut  encore  être  définie  comme  le  lieu  des  pieds  des 
normales  abaissées  de  A  sur  toutes  les  coniques,  intersections  de 
chaque  surface  par  le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  cette  surface. 

3»  De  la  surface  Z,  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
menés  par  un  point. 

Si  d'un  point  A  on  mène  des  plans  tangents  aux  surfaces  homo- 
focales,  le  lieu  des  points  de  contact  constitue  une  surface  qu'on  peut 
engendrer  de  la  manière  suivante. 

Soit  S  une  des  surfaces  du  second  degré.  Le  lieu  des  points  de  con- 
tact pour  cette  surface  est  une  conique.  L'ensemble  de  ces  coniques 
forme  la  surface  £,  qui  peut  être  considérée  comme  formée  de  trois 
nappes,  correspondant  aux  trois  séries  de  focales  et  se  réunissant  l'une 
à  l'autre  aux  deux  focales  réelles. 

La  surface  2  contient  les  trois  focales,  le  cercle  de  l'infini,  les  six 
génératrices  des  surfaces  passant  en  A  et  situées  deux  à  deux  dans 
les  trois  plans  tangents  aux  surfaces  passant  en  A.  On  sait  que  ces 
six  génératrices  sont  les  focales  des  cônes  circonscrits  à  toutes  les 
surfaces  homofocales  et  ayant  le  point  A  pour  sommet.  Elles  sont  les 
six  arêtes  de  Fangle  tétraèdre  formé  par  les  quatre  plans  tangents 
communs  à  toutes  les  surfaces  menées  par  le  point  A.  Ces  plans  sont 
aussi  les  plans  menés  par  A  tangentiellement  à  la  développable  II 
circonscrite  à  toutes  les  surfaces  homofocales  *,  ils  touchent  cette  dé- 
veloppable suivant  quatre  génératrices  qui  appartiennent  encore  à  la 
surface  S.  Cette  surface  contient  donc  au  moins  dix  droites, 

La  surface  2  a  évidemment  une  ligne  double,  qui  est  le  lieu  des 
pieds  des  normales  menées  de  A.  Considérons,  en  effet,  un  point  M  de 
cette  courbe  ;  la  droite  AM  étant  normale  à  une  quadrique  sera  tan- 
gente à  la  ligne  d'intersection  des  deux  autres  surfaces  passant  en  M. 
Les  coniques  correspondantes  à  ces  surfaces  passeront  au  point  M  et 
s'y  couperont  à  angle  droit.  La  tangente  à  la  courbe  lieu  des  pieds  des 
normales  déterminera,  avec  les  tangentes  aux  deux  coniques,  les 
deux  plans  tangents  aux  deux  nappes  passant  en  M. 

Le  degré  de  Z  peut  se  déterminer  de  la  manière  suivante.  Consi- 
dérons une  droite  quelconque  passant  par  A.  Cette  droite  coupe,  au 
point  A,  les  trois  nappes  de  la  surface;  d'ailleurs  elle  est  tangente  à 
deux  surfaces  homofocales  en  deux  points  qui  appartiennent  aussi 
à  S.  La  surface  est  donc  coupée  par  toute  droite  passant  par  A  en 
cinq  points^  elle  est  du  cinquième  ordre. 
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Cette  conclusion  se  confirme  par  l'étude  d'une  série  de  sections 
planes.  Soit  P  le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  une  des  qaadriquesS. 
Ce  plan  contient  une  conique  K,  intersection  de  S  et  de  P.  Cher- 
chons les  autres  points  de  la  surface  £  contenus  dans  P.  Soit  m  on  de 
ces  points.  Le  plan  tangent  à  une  des  trois  quadriques  passant  par» 
devra  aller  passer  en  A.  Ce  plan  a  pour  axe  la  perpendiculaire  qui  lui 
est  menée  en  m;  cet  axe  doit,  d'ailleurs,  passer  par  le  pôle  du  plan 
par  rapport  à  S,  pôle  qui  est  dans  le  plan  P.  L'axe  du  plan  doit  donc 
être  tout  entier  dans  le  plan  P,  et  l'on  a  à  chercher  le  lieu  des  pieds 
des  axes  situés  dans  ce  plan.  Ce  lieu  est  une  courbe  du  iroisiéme 
ordre  F,  déjà  considérée.  La  section  complète  de  la  surface  se  com- 
pose donc  d'une  conique  et  d'une  courbe  du  troisième  ordre,  la  focale 
à  nœud  de  Quetelet. 

Dans  le  plan  P  se  trouvent  plusieurs  courbes  remarquables  déjà 
considérées  :  i^  la  parabole  Q  enveloppe  des  axes;  o?  la  coniqae  K, 
section  de  la  quadrique  S  par  P  ;  3^  la  focale  à  nœud  F,  podaire  du 
piedp  de  l'axe  de  P,  par  rapport  à  la  parabole  P  ;  4^  la  section  I,  hy- 
perbole équilatère  du  cône  des  normales  par  le  plan  P.  Ces  difle- 
rentes  courbes  donnent  lieu  à  des  relations  géométriques;  signaloDS 
les  plus  importantes  :  i®  le  point  p  se  trouve  sur  la  directrice  delà 
parabole  Q;  2^  cette  directrice  est  le  lieu  des  centres  des  sections 
faites  dans  les  quadriques  par  le  plan  P;  3®  la  parabole  Q  et  l'hj- 
perbole  équilatère  I  sont  polaires  réciproques  par  rapport  i  la  oo* 
nique  K  ;  4^  1^  focale  à  nœud  est  le  lieu  des  pieds  des  normales  00 
des  points  de  contact  des  tangentes  menées  de  |>  à  la  conique  K  et  à 
toutes  les  courbes  homofocales;  5®  en  chaque  point  de  la  focale  F, 
deux  des  coniques,  sections  de  quadriques  qui  passent  en  ce  point, 
sont  tangentes  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  troisième  ;  6*  en 
ce  qui  concerne  la  surface  Z,  les  pieds  des  normales  abaissées  de  ji  sor 
la  conique  K  sont  des  points  de  la  courbe  double  ;  le  plan  P  est  plan 
tangent  double  de  la  surface,  et  ses  points  de  contact  sont  ceux  des 
tangentes  menées  de  p  à  la  conique  K  ;  7^  la  polaire  du  point  p  par 
rapport  à  la  conique  K  est  la  génératrice  de  V  située  dans  le  plan  P. 

4.  AppUcafion  de  la  surface  sur  un  plan.  —  Nous  avons  vu  que, 
si  par  le  point  A  on  mène  un  plan  P,  Taxe  de  ce  plan  est  une  tan- 
gente double  d'une  développable  de  troisième  classe  V,  Cet  axe 
coupe  le  plan  en  un  point  de  la  surface  Z.  Les  point*  de  cette  surfact 
se  déterminent  donc  inditiduellemenl.  Si  Ton  considère  un  plan  quel- 
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conqae  U,  à  toute  droite  de  ce  plan  correspondra  un  plan  passant 
pftr  A  et  par  cette  droite  et  le  point  de  la  surface  déterminé  par  ^c 
point.  La  surface  t$t  donc  représentée  eur  le  plan. 

Considérons  Taxe  d'un  plan  P  passant  par  A  ^  cet  axe  R  coupe  le 
^an  en  un  point  M  de  la  surface.  U  importe  d'expliquer  comment 
le  point  M  se  distingue  des  quatre  autres  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  2.  C'est  que  par  l'axe  R  on  peut  mener  deux  plans  tan- 
gents à  la  surface  ¥.  Ces  plans  contiennent  deux  coniques  de  Z  cou- 
pant R  en  quatre  points  distincts.  Le  point  M  se  distingue  donc  des 
précédents  par  une  propriété  géométrique  qui  permet  de  le  détermi- 
ner individueUement, 

Au  moyen  de  la  représentation  précédente  de  la  surface,  on  peut 
étudier  sans  difficulté  la  nature  des  courbes  tracées  sur  cette  sur- 
face et  reconnaître  l'existence  de  jJusieurs  séries  de  coniques  et  de 
cubiques  gauches  ou  planes.  Prenons,  par  exemple,  tous  les  plans 
passant  par  une  droite  D  menée  par  A.  A  tous  ces  plans  correspon- 
dront une  série  de  points  de  la  surface  situés  sur  une  cubique  gauche. 
n  y  a  donc  sur  la  surface  une  première  série  de  cubiques.  On  peut 
faire  passer  une  de  ces  courbes  par  deux  points  quelconques  de  la 
surface  MM'.  En  effet,  les  plans  passant  par  A  et  donnant  ces  deux 
points  M,  M'  se  couperont  suivant  une  droite  ;  tous  les  plans  pas- 
sant par  cette  droite  donneront  une  cubique  passant  par  les  deux 
points  M,  M'. 

Ces  cubiques  deviennent  planes  toutes  les  fois  que  la  droite  D  fait 
partie  du  cône  des  normales,  elles  sont  alors  les  sections  de  la  sur- 
face déjà  considérée  par  les  plans  polaires  de  A. 

A  toutes  les  droites  D  situées  dans  un  plan  correspond  sur  la  sur- 
face un  faisceau  de  cubiques  gauches,  déterminées  par  un  point  et 
passant  par  un  point  fixe.  Parmi  les  plans  passant  par  A  se  trouvent 
quatre  plans  remarquables  :  Q,  Qt,  Qd  Qs*  Ce  sont  ceux  qui  sont 
tangents  k  toutes  les  surfaces  et  à  leur  développable  circonscrite  II. 
Ds  contiennent  leur  axe,  qui  est  la  génératrice  de  contact  du  plan  et 
de  la  développable  II.  Pour  toutes  les  droites  passant  par  le  point  A 
et  situées  dans  l'un  de  ces  plans  Q,  par  exemple,  la  cubique  gauche 
se  décompose  en  :  i^  la  droite  },  génératrice  de  contact  du  plan  Q  et 
àeTl\  Q?  une  conique  rencontrant  la  droite  d  et  tangente  au  point  de 
rencontre  avec  cette  droite  au  plan  Q  (^).  On  obtient  donc  quatre 

(•)  roir  plus  haut,  3. 

ifitll,  des  Sciences  mathêm,  et  eistron.^  t.  II.  (Février  1H71.)  4 
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séries  nouvelles  de  sections  coniques,  correspondant  aux  droites  des 
plans  Q,  Qi,  Qt,  Qs-  Étudions  la  disposition  de  l'une  quelconque  de 
ces  séries,  celle  qui  correspond  aux  droites  situées  dans  le  plan  Q  et 
passant  par  A. 

Ce  plan  Q  coupe  la  surface  :  i®  suivant  trois  droites  a,  a\  a'^  qui 
sont  trois  génératrices  des  surfaces  quadriques  passant  en  A;  2**  il 
est  tangent  en  tous  les  points  de  la  droite  d,  génératrice  de  contact  da 
plan  Q  et  de  n.  Les  trois  autres  génératrices  |3,  ^\  ^  des  trois  qua- 
driques sont  les  intersections  des  autres  plans  Qi,  Qt^  Q»  et  forment 
un  trièdre.  Par  toute  droite  D  passant  par  A  dans  le  plan  Q,  on  pourra 
faire  passer  trois  plans  contenant  |3,  j3^  |B^.  Ces  trois  plans  seront  tan- 
gents aux  surfaces  qui  admettent  ces  droites  pour  génératrices  en  un 
point  de  ces  génératrices,  et  il  est  évident  que,  lorsque  la  droite  D 
variera  dans  le  plan,  les  trois  plans  tangents,  et  par  conséquent  leurs 
points  de  contact,  formeront  trois  séries  homographiques.  On  a  donc 
la  proposition  suivante  : 

Les  plans  des  coniques  correspondantes  aux  droites  du  plan  Q  eiire- 
loppent  une  développable  de  troisième  classe^  tangente  aux  trois  faces  dm 
trièdre  QiQiQs*  Le^  coniques  coupent  la  droite  S  et  sont  tangentes  au 
plan  Q,  à  leur  point  de  rencontre  avec  cette  droite  0  '^). 

Deux  coniques  appartenant  à  la  même  série  n'ont  ancun  point 
commun  (si  ce  n'est  sur  la  courbe  double);  deux  coniques  apparte- 
nant à  des  séries  dilTércntes  se  coupent  toujours  en  un  point. 

Les  plans  tangents  doubles  enveloppent  cinq  cubiques  gauches. 
Parmi  les  droites  D  situées  dans  le  plan  Q,  s*en  trouvent  deux  remar- 
quables :  ce  sont  les  axes  situés  dans  ce  plan  Di,  D„  coupant  la  droite  i 
en  deux  points  Oi,  Ot,  qui  sont  des  points  de  la  courbe  double  pour 
lesquels  les  plans  tangents  aux  deux  nappes  se  confondent.  A  cba- 
cune  de  ces  droites  correspondent  deux  plans  passant  par  d  c^  cou- 
pant la  surface  suivant  J,  et  deux  coniques  appartenant  à  deux  séries 
diflérentes  et  tangentes  en  a^^  a^  à  la  droite  0.  Nous  bornerons  là  ce 
que  nous  avons  à  dire«  pour  ne  développer  que  la  méthode  analy- 
tique. 


^*  )  Il  y  a  ane  propoftitioa  analogie  po«r  l«s  mbiqoes  faiiciics  cormpoadaBtet  au 
droilrs  sitiiérs  dans  an  plan  :  elles  coupent  ks  ûi  droite»  paMant  par  A  ea  «il  «crif* 
de  p«,>ints  homographiques. 
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Soit 

(«0 


a  —  X       6  — -  A      c  —  X      rf — A 


=  0 


l'équation  générale  des  surfaces  inscrites  dans  une  môme  dévelop- 
pable  n,  et  désignons  par  x\  y\  x'^  t' les  coordonnées  du  point  A. 
Les  formules  (7)  donnent  les  valeurs  de  ces  coordonnées  en  fonction 
des  paramètres  a,  P,  y  des  trois  surfaces  du  système  passant  en  A. 
Le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport  à  la  surface  (X)  aura  pour 
équation 

,     .  xx'         rr*  zz'  W 

(12) 


, _^ j- 

a  —  ).      fe  —  A      c— -A      rf  —  A 


=  0; 


son  équation  étant  du  troisième  degré  en  A,  on  voit  que  ce  plan 
polaire  enveloppe  une  développable  ¥  du  troisième  ordre  et  de  la 
troisième  dasse.  D'ailleurs,  pour  les  valeiu*s  de  A, 

A  =  a,    A  =  6,    A  ==  c,    A  =  rf, 

on  obtient  les  quatre  plans 

ar  =  o,    j^=o,    2  =  0,     /  =  o. 

Cette  développable  ¥  sera  donc  tangente  aux  quatre  faces  du  tétraèdre 
conjugué  à  toutes  les  surfaces,  .ce  qui  confirme  les  résultats  que  nous 
avons  déjà  obtenus. 

L'équation  de  la  surface  S  s'obtiendra  en  éléminant  A  entre  les 
deux  équations  (11),  (la).  On  obtiendra  ainsi  une  équation  du  ncfu- 
vième  ordre,  qui  se  réduira  au  cinquième  après  la  suppression  du 
facteur  xyxi.  On  peut  écrire  cette  équation  sous  la  forme  d'un  dé- 
terminant du  sixième  ordre,  qui  est 


(i3) 


X 

ax 

a^x 

x* 

ax" 

a'x' 

r 

hy 

6>/ 

r' 

by' 

bY 

% 

cz 

c»z 

z' 

cz' 

et' 

t 

dt 

rf»/ 

t' 

dt' 

d't' 

lï 


"^xx' 


Ix' 


^xx' 


=  0. 


Cette  équation  montre  que  la  surface  se  réduira  au  quatrième  ordre  si 

4. 


5ià  BULLETIN  DES  SCIENCES 

x'=o^  c'est-à-dire  si  le  point  Â  se  trouve  sur  one  des  faces  dn 
tétraèdre,  et  au  troisième  ordre  si  x'  =  y'  s=s  o,  c'est-à-dire  si  le  point 
se  trouve  sur  une  des  arêtes  du  tétraèdre.  Nous  ne  considérons  que 
le  cas  général,  celui  où  le  point  Â  n'est  dans  aucune  des  faces  do 
tétraèdre  conjugué. 

Au  lieu  de  faire  l'élimination,  on  peut  chercher  à  exprimer  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S  en  fonction  de  deux  TariaUei 
indépendantes.  C'est  ce  qu'il  est  possible  d'effectuer  à  l'adde  du  pro- 
cédé suivant. 

Imaginons  que,  dans  l'équation  (12),  on  regarde  x,  y,  x,  I  ocmuiie 
connus.  Cette  équation  fournira  pour  X  trois  valeurs,  qui  seront  les 
paramètres  des  plans  tangents  à  la  développable  V  et  passant  par 
le  point  considéré.  On  obtient  ainsi  un  nouveau  système  de  coor- 
données, dans  lequel  on  détermine  un  point  de  l'espace  par  kt 
paramètres  des  plans  tangents  à  la  développable  V  et  passant  par  oe 
point.  Soient  p,  pi,  pt  les  paramètres  des  trois  plans  passant  par  on 
point  (â?,  3f,  JT,  f).  Ces  trois  paramètres  seront  racines  de  Téqna- 
tion  (12),  et  l'on  pourra,  d'après  la  théorie  des  fractions  rationnelles, 
exprimer,  à  un  facteur  constant  près,  dont  la  valeiu*  est  indifférente, 
Xy  y,  z^  t  en  fonction  de  p,  pi,  pf.  On  a  ainsi 

f.^^/__  {a  —  p)(a  —  9i){a  —  h) 
('^'  i  Â-^v'  -  (6-~p)(6-p.)(6-f>,) 


ou 

/{jr)  =  {jr~a)(x-6)(x~c(x-rf)  (*). 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  S,  il  faudra  exprimer  qu'une 
racine  de  l'équation  (12),  p  par  exemple,  satisfait  à  l'équation  (11)1 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

Si  nous  remplaçons  x,  3f,  z,  I  par  leurs  valeurs  tirées  des  for- 


(*)  /Wr  la  formule  (8)  :  nous  consenrons  1rs  même»  Doutions. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  53 

mules  (i4))  nous  obtenons  la  condition 

y  (g  -  p)(a  -  p,y(a  -  p.)' y  (a-p)(«-p.)'(«-pO' 

•♦P.T 

qui  peut  êti-e  considérée  comme  Téquatiou  de  la  sui-face  dans  le  sys- 
tème de  coordonnées  (p,  pi,  |0t).  Cette  équation  étant  du  premier 
degré  en  p,  si  Ton  en  déduit  la  valeur  p  et  qu'on  substitue  cette  valeur 
dans  les  équations  (i4))  on  a  les  expressions  de  x^y^z^  t  en  fonction 
de  deux  paramètres  pi^pf  Ces  deux  paramètres  sont  les  deux  racines 
de  Téquation  (12)  qui  ne  sont  pas  communes  à  Téquation  (11).  Cha- 
cun de  ces  paramètres  déterminant  un  plan,  leur  ensemble  détermi- 
nera une  droite  tangente  double  de  la  développable  ¥,  en  sorte  que 
la  représentation  de  la  surface  revient  à  celle  que  nous  avons  déjà 
donnée  $  4. 

Posons,  pour  abréger, 

x.<f'{(x)  r*?(P)  ^•¥(7) 

en  introduisant  les  notations 


Uo\  x-i/^.     r-t/M,     r-i/Jhl- 

<'9)        '— V9W   ^— Vt'(P)'    '•-V9'(y)' 

soit  encore 

(  S  =  a.A»-f-6.B^-f-c.C'-f-(/.D*  =  — a.E'— Ô.F*— y.G% 
(20)    l 

^    l  T  =  A'-l-B'-hO  +  D»  =  — E»  — F*— GS 

on  aura 

et  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  seront  données  par  les 
formules 

NX  =  A(S-aT), 

,     ^  ,NY  =  B(S-6T), 

(22)  <  ' 

^     '  ^  NZ  :=rC(S-  cT), 

NT,  =  D(S-c/T), 
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où  N  désigne  un  facteur  indélerminé  dont  rintroduction  prorienl  de 
ce  que  les  coordonnées  x^y^  z^î  sont  homogènes.  On  déduit  facile- 
ment, des  formules  précédentes,  la  suivante^  où  entre  une  arbitraire ii 
et  qui  les  contient  toutes  : 

(,3)  Ny-^^  =  <P-"i(P;-")(-8-t.|«T). 

^a-^u  f[u)  ' 

Les  formules  qui  précèdent  ont  un  inconvénient  assez  grare.  Pour 
un  système  de  valeurs  de  pi  et  de  pt,  les  coordonnées  du  point  de  k 
surface  sont  bien  déterminées,  mais  la  réciproque  n*est  pas  vraie.  A 
un  point  de  la  surface  correspondront  deux  systèmes  de  valeurs  pour 
/>!)  Ps)  ^  cause  de  la  symétrie  des  formules  qui  ne  changent  pas  quand 
on  y  change  pi  en  p,  ;  mais,  si  Ton  effectue  la  transformation 

(^4)  r^^^-^^^y  ^  =  PiPj, 

les  fonctions  A, . . . ,  E, . . .  prennent  la  forme 

(aS)  A  =  a*  —  a/4-  X,. . . . 

Si  Ton  considère  y  et  â?  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  un 
plan,  ces  fonctions  A, . . . ,  E, . . . ,  égalées  à  zéro,  représentent  des 
droites  tangentes  à  la  parabole 

(26)  /'  — 4^  =  0. 

Les  fonctions  A, . . . ,  E, . . .  étant  linéaires,  les  formules  (ai)  sont 
du  troisième  ordre  en  y  et  â?  *,  elles  donnent  unt  des  représentations 
les  plus  simples  dont  la  surface  soit  susceptible. 

Les  sept  fonctions  A,  B,  C, . . .  et  toute  autre  fonction  linéaire 
peuvent  être  exprimées  en  fonction  de  trois  d'entre  elles.  On  a,  par 
exemple, 

*    "  ç(a)  fl  — a       fl  — (3      a  — y 

Plus  généralement,  l'équation 

(28)  M«— M/-f- J?  =  (p— M)(p,— ll)  =  0, 

qui  représente  une  tangente  quelconque  à  la  parabole  (a6),  peut  être 
écrite 
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L'équation  de  la  parabole  (  26),  en  fonction  de  E,  F,  G,  serait 

(3o)     ((3  -  y))/Ex.<f'{a)  -h  (y  --  a)VFro?'((3)  -^-  («  -  M^WM  =  «• 

Dans  la  suite,  nous  emploierons  tantôt  les  variables  E,  F,  G,  tan- 
tôt pi  et  pt)  <lont  la  signification  géométrique  nous  est  connue,  et 
dont  remploi  permet  de  simplifier  les  calculs  et  de  dédoubler  cer- 
taines équations. 

Si  Ion  prend  les  coordonnées x^  y,  ou  E,  F,  G,  les  équations 

S  =  o,     T  =  o 

représentent  deux  coniques  très -importantes  que  nous  ap|>cllc- 
rons  S,  T,  et  qui  sont  conjuguées  aux  triangles  E,  F,  G.  Les  côtés 
de  ce  triangle,  ainsi  que  les  droites  Â,  B,  C,  D,  sont  tangents  à  la 
parabole  ou  conique  (3o).  Les  coniques  S  et  T  se  coupent  en  quatre 
points,  définis  par  les  équations 

(3i) 


\/F-y     v'y  — «■   \^a  — P 

Q.  De  la  correspondance  entre  les  points  du  plan  et  ceux  de  la  sur- 
face Z. 

Â  toute  courbe  de  la  surface  correspondra  sur  le  plan  une  certaine 
courbe^  aux  sections  planes  définies  par  l'équation 

mX-hnY  H-pZ -h  çT,  =  o, 

correspondront  sur  le  plan  les  courbes  du  troisième  ordre  dont  Téqua- 
tion  est 

(Sa)     mA(8  —  al)  -+-  i»B(S  —  61)  -f-  pC(S  —  ci)  -f  îD(S  —  rfl)  =  o. 

Ces  courbes  passent  par  quatre  points  fixes  déjà  déterminés,  les 
quatre  points  d'intersection  des  coniques  S  et  T.  Mais  ces  quatre 
points  ne  suflSsent  pas  évidemment  à  définir  le  réseau  des  courbes  du 
troisième  ordre.  On  sait,  en  effet,  que  les  courbes  passant  par  quatre 
points  peuvent  encore  être  assujetties  à  cinq  conditions  distinctes, 
ce  qui  donne  des  courbes  du  troisième  ordre  beaucoup  plus  géné- 
rales que  celles  qui  sont  représentées  par  l'équation  (82).  Nous  don- 
nerons plus  loin  les  propriétés  caractéristiques  du  réseau  (32). 

Les  quatre  points  d'intersection  des  coniques  S,  T,  et  que  nous 
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appellerons  points  fondameniaux,  sont  ceux  aoxqaek  eorrespoildcnt 
sur  la  surface  tous  les  points  d'une  ligne  droite.  En  effet,  pour  on  de 
ces  points  S,  T  sont  nuls,  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  T  foumies  par  les 
équations  (22)  sont  indéterminées.  Soient  A«,  B^, ...  les  valeurs  que 
prennent  A,  B, . . .  pour  un  de  ces  points,  la  droite  qui  leur  corres- 
pond sera  évidenunent  déterminée  par  les  équations 


X.  =  A.(X  — aV), 
Y.  =  B.(X-6X'), 


f  T.  =D,(>-rfX'); 

en  éliminant  X,  V  entre  ces  équations,  on  aurait  les  équations  de  la 
droite.  A  chacun  des  quatre  points  d'intersection  correspoïKiroiit 
quatre  droites  ^,  d',  d^,  d^.  D'ailleurs,  pour  ces  points  fondamentanx, 
les  valeurs  de  pi,  p,  sont  parfaitement  déterminées^  c'est  la  valeur 
de  p  donnée  par  l'équation  (16)  qui  est  indéterminée.  En  d'antres 
termes,  ces  droites  sont  des  tangentes  doubles  de  la  développaUe  7. 
Ce  sont  les  axes  des  plans  menés  par  le  point  A  de  l'espace  et  qui 
sont  tangents  à  toutes  les  surfaces  homofocales. 

Les  plans  tangents  menés  par  la  droite  J  à  la  développable  V  sont 
donnés  par  l'équation 


1 


=  o. 


a —  a 


où  il  faut  remplacer  u  successivement  par  les  deux  racines  de  l'équi- 
^ilou 

(34)  fî^^B + MEi  +  £:vi3  ^  o. 

Eln  laissant  de  côté  les  quatre  points  fondamentaux  auxquels  cor- 
respondent des  droites  de  la  surface,  à  tout  point  du  plan  corres- 
pondra par  les  formules  (22)  un  seul  point  de  la  surface.  Récipro- 
quement, si  l'on  considère  un  point  M  de  la  surface,  les  valeurs 
correspondantes  de^,  |0,,  pt  seront  données  par  l'équation  (la}.  Li 
racine  p  se  distinguera  des  deux  autres,  parce  qu'elle  satisfait  aussi 
à  l'équation  de  la  surface  (11).  En  la  supprimant,  on  aura  une  éqiu- 
lûm  du  second  dc^ré,  donnant  pi,  p,.  Les  valeurs  de  x,  3f,  coordon- 
du  point  m  du  plan,  seront  données  par  les  formules 

X  =  p,f>.,      7=p, -4-p,, 
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qui  sont  rationnelles.  Donc,  en  général,  à  un  point  de  la  surface 
correspond  un  seul  point  du  plan. 

Cette  conclusion  sera  en  défaut  dans  un  cas  seulement.  C'est  celui 
où  les  équations  (i  i)  de  la  surface  et  celles  (la)  du  plan  polaire  ont 
plus  d'une  racine  commune. 

Elles  ont,  par  exemple,  trois  racines  communes  pour  le  point  A  : 

et  ces  racines  sont  a,  |3,  y.  Pour  ce  point  A,  on  ne  saura  pas  distin- 
guer les  valeurs  de  p,  pi,  p^  les  unes  des  autres.  On  aura  donc  trois 
points  du  plan  correspondants  au  point  A  : 

!•  jma  +  p,    x  =  a^,    E  =  F  =  o; 

a*  j^:=a-l-y,     x^zocf^    E  =  G  =  o; 

3»  j=p-i-y,     x  =  Py,    F  =  G  =  o. 

Ce  sont  les  trois  sommets  du  triangle  conjugué  EFG.  Ce  fait  indique 
l'existence  de  trois  nappes  de  la  surface  se  coupant  au  point  A.  Sui- 
vant que  ce  point  sera  considéré  comme  appartenant  à  Tune  des  trois 
nappes,  il  aura  pour  correspondant  l'un  ou  l'autre  des  trois  points. 

Un  deuxième  cas  d'exception  se  présente  quand  les  équations  de 
la  surface  et  du  plan  polaire  (ii),  (12)  ont  deux  racines  communes. 
Dans  ce  cas,  soient  p,  pi  ces  deux  racines  que  rien  ne  distingue  l'une 
de  l'autre  \  on  pourra  prendre  : 

soit 

soit 

r=p-+-p>»   ^=ppa. 

A  tout  point  de  la  surface  pour  lequel  ce  fait  de  deux  racines  com- 
munes se  présente,  correspondent  deux  points  du  plan.  Les  points 
de  cette  nature  forment  la  ligne  double  de  la  surface,  et  nous  allons 
en  premier  lieu  chercher  la  nature  de  cette  courbe  double  et  de  sa 
représentation  sur  le  plan. 

De  la  courbe  double.  —  Reprenons  l'équation  (16)  de  la  surface, 
qu'on  peut  écrire^  en  vertu  d'un  théorème  relatif  aux  fractions  ra- 
tionnelles, 

(«-P)(«-P«)'(«-P»)'   ,  (P~p)(l3-p,HP-p.)' 
(35);  /(«)?'(«)  /((3)?'((3) 

^  ,  (y-p)(y-p»)'(y-p3)'^^ 

/(y)9'(y)  • 
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Pour  tous  les  points  de  la  courbe  double,  /»,  pi  étant  les  deui 
racines  communes  aux  équations  (ii),(ia),on  peut  les  permuter,  ce 
qui  donne  une  nouvelle  équation  qui,  avec  l'équation  (35  ),  définit  U 
courbe  double.  Elu  retranchant  ces  deux  équations,  on  trouve 

(^)  jrfWI^Ô "*■•••"''' 

ou 

(S-aT)E»  .   (S-fiT)F'  .  (S-yT)G' 

[on) 1 5 h  * — o. 

Remplaçons  S  et  T  par  leurs  valeurs  en  E,  F,  G,  et  nous  trouTerons, 
après  quelques  réductions, 

JT*  ♦•*  2* 

^   M^-PsK^-p.)"     (P-p.)(P-p.r     (y-p.)(y-p«)'""  • 

n  y  a  plusieurs  remarques  à  faire  sur  cette  dernière  équation,  qui 
donne  la  relation  entre  pi  et  pi,  convenant  k  tous  les  points  de  la 
courbe  double. 

D'abord,  elle  est  du  second  degré  eu  pi .  Les  deux  racines  sont  les 
valeurs  de  pi  et  de  p  correspondantes  à  pi  ^  car  tout  est  symétrique 
par  rapport  à  p  et  pi .  On  peut  donc  déduire  les  expressions  de  p,  pt) 
et  par  conséquent  de  celles  de  y,  x  ou  de  E,  F,  G  en  fonction  de  pt ,  et 
ces  expressions  ne  contiendront  qu'un  radical  carré  du  huitième  degré, 
ce  qui  prouve,  conformément  à  la  théorie  générale,  que  la  couri>e  [Jaoe 
représentative  de  la  courbe  double  est  du  genrt  3.  La  quantité  fi, 
sous  le  radical,  se  décompose  en  quatre  facteurs  du  second  degré;  on 
peut  l'écrire 


(39) 


V      oi  —  p^        p  — p,        r  —  p^  / 


Ainsi,  pour  huit  points  de  la  courbe  double,  les  deux  points  da 
plan  qui  représentent  en  général  le  point  de  cette  courbe  viennent 
se  réunir.  Les  huit  points  sont,  nous  le  verrons,  situés  deux  à  deux 
sur  les  quatre  droites  S. 

En  second  lieu,  on  peut  déduire  de  Téquation  (38)  un  mode  de 

génération  de  la  courbe  plane,  image  de  la  courbe  double. 

Soit,  en  effet, 

PÎ  — p,rH-x  =  o 
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l'équation  d'une  tangente  à  la  parabole  (26)  au  paramètre  pf  Cette 
équation  peut  encore  s'écrire,  en  vertu  de  Téquation  (29), 

soit  en  outre 

(4i)     S-p.T=o  =  (a-p,)E»-h(P-.p,)F>-h(y-.p,)G'=o 

l'équation  d'une  conique  au  paramètre  pi,  passant  par  les  points 
fondamentaux.  L'équation  (28)  est  la  condition  de  contact  delà 
conique  (4i)  et  de  la  droite  (4o)*  Donc  : 

Si  Van  mène  une  tangente  qtiekonque  à  la  parabole  (26),  et  que^  par 
les  quatre  points  fondamentaux,  on  fasse  passer  les  deux  coniques  tan- 
gentes à  la  droite j  les  deux  points  de  contact  de  ces  coniques  sont  les  deux 
points  qui  correspondent  à  un  même  point  de  la^surface. 

n  résulte  de  ce  mode  de  génération  que  : 

La  courbe  plane  correspondante  à  la  courbe  double  sera  du  sixième 
ordre;  elle  aura  pour  points  doubles  les  quatre  points  fondamentaux,  et, 
pour  tangentes  en  ces  points,  les  tangentes  menées  de  ces  points  à  la  para- 
bole; eUe  aura,  en  outre,  pour  points  doubles,  les  points  £,  F,  G,  et  pour 
tangenieê  en  ces  points  les  côtés  du  triangle  EPG. 

Les  deux  points  de  contact  d'une  conique  et  de  la  droite  ne  se  réu- 
niront que  lorsque  la  droite  tangente  à  la  parabole  viendra  passer  en 
un  des  points  fondamentaux,  ce  qui  montre  que  lès  points  de  la  sur- 
face correspondants  seront  deux  à  deux  sur  les  quatre  droites,  cor- 
respondant aux  quatre  points  fondamentaux.  On  vérifie  en  même 
temps  que  la  courbe  est  bien  du  genre  3. 

n  reste  à  trouver  l'équation  de  la  courbe.  Pour  cela,  il  faudra  rem- 
placer, dans  l'équation  (38),  pi,  p^  par  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions 

p,-4-p,  =  ^,     p,p,  =  jr; 

seulement,  l'équation  (4o),  n'étant  pas  symétrique  en  pi,  pi,  contien- 
drait le  radical  ^y*  —  4^«  Pour  éviter  ce  radical,  permutons-y  pi 
et  /9s,  et  faisons  le  produit  des  deux  équations,  ce  qui  donnera 
l'équation  rationnelle  de  la  courbe  double  (').  On  obtient  ainsi 

(  '  )  Det  faits  de  même  genre  se  présentent  toutes  les  fois  qu'on  change  de  coordon- 
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rëquation 

^^^  E{S— flcT)  ^  F(S  -  pT)  ^  G(S  -  yT)  ""    ' 

qui  représente  une  courbe  du  sixième  ordre  ayant  les  propriétés  que 
nous  venons  de  signaler.  Ainsi  se  trouve  résolue  la  question  de  la 
correspondance  entre  les  points  de  la  surface  et  ceux  du  plan.  La 
théorie  générale  permet  maintenant  de  faire  Tétude  complète  des 
courbes  tracées  sur  la  surface  £. 

On  peut  facilement,  au  moyen  de  l'équation  précédente,  prouver 
que  la  courbe  double  est  l'intersection  complète  de  la  surface  21  et  du 
c6ne  des  normales. 

Car,  si  l'on  désigne  par  P,  Pi,  Pi  les  plans  tangents  aux  trois  sur- 
faces homofocales  passant  en  A,  on  aura 

p=.y.£fi=îi|:(f)(«T-s)E, 

jLàaL—a        f{a) 
et  des  équations  semblables  pour  Pi ,  Pi .  L'équation  (  4^  )  pooi  ra  donc 


s'écrire 


-p- + -p;- + -p;-- o. 

Sous  celle  forme,  on  voit  facilement  qu'elle  représente  le  cône  des 
normales  ayant  son  sonmiet  en  A. 

7.  Étude  des  courbes  tracées  sur  la  surface  21. 
Nous  avons  déjà  vu  qu'à  toute  section  plane  de  la  surface  corres- 
pond une  courbe  du  troisième  ordre,  dont  l'équation  est 

(43)  in(S~aT)A-4-iiB(S-6T)-+-pC(S-cT)-+-gD(S--rfT)  =  o. 

Ces  courbes  se  distinguent  de  toutes  les  autres  courbes  du  troisième 
ordre,  par  la  propriété  suivante  :  elles  coupent  la  courbe  double  en 
dix  poinU,  disposés  par  paires,  correspondantes  aux  cinq  points  doa- 
bles  de  la  section  plane. 

Les  courbes  passant  par  l'intersection  de  deux  d*entre  elles  cor- 
respondent à  une  section  plane  passant  par  une  droite.  Comme  on 
sait  que,  dans  tout  faisceau  de  courbes  du  troisième  ordre,  il  y  en  a 


néw.  Par  exemple,  une  équation  en  cooaloniioes  rectiltsnes  peat  ne  décompoaer  q«aad 
on  patte  aiai  coordonnée»  polaire». 
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douze  ayant  un  point  double,  on  peut  conclure  que  la  surface  Z  esi  de 
la  douzième  classe  y  comme  la  surface  générale  du  troisième  ordre. 

Parmi  les  sections  planes,  on  rencontre  plusieurs  séries  remar- 
quables, déjà  étudiées  en  partie  par  la  géométrie.  Cherchons  la  sec- 
tion par  l'un  des  plans  polaires  du  point  A, 


1 


u 


=  o. 


En  yertu  de  l'équation  (23),  cette  section  est  représentée  par  la 

courbe 

(p-«)(p.-«)(S-wT)  =  o, 

qui  se  compose  :  i^  d'une  droite 

(44)  (p  — w)(p,— a)  =  o, 

à  laquelle  correspond  dans  la  surface  une  courbe  à  point  double  du 
troisième  ordre,  la  focale  à  nœud  F^  2^  d'une  conique 

(45)  S-wT  =  o, 

à  laqueUe  correspond  la  conique,  section  d'une  surface  du  second 
ordre  par  le  plan  polaire. 

Si  l'on  dispose  des  coefficients  m,  n,  j»,  q  de  telle  manière  que  la 
courbe  du  troisième  ordre  ait  un  point  double  en  l'un  des  points 
fondamentaux,  le  plan  de  section  passera  par  la  droite  correspon- 
dante de  la  surface.  Nous  avons  déjà  vu  que,  par  chaque  droite, 
passent  deux  plans  tangents  de  la  développable  Y,  ou  deux  plans 
polaires  de  A  : 

on  h  et  hf  sont  racines  de  l'équation  (34)-  L'équation  générale  des 
plans  passant  par  la  droite  sera 


et  les  sections  auront  pour  représentation 

(46)   (A-p.){A--p,)(S-AT)-hX{A'-p.)(A'-p,)(S-A'T)  =  o. 
On  reconnaît  sans  peine  que  la  courbe  du  troisième  ordre  ayant 
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pour  point  double  le  point  fondamental  a,  y  est  tangente  aux  deux 
branches  de  la  courbe  du  sixième  ordre.  Par  suite,  les  sections  seront 
des  courbes  du  quatrième  ordre,  à  trois  points  doubles,  tangentes  à 
la  droite  d,  aux  deux  points  ai ,  a, ,  où  celle-ci  est  coupée  par  la  coari)e 
double.  On  doit  remarquer  les  valeurs  X  =  o,  X  =  oo  ,  pour  lesquelles 
la  courbe  du  quatrième  ordre  se  décompose  en  deux  coniques.  Ainsi: 
Les  huit  plans  tangents  à  la  développable  V  passant  par  les  droites  i 
coupent  la  surface  suivant  deux  coniqties  et  la  droite  correspomdasUe. 

Soient  a,  ai,  a^,  a^  les  quatre  points  fondamentaux.  Pour  une 
valeur  particulière  de  X,  la  courbe  du  troisième  ordre  (46)  acquiert 
un  point  triple,  et  se  décompose  en  trois  droites,  oai,  aat^  aot.  Dans 
ce  cas,  la  section  passe  par  le  point  a  et  la  droite  S,  Elle  se  compose: 
i^  de  la  droite  d,  prise  deux  fois^  2^  des  trois  focales  des  cônes  cir* 
conscrits  situées  dans  ce  plan. 

Des  droites.  — A  toute  courbe  d'ordre  m,  tracée  sur  le  plan,  corres- 
pond une  courbe  d'ordre  3m  —  ce  sur  la  surface,  a  désignant  le  nom- 
bre de  fois  que  la  première  courbe  passe  par  les  points  fondamentaux. 
Il  en  résulte  que,  si  Ton  désigne  par  a,  ai,  a^,  a^  les  quatre  points 
fondamentaux,  les  quatre  côtés  et  les  diagonales  du  quadrilatère 
donneront  six  droites  nouvelles  de  la  surface.  Les  six  droites  du  plan 
passant  par  un  des  sommets  du  triangle  conjugué,  les  droites  corres- 
pondantes passeront  par  le  point  triple  A  de  la  surface.  Ce  sont  les 
six  focales  déjà  trouvées.  Il  n'y  a  pas  d'autre  droite  sur  S. 

Des  coniques,  —  Toutes  les  coniques  de  la  surface  correspondent 
soit  aux  coniques  passant  par  les  quatre  points  fondamentaux,  soit 
aux  droites  passant  par  l'un  des  points.  Deux  coniques  appartenant  a 
des  séries  différentes  se  coupent  en  un  point  ^  deux  coniques  de  la 
même  série  ne  se  rencontrent  pas.  Les  plans  de  ces  coniques  sont  des 
plans  tangents  doubles,  distribués  en  cinq  séries  et  enveloppant  cinq 
développables  de  troisième  classe.  Il  y  a  deux  plans  tangents  com- 
muns aux  quatre  séries  représentées  par  des  droites  et  à  la  série 
représentée  par  des  coniques,  etc. 

Des  cubiques  gauches.  —  Il  y  a  aussi  cinq  séries  de  cubiques  gauches 
correspondant:  i^  aux  droites  quelconques  du  plan;  2°  aux  coniques 
quelconques  passant  par  trois  des  points  fondamentaux.  Ces  cu- 
biques peuvent  devenir  planes,  et  elles  complètent  alors  les  sections 
de  la  surface  par  les  plans  des  coniques.  Deux  cubiques  appartenant 
à  des  séries  diilërentcs  se  coupent  en  deux  points. 
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Dei  eaurbei  du  quatrième  ordre.  —  Les  courbes  du  quatrième  ordre 
correspondent  :  i^  aux  coniques  passant  par  deux  des  points  fonda- 
mentaux ^  tà^  aux  courbes  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double 
en  un  des  points  fondamentaux  :  ce  qui  fait  en  tout  dix  séries  de 
courbes  du  quatrième  ordre.  Ces  courbes,  étant  rationnelles,  ne  se 
trouvent  sur  plusieurs  surfaces  du  second  ordre  que  si  elles  ont  un 
point  double,  ce  qui  arrivera  toutes  les  fois  que  la  courbe  qui  les 
représente  sur  le  plan  passe  par  un  couple  de  points  conjugués  de  la 
courbe  double. 

De  VinlersecUon  de  la  surface  avec  une  surface  donnée.  —  Il  est  inu- 
tile de  développer  cette  théorie,  conséquence  immédiate  des  travaux 
de  M.  Clebsch.  Nous  ferons  cependant  remarquer  qu'il  y  a  une  série 
de  surfines  du  troisième  ordre  passant  par  la  courbe  double  et  cou- 
pant la  surface  suivant  une  courbe  du  cinquième  ordre.  Cette  courbe 
du  cinquième  -onlre  est  représentée  par  toute  courbe  du  troisième 
ordre  passant  par  les  quatre  points  fondamentaux. 

Considérons  enfin  Tintersection  de  £  avec  quelques  surfaces  remar- 
quables: 

I®  Avec  la  développable  V  : 

Cette  développable  est  définie  par  les  équations 

p  =  pi    ou    p  =  p«    ou     pi  =  p,. 

s 

Les  équations  prszp^^  i^  =  Pt  donnent,  en  remplaçant  p  par  => 
Téquation 

(47)  (S--p.T)(S--p,T)  =  o, 
ou 

(48)  S»— ^TS-l-P:r  =  o, 

qui  représente  une  courbe  du  cinquième  ordre  ayant  pour  points 
doubles  les  quatre  points  fondamentaux.  Cette  courbe  correspond,  sur 
la  surface,  à  la  courbe  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
doubles,  plans  polaires  de  A  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  bomo- 
focales.  En  tous  ses  points,  £  et  Y  sont  tangentes,  et  elle  est  du  sep- 
tième ordre. 

La  courbe 

p.  =  pi 
est  la  parabple 

y^  —  ^xz=zo. 
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qui  correspond  à  une  courbe  du  sixième  ordre,  tracée  sur  la  surface. 

a^  Intersection  de  S  avec  la  développable  II,  circonscrite  k  toutes 
les  surfaces  homofocales. 

Cette  intersection  se  compose  :  i^  des  quatre  droites  i^  suivant  les- 
quelles les  deux  surfaces  sont  tangentes  ;  2?  des  trois  focales  et  da 
ercle  de  Tinfini,  qui  sont  lignes  doubles  delà  surface  II;  3^  d'une 
courbe  qu'on  peut  définir  ainsi  :  c'est  le  lieu  des  points  de  contact 
des  plans  tangents  menés  par  A  à  chaque  surface,  et  contenant  une 
des  génératrices  de  la  surface,  qui  vont  rencontrer  le  cercle  de  Tinfini. 
La  représentation  de  cette  courbe  s'obtient  sans  difficulté;  elle  a  pour 
équation 


Elle  est  du  huitième  ordre,  et  appartient  à  la  classe  des  couri>es  appe- 
lées polyzomales  par  M.  Caylcy  (')•  Elle  a  pour  points  doubles  les 
quatre  points  fondamentaux,  et  correspond  à  une  courbe  du  seizième 
ordre  tracée  sur  la  surface  Z.  Cette  courbe  du  seizième  ordre  com- 
plète, avec  les  quatre  droites  et  les  quatre  coniques  comptées  chacune 
pour  deux,  la  courbe  du  quarantième  ordre,  intersection  de  £  et  de  II. 
La  méthode  précédente  s'applique  sans  difficulté  à  la  surface  géné- 
rale du  cinquième  ordre  ayant  une  ligne  double  de  même  ordre,  dont 
les  sections  planes  sont  représentées  par  des  courbes  du  troisième 
ordre.  Les  résultats  obtenus  ne  subissent  pas  de  modification  essen- 
tielle. 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  iSg. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

CLAUSIUS,  professeur  à  TUnivcrsité  de  Bonn.  —  De  la  fomction 
POTBKTIELLE  ET  DU  POTENTIEL.  Traduit  de  Tallemand  par  F.  Folie, 
professeur  a  TEcoIe  industrielle  de  Liège.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  imprimeur-libraire,  1870.  Prix  :  4  fr. 

Cet  Ouvrage  est  un  traité  didactique,  qui  peut  servir  d'introduction 
à  la  Physique  mathématique,  et  principalement  à  la  partie  de  cette 
science  qui  s'occupe  de  la  distribution  de  l'électricité  et  du  magnétisme. 

Laplace  a  remarqué,  le  premier,  que  les  composantes  de  l'attraction 
exercée  par  un  corps  m  sur  un  point  sont  proportionnelles  aux  dé- 
rivées partielles  de  la  fonction  V  =\  — 9  où  r  désigne  la  distance 

de  l'élément  de  masse  au  point  attiré;  mais  ce  n'est  pas  seulement 
dans  les  problèmes  relatifs  à  l'attraction  des  corps  pondérables  que 
cette  fonction,  ou  une  fonction  analogue,  joue  un  rôle  important.  On 
la  retrouve  dans  toutes  les  questions  où  l'on  a  à  considérer  des  forces 
naturelles,  attractives  ou  répulsives,  qui  agissent  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance.  L'étude  des  propriétés  de  cette  fonction  forme 
donc  le  préliminaire  obligé  d'un  grand  nombre  de  théories  physiques. 
Poisson  et  Green  en  ont  fait  la  base  de  leurs  recherches  sur  l'électri- 
cité et  le  magnétisme.  Plus  tard,  Gauss,  reprenant  la  question  à  un 
point  de  vue  analytique,  aborda  directement  des  difficultés  que  ses 
prédécesseurs  avaient  négligées.  C'est  la  théorie  de  Gauss,  étendue  et 
simplifiée,  que  M.  Clausius  nous  présente  sous  une  forme  élégante 
et  rapide. 

Les  difficultés  analytiques  de  cette  théorie  se  rencontrent  surtout 
dans  le  cas  important  où,  l'agent  étant  distribué  d'une  manière  quel- 
conque dans  un  espace  fermé  ou  sur  une  surface,  le  point  qui  subit 
l'action  est  situé  dans  l'intérieur  de  cet  espace  ou  sur  cette  surface, 
dans  le  voisinage  des  limites.  Il  s'agit  de  savoir,  dans  ce  cas  où  la 
distance  r  passe  par  zéro,  et  où  l'homogénéité  fait  défaut,  si  la  fonc- 
tion V  et  ses  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  con- 
servent des  valeurs  finies  et  déterminées,  et  comment  l'on  pourra 
calculer  ces  valeurs.  M.  Clausius  traite  les  diflércntcs  parties  de  ce 
problème  par  une  méthode  uniforme,  avec  une  rigueur  et  une  préci- 
sion qui  ne  laissent  rien  a  désirer. 

buU.  det  Sciences  mttthém.  et  tistron.^  t.  II.  (  Mar«  1871.':  5 
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M.  Clausius  distingue  le  potentiel  de  la  fonction  potentielle.  11 

conserve  à  la  fonction  V  =  \  —  ce  dernier  nom,  que  Green  loi  a 

donné-,  et  il  appelle  potentiel  d'un  système  sur  un  autre,  ou  d'un 
système  sur  lui-même,  la  somme  des  fonctions  V  qui  détermiiieiit 
toutes  les  actions  d'im  système  sur  les  différents  points  d'un  autre 
système,  ou  les  actions  mutuelles  des  différents  points  d'un  même 
système.  On  voit  que  le  potentiel  se  déduit  de  la  fonction  potentkJle 
par  une  intégration.  C'est  le  potentiel  qui  s'introduit,  en  Mécanique, 
dans  les  équations  fondamentales  que  fournissent  les  prindpes  des 
vitesses  virtuelles,  de  d'Alcmbert,  et  des  forces  vives.  Pour  faire  saisir 
exactement  la  raison  de  ce  fait,  INI.  Clausius  expose;,  en  peu  de  mots, 
ces  princip(;s  généraux,  sans  cfacrclier  à  les  démontrer  de  nouveau, 
mais  en  s'attacliant  à  en  préciser  le  sens  et  la  portée.  On  lira  avec 
intén;t  cette  partie  de  TOuvrage,  soit  dans  le  texte  original,  soit  dans 
l'élégante  traduction  de  M.  Folie. 

Nous  regrettons  que  le  cadre,  trop  étroit,  dans  lequel  l'éminent 
auteur  a  cru  devoir  se  renfermer,  ne  lui  ait  pas  permis  de  rappeler 
les  beaux  théorèmes  sur  les  surfaces  de  niveau,  que  M.  Chastes  a  fait 
roiinaitre  il  y  a  plus  de  trente  ans.  Ces  théorèmes,  qui  comprennent 
comme  cas  parti(!ulier  l'attraction  des  ellipsoïdes,  et  qui  s'appliquent 
si  naturellement  aux  actions  attractives  ou  répulsives  des  couches 
électriques,  nous  auraient  paru  tout  à  fait  a  leur  place  dans  un  traité 
comme  celui-ci.  On  nous  reproche,  à  nous  Français,  de  négliger  de 
parti  pris  les  travaux  qui  s'exécutent  au  delà  de  nos  frontières.  La 
puhl  if  nation  de  ce  Bulletin  peut  servir  à  prouver  que  ce  reproche  n'est 
pas  toujours  mérité;  en  tous  cas,  il  doit  nous  être  permis  de  signaler 
une  omissiim  si  considérable  dans  un  ouvrage,  excellent  d'ailleurSi 
et  signé  d'un  nom  qui  n'est  pas  célèbre  seulement  en  Allemagne. 

Ch.  s. 

SCHLOEMILCH  (D'  Oscar),  kimigl.  sàrhs.  Ilofrath,  Professor  an 
(1er  Polytechnischen  Schule  zu  Dresden.  —  Uebungsbucb  zcm  Stc- 

1)1  CM    DER    HOIIRREN    AmALYSIS.  1    Bdc.  8;    1868-187O.   Lcipsig, 

Verlag  von  B.-G.  Teubner.  Pr.  :  5  Thlr.  i8  Ngr.  (•). 

L(ï  premier  volume  de  cet  Ouvrage  (  264  p.)>  publié  en  1868,  con- 


(*)  ScHLoaiLCU  (D'  0.1,  ronsf'iller  tuliqu^  ilu  ro^^aamo  «It  Sai«,  profMuay  à  l'Éfiole 
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tient  des  problèmes  sur  le  Calcul  diflërenticl.  Après  avoir  donné, 
dans  le  premier  Chapitre  des  exercices  sur  la  diflerentiation  des  fonc- 
tions explicites  d'une  seule  variable,  TAuteur  traite,  dans  les  deux 
Chapitres  suivants,  du  calcul  direct  des  difl'érenticllcs  d'ordres  supé- 
rieurs des  mêmes  fonctions,  et  de  la  diâerentiation  des  équations 
entre  deux  ou  plusieurs  variables.  Les  Chapitres  IV  et  V  sont  consa- 
crés k  la  discussion  et  aux  diverses  propriétés  des  courbes  planes,  le 
Chapitre  VI  à  la  discussion  des  courbes  à  double  courbure,  et  le 
Chapitre  Vil  à  celle  des  surfaces.  Le  Chapitre  VIII  contient  des 
exercices  sur  les  courbes  et  les  surfaces  enveloppes.  Dans  le  Cha- 
pitre IX^  il  est  question  de  la  détermination  des  valeurs-limites  des 
fonctions  qui  se  présentent  sous  forme  indéterminée,  et,  dans  le 
Chapitre  X,  de  la  théorie  des  maxima  et  minima.  Le  Chapitre  XI 
renferme  les  exercices  relatifs  à  la  théorie  des  séries,  et,  en  parti- 
culier, aux  séries  de  Taylor  et  de  Maclaurin  :  représentation  approxi- 
mative des  fonctions^  résolution  des  équations  transcendantes.  Le 
Chapitre  XQ  traite  des  fonctions  et  des  séries  de  variables  complexes, 
au  point  de  vue  élémentaire. 

Le  second  volume  (338  p.)  est  consacré  aux  exercices  sur  le  Calcul 
intégral.  Le  premier  Chapitre  contient  des  exemples  des  diverses 
méthodes  d'intégration  des  fonctions  explicites.  Les  Chapitres  II 
et  m  ont  pour  objet  les  applications  géométriques  de  l'intégration 
simple  :  quadrature  et  rectification  des  courbes  planes,  cubature  et 
complanation  des  surfaces  cylindriques  et  de  révolution,  etc.  Dans  les 
Chapitres  IV  et  V,  l'Auteur  traite  des  intégrales  définies  simples  et  des 
principales  méthodes  pour  les  calculer  :  intégrations  indéfinies,  trans- 
formations, diiTércntiations  et  intégrations  sous  le  signe  f-^  dévelop- 
pement en  séries  et  en  produits  infinis  ;  sommation  des  séries  par  les 
intégrales  définies.  Les  Chapitres  VI  et  Vil  renferment  des  exercices 
sur  les  intégrales  doubles  et  triples,  et  sur  leurs  applications  géomé- 
triques et  mécaniques.  Le  Chapitre  VIII  traite  des  valeurs  moyennes 
des  fonctions  et  de  leur  évaluation  approximative.  Les  deux  derniers 
Chapitres  sont  relatifs  à  l'intégration  des  équations  différentielles  : 
équation  du  premier  ordre;  applications  aux  problèmes  des  déve- 
loppantes, des  trajectoires,  des  roulettes;  équations  différentielles 


Polytechnique  de  Dresde.  —  Recueil  d'Exercices  pour  l'étude  de  l'Analfse  supérieure. 
—  j  Tol.  in-8*,  1868-1870.  I^ipzi(;,  Teubnor. 

5. 
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du  second  ordre,  équations  linéaires,  équations  hom(^;èiies,  équi-* 
tions  fonctionnelles. 

On  voit  que  le  cadre  de  cet  Ouvrage  est  le  même  que  celui  que 
r Auteur  a  adopté  dans  le  premier  volume  de  son  Compendium  der 
hôheren  Analysis^  dont  nous  avons  rendu  compte  ailleurs  (^).  Il  serait 
à  désirer  que  M.  Schlômilch  donnât  une  suite  à  son  Recueil  d'Exer^ 
cice^,  et  qu'il  y  introduisit,  outre  les  matières  du  second  volume  de 
son  Compendium,  les  théories  que  nous  regrettons  de  ne  pas  voir 
traitées  dans  ce  livre,  telles  que  celles  des  équations  difTérentielles 
simultanées,  des  équations  aux  dérivées  partielles,  le  calcul  des 
variations,  etc.  Les  deux  volumes  que  nous  possédons  seront  certai- 
nement d*un  précieux  secours  dans  renseignement  supérieur  des 
mathématiques,  où  le  bon  choix  des  exercices  proposés  aux  étudiants 
est  un  élément  de  succès,  parfois  trop  négligé.  J.  H. 


KOSSAK    (ErWSt). DaS    AdDITIONSTHEOREM    der    IJLTRA-ELLirri- 

scHEN  FuNCTioNEu  ERSTER  Ordwukg.  —  Bcrliu,  Nicolai*sche  Vcr- 
lagsbuchhandlung,  1871  ('). 

M.  Rosenhain,  dans  son  beau  Mémoire  sur  les  fonctions  de  deux 
variables  et  à  quatre  périodes,  qui  sont  les  inverses  des  intégrales  ultra- 
elliptiques  de  la  première  classe  [Mém.  des  Sav.  étr,  t.  XI),  avait  établi 
un  théorème  général  relatif  à  l'addition  des  arguments  pour  les  trans- 
cendantes hyperclliptiques  de  la  première  classe  ;  un  tableau,  placé 
à  la  fin  du  Mémoire,  réunît  les  formes  diverses  que  ce  théorème  peut 
revêtir. 

En  i864î  '^I-  Kœnîgsberger  a  donné  les  formules  analogues  pour 
les  fonctions  hyperclliptiques  d*une  classe  quelconque  {Journal  de 
Crelle,  t.  64)  ;  celles  qui  se  rapportent  à  la  première  classe  sont  pré- 
sentées d'une  manière  assez  complète  et  sous  une  forme  qui  rappt*lle 
la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 

sinamiiCosamcAami' -4- sinamt^cosamii  Aamtf 

smamiK  -h  v)  = rr-- : "* 

^  I  —  A' smamasinamv' 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  q*  série,  t.  IX,  p.  385,  1870. 
(*)  KoMAK  (E.).   Le  théorème  d'addition  dei  fonctions  hrptrellijHiques  de  U  prt- 
mitre  classe.  Berlin,  Nicolaï,  brochure  îii-4®- 
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M.  Kossak,  l'un  des  élèves  distingués  de  M.  Richelot,  avait  établi, 
à  la  même  époque,  plusieurs  de  ces  formules  dans  une  thèse  d'agré- 
gation, restée  inédite,  en  faisant  usage  du  tableau  de  M.  Roseuhain. 
Dans  le  théorème  qu'il  vient  de  publier,  les  mêmes  résultats  sont 
déduits  directement  du  théorème  fondamental  qui  concerne  les 
transcendantes  de  la  première  classe.  M.  Rosenhain  définit  la  trans- 
cendante (ftt  en  posant 

et  il  en  déduit,  à  l'aide  de  certaines  transformations,  quinze  autres 
transcendantes  cp^,  (où  il  faut  prendre  pour  r,  8  deux  des  nombres  o, 
I,  2,  3).  On  a,  notanmient, 

Les  quinze  rapports  —  constituent  les  fonctions  hyperelliptiques 

de  la  première  classe,  auxquelles  correspondent  les  fonctions  ellip- 
tiques sin  am,  cos  am,  A  am.  Le  théorème  de  M.  Rosenhain  a  la  forme 

suivante 

P«H- Ps.-+- P»H-Pw  =  P',.-+- P;,-*- P'j.-f  F,,, 

où  les  P  sont  des  produits  de  quatre  facteurs 

PM=9M(f,  <v).9„(i/,  iv').<ps,(i^,  w^).(fu(i^j  w"), 

et  les  P'  des  produits  analogues  dans  lesquels  les  arguments  v^  {>\  v"^ 
v*"  et  tv,  w\  w"^  w"*  sont  remplacés  paj:  les  huit  combinaisons 
v±ç'  ±v''àiç"'  et  w±:w*'àzw"±  w"'.  En  attribuant  à  ces  argu- 
ments des  valeurs  particulières  pour  lesquelles  Tune  ou  l'autre  des 
transcendantes  9  s'évanouit,  M.  Kossak  obtient  les  expressions  des 
seize  produits 

par  les  transcendantes  ?r*(!/î  ^)  ^^  9rs{y't  ^')'',  ^^  Itis  divisant  par  le 
produit 

9««(r -+-/'>  ^  -+-2').9oo(r--r'»  ^  —  ^ly 

on  a  les  expressions  des  fonctions  hyperelliptiques 
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Afin  d'abréger,  nous  écrirons  avec  rauteur 

rs pour    9„(j,  z), 

rs pour    <p«(r'»  ^')» 

rs, pour    <p„(o,  o), 

[rs] pour    <pr,( r-*-r '»«■+"  *'). 

(rs) pour    9«(r  — r'»  «  —  J'). 

On  trouve  ainsi,  par  exemple, 

oo|[oo](oo)  =  oo*.ooJ—  lo*.  lo]  —  3i».3iî  -h  ai*.aif 

=  oo*.ooJ—  oi'.oij—  i3».  iSJ  -h  II*.  laj. 
De  même 

33«.oo«[33](oo)  =  00  .33  .oo,.33i  +  10  .^3  .lOi.aSi 

-^  3i  .02  .3i|.02i  +  ^1  .  12  .21,.  la, 
=  00  .33  .oo,.33i  +01  .32  .01 1.32, 

4-  l3  .20  .  l3|.20,  +  12  .21   .121.21,, 

20,.3o,[io](oo)  =00  .  10  .20,.30i  —  01  .11  .21, .3i, 

4- 00,.  10|.20  .3o    — OI,.ll|.21   «Sf  , 
02«.03«[0l](00)  =00  .01   .02,.03|  —  10  .  Il   .I2,.l3, 

4-00|.0I,.02  .03    —   I0,.II|.I2  .13» 

et  ainsi  de  suite.  La  division  donne  pour  la  fonction  4^it,  qui  corres- 
pond au  sin  am^ 


/  • . 


ou  nous  avons  écrit 

9  pour  ^ix,  z),    ^  pour  *(/•',  1'), 
et 

4>*  pour  4>(o,o). 

Si  Ion  ajoute  d'abord  \in  à  tous  les  arguments  et  que  l'on  fasse 
ensuite  y'=z'=o,  les  formules  relatives  aux  produits  [fi]  (00) 
dounent  en(X)re  une  série  d'équations  telles  que  la  suivante  : 

2o«.3o«.oo.  10  =  23».33«.o3.  i3  ~  22«.32«.  ta. 02. 
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Pour  comparer  les  formules  de  M.  Kossak  à  celles  de  M.  Kœnigsber- 
ger,  on  a  la  correspondance  des  indices 

r 

Rosenhain.  —  Kossak, 
33,   10,  20,  3i,  32y  00»  a3,  i3»  02,  01,  30y  21,  22,  11,  12,  o3. 

Kcmigsberger, 
Oy     ly    2y    3,    4»    5»  o'y  o^'  0^9  ^4*  i^>  i^>  i4>  ^^9  ^4»  M- 

On  trouve  alors  que,  parmi  les  expressions  des  seize  produits  [rs](oo) 
données  par  M.  Kœnigsberger ,  dix  seulement  coïncident  avec  les 
expressions  adoptées  par  M.  Kossak^  mais  les  tableaux  de  M.  Ro- 
senhain  permettent  de  représenter  chacun  de  ces  produits  de  six  ma- 
nières différentes,  et  M.  Kossak  développe  subsidiairemeut  les  six 
expressions  de  quelques-uns  des  produits  [rs]  (00),  parmi  lesquels  se 
rencontrent  alors  les  formes  adoptées  par  lui  et  par  M.  Kœnigsberger. 

M.  Kossak  s'occupe  ensuite  des  dérivées  partielles  des  fonctions  4^, 
prises  par  rapport  aux  arguments  y  et  z.  U  termine  par  l'indication 
des  formules  relatives  à  l'addition  des  arguments  des  intégrales  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce.  R.  R. 


NICOLAIDÉS  (  N.) ,  Docteur  es  Sciences  mathématiques  de  la  Faculté 
de  Paris.  —  Anàlectes  ou  Série  de  Mémoires  sur  les  diverses  parties 
des  Mathématiques.  —  i'®  et  2®  livraison,  in-8^  Athènes,  Impri* 
merie  nationale,  1871.  —  Paris,  Gauthier- Villars.  Prix  de  chaque 
livraison  :  80  cent. 

Le  titre  de  l'Ouvrage  que  nous  annonçons  indique  que  M.  Ni- 
colaïdès  publiera  d'une  manière  régulière  les  résultats  de  ses  travaux 
si  variés.  Les  deux  premières  livraisons  contiennent  plusieurs 
Mémoires  dont  nous  donnons  les  titres  : 

Mémoire  sur  le  mouf>ement  d'un  point  matériel.  {2S  p.) 

Sur  la  théorie  des  surfaces.  (6  p.) 

Note  sur  la  théorie  des  nombres.  (5  p.) 

Sur  le  mouvement  d'un  point  matériel.  (i5  p.) 

Sur  quelques  articles  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  (4  p) 

Dans  le  Mémoire  sur  le  mouvement  d^un  point  matériel,  l'auteur  se 
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propose  de  généraliser  le  théorème  des  aires,  et  il  obtient  la  propo- 
sition suivante  :  Toutes  les  fois  qu'un  point  se  meut  dans  l'espace, 
et  que  la  force  accélératrice  est  située  dans  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  mené  par  la  vitesse  du  mobile  et  le  rayon  vecteur,  l'aire 
parcourue  par  ce  rayon  est  proportionnelle  au  temps.  G.  D. 


KLEIN  ET  LIE.  —  Sut  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  ée 
Kummer  du  quatrième  ordre  d  seize poinis  singuliers  ('). 

Nous  avons  déjà  rendu  compte  (*)  d'une  théorie  nouvdle  doat 
Plûcker,  vers  la  fin  de  sa  vie,  a  enrichi  la  science.  Cet  illustre  géomèlre, 
à  qui  la  Géométrie  analytique  doit  l'étude  approfondie  des  coordonnées 
tangentielles  et  la  première  idée  des  coordonnées  homogènes,  était 
revenu  aux  études  de  Géométrie  ;  ses  derniers  travaux  présentés  à  li 
Société  Royale  de  Londres,  et  qu'il  a  réunb  en  un  voltune  ('),  pa- 
raissent devoir  exercer  une  très-grande  influence  sur  les  progrès  ul- 
térieurs de  la  Géométrie.  Plûcker  a  eu  l'heureuse  idée  de  considérer  k 
ligne  droite  comme  un  élément  de  l'espace  ;  il  désigne  et  réunit  soos 
le  nom  de  complexes  l'ensemble  des  lignes  droites  assujetties  a  une 
seule  condition  ;  les  lignes  droites  assujetties  a  deux  conditions  fer- 
ment une  congruence  :  celles  qui  sont  soumises  à  trois  conditions,  une 
surface  réglée.  Si  Ton  étudie  toutes  les  droites  d*un  ccMnplexe^  qui 
passent  par  un  point  de  Tespace,  on  reconnait  que  ces  droites  for- 
ment, en  général,  un  cône  dont  Tordre  est  appelé  Tordre  du  em- 
plejre:  au  contraire,  il  ne  passe  par  un  point  de  Tespace  ou  il  ne  se 
trou\e  dans  un  plan  quun  nombre  limité  de  droites  appartenant  à 
une  congruence  donnée. 

La  théi>rie  dt^  complexes  du  premier  ordre  coïncide  avec  une 
théorie  due  à  M.  Charles,  celle  du  déplacement  d*un  corps  solide 
dans  re$i>aco;  un  dos  ctmiplexes  du  second  ordre  les  plus  importants, 
ct^lui  des  normales  aux  surfaces  homofocales  du  second  ordre,  ivait 
aussi  été  étudié  par  M.  Chastes  dans  r.4/MTr«  kislarique:  mais  Véîmk 


v'     fxtnit   <kK    i\^mp:rs  [rrmJmi  mfrmsmeà    de  l'JIcmdêmit  det    Scmwvs    Je  Ber^ 
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des  complexes  généraux  du  second  ordre  est  nouvelle,  et  elle  vient  de 
conduire  MM.  Klein  et  Lie  à  une  conséquence  extrêmement  intéres* 
santé. 

Soient,  pour  plus  de  simplicité, 

x  =  az  -h  p, 
yz=bZ'\-q, 

les  équations  d'une  ligne  droite.  L'équation  générale  du  second 
degré  entre  les  cinq  variables 

«»    *>    P^    Çf    oq  —  bp 

représente  le  complexe  du  second  ordre.  Celte  équation,  étudiée  par 
Plûcker,  contient  19  constantes.  Toutes  les  droites  situées  dans  un 
plan  enveloppent  une  courbe  de  seconde  classe^  toutes  celles  qui 
passent  par  un  point  décrivent  un  cône  du  second  degré. 

Si  l'on  cherche  le  lieu  des  points  de  l'espace  pour  lesquels  ce  cône 
se  décompose  en  deux  plans,  on  obtient  une  surface  remarquable  du 
quatrième  ordre,  qui  avait  été  rencontrée  par  M.  Kummer  dans  ses 
belles  études  sur  les  systèmes  de  rayons  rectiligncs  algébriques. 

Cette  surface  est  aussi  l'enveloppe  des  plans,  pour  lesquels  la 
conique  du  complexe  se  décompose  en  deux  points. 

Dans  un  Mémoire,  inséré  au  tome  II  des  Mathematische  Annalen  ('}, 
M.  Klein  avait  donné  plusieurs  propriétés  importantes  de  la  surface 
de  Kummer.  Dans  le  travail  dont  nous  rendons  compte,  se  trouve 
énoncé  et  démontré  un  résultat  nouveau  et  très-important  relatif  à 
cette  surface  ;  ce  résultat  consiste  dans  l'intégration  géométrique  des 
lignes  asymptotiques  de  la  surface.  Ce  sont  des  lignes  de  la  seizième 
classe  et  du  seizième  ordre  dont  toutes  les  singularités  sont  détermi- 
nées avec  la  plus  grande  élégance  ;  ainsi  elles  ont  96  tangentes  sta* 
tionnaires,  16  points  de  rebroussement,  16  plans  stationnaires,  etc. 

La  surface  de  M.  Kummer  comprend,  comme  cas  particulier,  un  très- 
grand  nombre  de  surfaces  remarquables,  le  iétraédroïde  de  M.  Cayley, 
et  par  conséquent  la  surface  des  ondes  de  Fresnel,  les  surfaces  du 


(*  )  KcMMKB,  Ueher  die  algebraiichen  StrahUnsjsteme,  int  besondere^  ûberdie  der  ersten 
und  zweiten  Ordnung.  {Mathematische  Abhandlungen  der  Kànigiichen  Akademie  der 
H'issenschafien  xu  Berlin,  année  186G.) 

f^'^:  Klciti,  Zur  Théorie  der  Complexen  des  ersten  und  xweiten  Grades,  {Math,  Jnn. 
II.  7.) 
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quatrième  ordre  ayant  une  ligne  double  appelées  iwfmeet  eampkxtî 
par  Plûcker,  etc.,  etc.  On  voit  donc  combien  est  important  le  ré- 
sultat trouvé  par  les  jeunes  géomètres  de  Gœttingue  et  de  Christiania. 

A  la  fin  de  la  Note  se  trouve  exposée  une  seconde  méthode  d'inté- 
gration indépendante  de  la  théorie  des  complexes.  Les  auteors,  par 
une  méthode  de  transformation  qui  fait  correspondre  aux  points  d*nne 
droite  toutes  les  génératrices  rectilignes  d'une  sphère,  obtiennent  ce 
théorème  important  :  Toutes  les  fois  que  Ton  connaîtra  les  lignes  de 
courbure  d'une  surface,  on  pourra  obtenir  les  lignes  asymptotiqnes 
d'une  autre  surface. 

Dans  cette  méthode,  à  une  surface  de  Kummer  correspond  nne 
surface  du  quatrième  ordre  ayant  le  cercle  de  l'infini  pour  ligne 
double  ;  comme  on  connaît  les  lignes  de  courbure  de  cette  dernière 
surface,  on  peut  déterminer  les  lignes  asymptotiqnes  de  la  première. 

Depuis,  MM.  Klein  et  Lie  ont  étendu  les  résultats  précédents,  et 
nous  signalerons  comme  très-intéressantes  deux  Notes  de  M.  Klein  : 

Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  complexes  çui  est  anahgue  mm  Ihéù- 
réme  de  M,  Dupin  sur  les  systèmes  de  surfaces  orthogonale$  ^  *  ^  ; 

Sur  la  théorie  de  la  surface  de  Kummer  et  sur  les  complexes  iu  weeotd 
degré  {'); 

Une  Note  de  ]M.  Lie  (')  :  Sur  la  théorie  des  lignes  de  eourhmre  êm- 
due  à  un  espace  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

Dans  ce  travail  M.  Lie  veut  bien  rappeler  que  nous  avons  publié 
sur  ce  sujet  une  Note  (^)  où  nous  considérons  aussi  un  espace  à  i 
dimensions  et  où  nous  indiquons  rexistence  d'une  série  de  surfaces 
algébriques^  en  nombre  infini,  dont  on  peut  déterminer  les  lignes  de 
courbure. 

Enfin  nous  rappellerons  la  première  Note  publiée  sur  cet  impor- 
tant sujet  par  >L  Lie^  qui  a  été  imprimée  dans  les  Comptes  renéut 
(séance  du  3i  octobre  1870)  (•). 

G.  D. 


(M  yaekriektem  vom  der  Kômigi.  GeseUsckmfi  der  Wiuemekmfttn  mmd  âer  G.-J.  T»- 
versitat  su  Gotti/tgem;  n*  3,  S  mars  1S71. 

(*)  Même  Recoeil,  n®  1,  même  année. 

{*)  Même  Recueil,  n^  7,  17  mai.  >'oiis  rendrons  eomple  d'nne  manière  pInftdclaiDM 
de  ces  diflerents  Iravanx  en  parlant  des  Memoiras  conlenos  dans  les  JV«dkriicAfau 

(*)  Cotmples  rrmJms  des  téamces  de  i\4cmdêmue  des  Sciemces^  aoét  1869. 

{*\  Toîr  tmlietim,  t.  I.  p.  315  et  38a. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

NOUVEULELS  ANNALES  de  Mathématiques,  Journal  des  candidats 
aux  Écoles  Polytechnique  et  Normale,  rédigé  par  MM.  Gerono, 
professeur  de  Mathématiques,  et  J.  Bourget,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale,  agrégé  de  l'Université,  D'  es  sciences.  2*  série, 
t.  IX;  1870.  Paris,  Gauthier- Villars  (i). 

Lagubrre.  —  Sur  une  formule  relative  aux  courbes  tracées  sur  les 
surfaces  du  second  ardre.  (8  p.) 

Démonstration  d'une  propriété  complexe  qui  comprend  comme 
cas  particulier  les  théorèmes  suivants  : 

Le  long  d'une  même  ligne  géodésique,  tracée  sur  une  surface  du 
second  ordre,  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  est  proportionnel  au 
cube  de  la  normale  (Joachimsthal)  ; 

Le  long  d'une  même  ligne  de  courbure,  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  tangente  à  la  courbe  varie  proportionnellement  au 
cube  de  la  normale. 

RtALis  (S.).  —  Démonstration  d'une  formule  de  trigonométrie, 
(8  p.) 

NiEWENGLowsKi  (B.).  —  Étudc  de  la  sphère.  (3  p.) 
Transformation  des  courbes  sphériques  équivalente  à  plusieurs 
transformations  successives  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Allégret.  —  Note  sur  la  propriété  dont  jouit  le  cercle  osculateur  en 
unpoini  quelconque  d^une  certaine  famille  de  courbes.  (2p.) 
Les  courbes  étudiées  ont  pour  équation 

r"  =  a"cosmfl. 

Bellavitis  (G.).  —  Application  du  calcul  des  équipollences  à  la  sa- 
lution  de  deux  problèmes.  (2  p.) 


(')  Publication  fondée  en  18^3  par  MM.  Gerono  et  Terquem,  continuée  à  partir  de 
i863  par  MM.  Gerono  et  Prouhet.  Parait  tous  les  mois  par  cahiers  in-8®  de  3  feuilles. 
La  première  série  se  compose  de  lo  volumes  et  se  termine  en  1861;  la  deuxième  com^ 
prend  9  volumes.  Prix,  par  an  :  i3  fr. 
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BnissE  (Ch.).  —  Démonstration  d' un  théùréfnerelaiif  aux  iériei  (2  p.). 
U  s'agit  d  un  théorème  de  Gauss  relatif  au  cas  douteux  dans  leqod 

JouAifiiE.  —  TrUeciion  fie  l'angle  au  moyen  du  limaçùn  de  Peu€Êl, 

(ip.) 

Lucas  (Éd.).  —  Note  sur  les  sommes  des  puissances semUabUi des  n 
premiers  nombres  entiers.  (4  P-) 

Note  intéressante  par  la  nature  des  procédés  de  démonstration. 

Neuberg.  —  Triangles  et  coniques  combinés.  (la  p.) 

Françoise  (Ém.).  —  Application  du  calcul  des  équipoUemees  é  la 
résolution  d*un  problème  de  Géométrie  élémentaire.  (8  p.) 

Construire  un  polygone  connaissant  les  sommets  des  triangks 
semblables  à  un  triangle  donné  construits  siu*  ses  côtés. 

Serret  (Paul).  —  Sur  un  théorème  de  Ferrers.  (10  p.) 
Enveloppe  de  la  pédale  d'un  point  du  cercle  circonscrit  k  on 

triangle. 

Surface  enveloppe  du  plan  tangent  au  sommet  des  paraboloides 

inscrits  à  l'hexaèdre. 

HoiJEL  (J.).  —  Note  sur  l'impossibilité  de  démontrer  par  une  con- 
struction plane  le  principe  des  parallèles»  (3  p.) 

Painvin.  —  Note  sur  la  transformation  homograpkique.  (10  p.) 

L'auteur  démontre  que  deux  ligures  de  l'espace  homographiques 
ne  peuvent  pas  en  général  être  amenées  à  être  homologiques. 

Pour  que  cette  transformation  réussisse,  il  faut  et  il  suffit  que  It 
courbe,  qui  dans  Tune  d'elles  correspond  au  cercle  imaginaire  de 
l'infini  appartenant  «1  l'autre,  soit  également  un  cercle. 

Cette  condition  étant  remplie,  il  y  a  deux  manières,  et  deux  seule- 
ment, d'amener  les  deux  figures  à  être  homologiques. 

Anonyme.  —  Note  relative  à  quelques  cas  de  convergence  ou  deéi- 
vergence  des  séries.  (5p.) 

L'auteur  examine  le  cas  douteux  dans  lequel 

im =  I . 
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D  donne  nne  démonstration  simple  de  la  règle  connue  par  laquelle 
on  voit  si  la  série  est  convergente  ou  divergente. 

Q  déduit  ensuite  de  sa  démonstration  la  règle  de  Gauss . 

Campoux  (P.  de).  —  Des  invariants  au  point  de  vue  des  Mathéma- 
tiques spéciales  {suite  et  fin).  (10  p.) 

L'auteur  s'occupe  de  Téquation  du  second  degré  à  trois  variables, 
ramenée  à  la  forme 

Sa:'  -+-  Sy  -+-  S^z^  -+-  F  =  o. 
n  démontre  que  cette  équation  a  trois  invariants,  et  seulement  trois, 

P  =  — (S-+-S'-+-S^),    Q  =  S'S''H-S'^S-+-SS',    R  =  -SS'S^ 
H  en  donne  l'interprétation  géométrique. 

Welsch  (J.).  —  Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  de  Mon'ge. 

(•p-) 

H  s'agit  de  ce  théorème  :  La  sphère  est  la  seule  surface  dont  tous 
les  points  sont  des  ombilics. 

BéziAT  (L.).  —  Solutions  de  quelques  problèmes  célèbres  par  la  mé- 
thode des  équipollences  du  professeur  Giusto  Bellavitis.  (12  p.) 

Les  problèmes  résolus  sont  les  suivants  : 

biscrire  dans  un  cercle  un  polygone  dont  les  côtés  passent  par  des 
points  donnés  ou  aient  des  longueurs  données  ; 

Circonscrire  à  un  cercle  un  polygone  dont  les  sommets  soient 
situés  sur  des  droites  données  ou  aient  des  angles  de  grandeurs 
données^ 

Etant  donnés  trois  points,  trouver  la  base  commune  des  triangles 
dont  les  sommets  sont  ces  trois  points,  dont  les  difTércnces  des  angles 
au  sommet  sont  données  et  dont  les  rapports  des  quotients  des  côtés 
sont  aussi  donnés  ; 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  :  inscrire  dans  le  cercle  un 
triangle  isoscèle,  dont  les  deux  côtés  égaux  passent  par  les  deux 
points  donnés. 

Lagueure.  —  Sur  Vemploi  des  imaginaires  en  Géométrie.  (12  p.) 
Reproduction  de  la  première  leçon  d'un  cours  fort  intéressant 
professé  à  la  salle  Gerson. 
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Lagderhe.  —  Sur  la  règle  des  signes  en  Géométrie,  (5  p.) 

L'auteur  arrive  à  cette  conclusion  : 

Lorsqu'un  théorème  relatif  à  des  segments  et  à  des  angles,  situés 
d'une  façon  quelconque  dans  un  plan,  est  convenablement  et  com- 
plètement énoncé,  il  doit  toujours  comporter  la  règle  des  signes. 

Hermann.  —  Méthode  de  V élimination  des  intervalles  pour  sertir  é 
la  résolution  des  équations  algébriques  ou  transcendantes.  (8  p.) 

Perfectionnement  de  la  méthode  de  Cauchy  pour  le  calcul  par 
approximations  successives  des  racines  d'une  équation. 

Transoii  (A.).  —  Lois  des  coniques  surosculairices  dam  Us  sur- 
faces (6  p.) 

Une  conique  osculatrice  a  généralement  cinq  points  infiniment 
voisins,  communs  avec  la  surface;  on  nomme  conique  oseulmiriet 
celle  qui  a  plus  de  cinq  points  conmiuns.  L'auteur  démontre  que, 
dans  l'ensemble  des  sections  planes  contenant  une  même  droite  nor- 
male ou  oblique,  mais  non  tangente  à  la  scu*face,  il  y  a  toujours 
neuf  de  ces  sections  qui  admettent  des  coniques  suroscolatrices 
(ellipses  ou  hyperboles),  et  que,  dans  l'ensemble  des  sections  menées 
par  une  même  tangente,  il  y  en  a  toujours  trois  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 


Catalan  (E.).  —  Sur  quelques  développements  en  séries.  (3  p.) 

L'auteur  somme  quelques  séries  curieuses  au  moyen  du  théorème 

suivant,  si  Ton  a 

f(^)  =  af(bx)  -f-  a9(x), 
on  en  déduit 

/lx)  =  X-halim.[9(x)-f-a<p(6x)  -+-...  -4-  a^'9(fr*-*x)). 
où 

X  =  Hm.  [a-/(6"a:)], 
11= • 

et  où  a,  b,  a  sont  des  constantes  données. 

Paikviîi   (L.).  —  Note  sur  Vhypocycloide  à  trois  rehroussewsenis. 

{20  p.) 

M.  Painvin  démontre,  par  Tanalysc,  les  propriétés  diverses  de 
cette  courbe  dont  Creniona  a  fait  antérieurement  une  étude  géomé- 
trique dans  le  Journal  de  Crelle^  t.  XLIV. 

LiMDELÔF  (L.).  —  Problème  de  Géométrie.    .î  p.) 
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Dans  un  triangle,  plan  ou  sphérique,  donné,  inscrire  un  autre 
triangle  de  périmètre  minimum. 

Laisakt  (A.)  et  Beaujevx  (É.).  —  Mémoire  sur  certaines  pro- 
priétés des  résidus  numériques,  (sS  p.) 

Cette  étude  renferme  des  résultats  intéressants  sur  les  caractères 
de  divisibilité  et  sur  les  fractions  périodiques. 

LAGinsnius.  —  Sur  V emploi  des  imaginaires  en  Géométrie.  (i3  p.) 
Cet  article  est  la  suite  de  celui  que  nous  avons  signalé  ci-dessus. 
M.  Laguerre  indique  une  nouvelle  méthode  de  représentation  par 
deux  points  réels  d'un  point  imaginaire,  et  il  fait  quelques  applica- 
tions de  son  système. 

Caylet.  —  Sur  ta  construction  de  la  courbe  d'ombre  ou  de  pénombre 
pendant  la  durée  d^une  éclipse  de  Soleil.  (3  p.). 

Cet  article  est  suivi  d'une  Note  de  M.  Laguerre,  indiquant  que  le 
théorème  de  Casej,  sur  lequel  Cayley  appuie  la  solution  du  problème 
précédent,  avait  été  énoncé,  en  1862,  par  M.  Moutard. 

Alexaudre  (R).  —  Méthode  et  formule  pour  la  résolution  des  équa- 
tiens  du  troisième  degré.  (6  p.  ) 

Simplification  de  la  méthode  de  Tschirnhaus. 

Lucas  (Éd.  ).  —  Note  sur  les  coefficients  du  binôme  de  Newton. 

(3p.) 

Somme  des  coefficients  pris  de  trois  eu  trois  dans  le  cas  où  la  puis- 
sance a  l'une  des  formes  6  n,  6n-+-3,  6n-Hi,  6»H-4,  6n-H5. 

Lemoine  (E.).  —  Note  sur  l'expression  de  la  distance  entre  quelques 
points  remarquables  d'un  triangle.  (5p.) 

Neubbrg  (  J.).  —  Théorie  des  indices  des  points,  des  droites  et  des 
plans  par  rapport  d  une  surface  du  second  ordre.  (  33  p.) 

Ce  travail,  remarquable  par  l'élégance  des  calculs,  renferme  des 
résultats  importants  et  la  démonstration  de  plusieurs  théorèmes 
énoncés  pour  la  première  fois  par  le  capitaine  Faure. 

Leclbat  (Ém.).  —  Propriétés  de  la  parabole.  (3  p.) 

Carnot.  —  Note  sur  le  triangle  circonscrit  d  une  conique,  (a  p.) 

Lagueree.  —  Sur  l'équation  du  troisième  degré.  (6  p.) 
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Painvin.  — Notemr  la  construction  géométrique  des  normale$  à  «ae 
conique.  (6  p.) 

Lemoine  (L.). —  Note  sur  une  question  d'Arithmétique,  (3  p.} 
Toute  puissance  entière  jx  d*un  nombre  entier  /  peut  être  obtenue 

en  prenant  la  somme  de  I'  termes  consécutifs  des  nombres  impairs 

fx,  k^  l  étant  entiers  et  positifs  et  fx^aJk. 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  les  courbes  planes  d  équaiùme  Irûidiiet. 

(2  p.) 

HoiJEL  (J.).  —  Article  bibliographique  sur  feG>mpendiam  der  hô- 
liercn  Analjsis  de  M.  Schlëmikh.  (7  p*  )• 

Cet  article  renferme  des  considérations  fort  justes  sur  les  principes 
fondamentaux  de  la  méthode  infinitésimale. 

Gerono.  —  Note  sur  une  application  de  la  méthode  des  détermimasUs» 

(7P) 
Démonstration  élégante  des  conséquences  connues  que  l'on  tire  des 

six  équations  liant  entre  eux  les  neuf  cosinus  a,  b,  c,  a\  b'^  c\  a'^  è', 

c'^  des  angles  que  trois  axes  rectangulaires  font  avec  trois  autres  axes 

rectangulaires. 

DuRRANDE  (H.).  —  Note  sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre.  (i4  p) 

Les  surfaces  étudiées  par  l'auteur  sont  considérées  comme  lieux 

des.  intersections  successives  des  sui^faces  correspondantes  de  deux 

faisceaux  de  surfaces  du  second  degré,  liées  par  ime  relation  homogn- 

pliique. 

RucHONNBT  (Ch.).  —  Expression  de  la  distance  d*une  courbe  à  la 
sphère  osculatrice.  (i4  p*) 
En  nommant  : 

e      Tangle  de  contingence, 

n      l'angle  de  torsion, 

ds    l'élément  de  l'arc  de  la  courbe, 

dS  Télément  de  Tarète  de  rebroussement| 

R    le  rayon  de  la  sphère  osculatrice, 

l'auteiu*  trouve 

^      tndsdS 

Saltel  (L.).  —  Sur  la  détermination  des  foyers  d* une  section  plane 
dans  une  surface  du  second  ordre.  (6p.) 
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Geroico.  —  Note  iur  la  résolution,  en  nombres  entiers  et  positifs,  de 
l'éqtUMtion 

(ap.). 

MouTiBH  (  J.).  —  Sur  la  fonction  potentielle  et  le  potentiel.  (  22  p.) 
Étude  géométrique  élémentaire  avec  applications,  destinée  aux 
éleTes  de  Mathématiques  spéciales. 

JoACHiMSTHÀL.  —  Sur  le  nombre  des  normales  réelles  que  l'on  peut 
Wiener  d'un  point  à  un  ellipsoïde.  (  9  p.) 

Cette  étude,  qui  jouit  d'une  juste  célébrité,  est  un  excellent  exer- 
cice sur  la  théorie  générale  des  équations  algébriques. 

BouiiGET  (J.).  —  Note  sur  la  théorie  des  racines  carrées  et  cubiques. 

(8  p.) 

Dans  cette  Note  l'auteur  montre  comment  on  peut  généraliser  le 
procédé  habituellement  suivi,  en  partageant  la  racine  eu  deux  parties 
quelconques,  mille  et  unités,  centaines  et  unités,  dizaines  et  unités, 
etc..  H  tire,  comme  corollaire,  les  méthodes  abrégées  que  Ton  donne 
pour  l'extraction  de  la  racine  carrée  et  de  la  racine  cubique. 

Lemonhier  (H.).  —  Étude  analytiqi^  sur  la  cyclide.  (i4  p.) 

Le  Bbsgue  (V.-A.).  —  SurVéquation  du  troisième  degré.  (2  p.) 

Lemonnier  (H.).  —  Équation  de  Hesse  pour  la  détermination  des 
painis  d'inflexion.  (2  p.) 

Lemoitivier  (H.).  —  Solution d^une  question  géométrique.  (5  p.) 
Un  cône  du  second  degré  étant  donné  par  son  sommet  et  une  sec- 
tion plane,  en  construire  les  axes  au  moyen  de  coniques. 

BouRGET  (J.).  —  Note  sur  les  séries  de  Tayloret  de  Maclaurin.  (3p.) 
t3(x)  désignant  une  fonction  arbitraire  assujettie  à  la  seule  condi- 
^on  de  c7(o)  =  o,  la  formule  de  Maclaurin  se  met  sous  la  forme 

?(^)  =  ?(o)  +  x<p'(o) -H . . . -f- ^^— ^ (p— ' (o) -«- R, 

*-«r't(i-e)*]    («-1)1     ■?  (^*)- 

Cette  forme,  du  reste,  comprend  toutes  les  formes  connues  et 
tK>urrait  en  donner  d'autres. 

Buil.  dti  Sei€ne9t  mathém.  et  astron.,  t.  II.  (Mars  1871.)  6 
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BouRGET  (J.).  —  Note  sur  la  racine  carrée  de  nomUtreê  apfr^dkés. 

(5  p.) 

DosTOR  (Georges).  —  Propriété  des  bissectrices  des  onglet  i^mn 
triangle^  avec  application  aux  tangentes  et  nomuUes  de  V ellipse  et  de 
Vhyperhole.  (4p-) 

Lemonnier  (H.).  —  Problèmes  de  Géométrie  analytique,  (4  p/' 


ATTI  Dell'  âccademia  Pontificia  de*  Nuovi  Lincei  (*). 
T.  XXI,  1868. 

Respighi  (L.).  —  Sur  la  latitude  de  V Observatoire  romain^  em 
Capitole,  (44  pO 

Par  une  discussion  approfondie  de  ses  observations,  l'auteur  arri? e 
à  une  valeur  moyenne  générale  de  4i*^53'33''^,72,  qui  ne  s*écarte 
que  de  quelques  dixièmes  de  seconde  des  moyennes  partielles,  ainsi 
que  des  déterminations  obtenues  par  Calandrelli  et  par  le  P.  Secchi. 

Secchi  (A.).  —  Sur  les  spectres  prismatiques  des  étoiles  fixes.  (3  p.) 

Ces  spectres  se  réduisent  à  trois  types  correspondant  à  trois  dasses 

d*étoiles  :  i**  étoiles  blanches  (Sirius,  Wéga,  Altair,  etc.)  5  a®  étoiles 

jaunes  (le  Soleil,   la  Chèvre,  etc.);   3**  étoiles  fortement  colorcfs 

(a  d'Orion,  Aldébaran,  etc.). 

Respighi  (L.).  —  Sur  la  vitesse  de  la  lumière,  déduite  des  éclipses 
des  satellites  de  Jupiter  et  de  l'aberration  des  étoiles,  (17  p.) 

Discussion  des  théories  proposées  par  KJinkerfues  et  {Mir  HoeL 
pour  expliquer  la  dillérence  des  résultats  obtenus  par  robservatioB 
des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter  et  par  Taberration. 

Respighi  (L.).  —  Sur  le  cratère  lunaire  de  Linné.  (4  p-) 
L* auteur  n'admet  pas  comme  prouvés  les  changements  signalés 
par  plusieurs  astronomes  dans  la  forme  de  ce  cratère. 

Secchi  (A.).  —  Seconde  série  de  mesures  micrométriques  faites  à 
Véquatorialde  Merz,  au  Collège  romain,  de  i863  à  1866  ifir/tuirem^. 
Étoiles  doubles  et  nébuleuses,  (i5  p.) 

(•)  Voir  Buiirtin.  l.  Il,  p.  19. 
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Spina  (C).  — Sur  le  nombre  des  valeurs  des  fonctions  algébriques 
rationneUes  qui  contiennent  un  nombre  donné  de  lettres;  et  comment  on 
peut  former  les  fonctions  algébriques  rationnelles,  pour  lesquelles  il  existe 
un  nombre  donné  de  valeurs,  quand  on  permute  les  lettres  entre  elles, 

(57P.) 

Les  méthodes  employées  par  les  géomètres  qui  ont  travaillé  jus- 
qu'ici sur  ce  sujet  manquaient  de  la  généralité  nécessaire  pour  em- 
brasser le  problème  dans  toute  son  étendue.  L'auteur  a  eu  l'idée  de 
voir  si,  en  reprenant  la  question  au  point  où  l'avait  laissée  Lagrange 
{Mém.  de  VAc.de  Berlin,  i77oet  1771.  —  Œuvres,  t.  III,  p.  2o5-42i), 
il  ne  serait  pas  possible  d'obtenir  par  une  voie  plus  directe  des  con- 
clusions plus  générales  et  plus  fécondes.  Il  ne  s'est  occupé,  dans  ce 
travail,  que  des  fonctions  algébriques  rationnelles,  réservant  pour 
un  second  Mémoire  l'application  de  sa  méthode  aux  fonctions  algé- 
briques irrationnelles. 

En  partant  de  la  théorie  générale  des  combinaisons,  il  en  déduit 
le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  algébrique  rationnelle^  il  dé- 
veloppe, d'après  Poinsot,  la  théorie  des  périodes  cycliques,  en  la 
rattachant  à  celle  des  polygones.  Passant  ensuite  de  la  solution  di- 
recte de  la  question  a  la  solution  inverse,  c'est-à-dire  à  la  recherche 
de  la  fonction  de  m  lettres  données  qui  admet  un  nombre  donné  N 
de  valeurs,  il  démontre  d'une  manière  tout  à  fait  élémentaire  le 
théorème  de  Bertrand,  que  si  la  fonction  a  moins  de  m  valeurs,  elle 
n'en  a  pas  plus  de  2,  et  la  nouvelle  démonstration  ne  repose  sur 
aucun  poêtulatum. 

Rbsfighi  (L.).  —  Sur  la  scintillation  des  étoiles,  (17  p.) 


ANNALEN  der  Physik    und  Chemie,   hekausgegeben   von  J.-C. 
PoGGEHDomPF.  Bd.  CXL,  1870.  —  Leipzig,  Ambr.  Barth  (* ,. 

Ketteler  (Ed.).  —  Sur  les  constantes  qui  entrent  dans  les  formules 
de  dispersion. 

En  traitant  d'une  manière  très  -  générale  le  mouvement  d'un 
système  de  molécules  sollicitées  par  des  forces  d'attraction  ou  de  ré- 
pulsion mutuelle,  Cauchy  est  parvenu  à  établir  une  relation  entre 

(•)  Jnnalêi  dm  Phjrsiqu*  9t  de  Chimie,  pnblices  par  M.  PoçgcndorflT,  1870. 

6. 
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l'indice  de  réfraction  n  et  la  longueur  d'onde  /  d'un  rayon  lumineux 

qui  traverse  un  milieu  isotrope.  Cette  relation  est  contenue  dans  la 

formule 

I   _  B       G       D 

En  désignant  par  X  la  longueur  d'ondulation  dans  le  vide,  on  a 
X  =  nl^  et,  en  remplaçant  /  par  sa  valeur, 

n*  A'  A* 

Pour  obtenir  n  en  fonction  de  X,  Cauchy  renverse  la  série  et  arrÎTc 
a  la  formule  bien  connue 

b        c 

Toutefois,  ce  renversement  n'est  justifié  que  par  une  hypothèse  for 
la  décroissance  rapide  des  coefficients  A,  B,  C,....  M.  Christoflel  (*) 
s'est  efforcé  de  combler  la  lacune  que  présentait  le  raisonnement  de 
Cauchy^  îl  a  montré  que,  dans  la  plupart  des  cas,  on  peut  attribofr 
aux  deux  coefficients  A,  B  des  valeurs  finies  du  même  ordre,  et  né- 
gliger tous  les  suivants.  En  outre,  il  établit  que  A  est  une  quantité 
toujours  positive,  et  B  toujours  négative,  ce  qui  permet  d'exprimer  n 
en  fonction  de  X  à  Taide  de  l'équation 


m-mHïï-- 


où  fio,  1q  sont  deux  constantes  qui  caractérisent  le  milieu  réfringent. 
On  tire  de  là 


5^=v/^-v/^- 


M.  Briot  a  repris  la  question  dans  ses  Essais  sur  la  théorie  fOMlké- 
matique  de  la  lumière  (i  864;  î  il  adopte  en  définitive  une  formule  qui 
coïncide  avec  celle  de  Christollel.  M.  Redtenbaclier  (*)  a  propoM*,  Je 
son  coté,  la  formule  suivante  : 


(•)  Monatsberiehte  der  Berl.  j4Aat/.,  octobre  i86i. 
^•>  Drnamiden  Srttem.  Mannb^tm,  i85;. 


] 
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Hise  à  l'épreuve  par  Verdet  et  par  M.  Mascart,  qui  l'ont  comparée 
anx  observations,  elle  n'a  donné  que  des  résultats  peu  satisfaisants, 
tandis  que  la  formule  de  Christoil'el  représente  assez  bien  les  indices* 
observés,  lorsqu'on  a  déterminé  convenablement  les  constantes  n^,  \. 

M.  Ketteler  s'est  donné  pour  tâche  de  vérifier  à  fond  la  formule 
primitive  de  Cauchj,  en  conservant  d'abord  deux,  puis  successive- 
ment trois,  quatre  et  cinq  termes  de  la  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  négatives  de  la  longueur  d'ondulation  /,  et  en  introduis 
lant  finalement  des  termes  en  /'  et  l^.  Les  valeurs  des  longueurs 
l'onde  /  qu'il  emploie  sont,  pour  la  partie  visible  du  spectre,  les 
moyennes  des  déterminations  d'Ângstrom,  Van  der  Willigen, 
Ditscheiner  et  Mascart;  pour  le  spectre  ultra-violet,  il  adopte  les 
résultats  des  mesures  de  M.  Mascart  {Annales  de  l'École  Normale 
mpérieure,  t.  I).  Les  déterminations  d'indices  de  réfraction  que 
M.  Ketteler  choisit  pour  les  faire  servir  de  pierre  de  touche  à  la 
théorie  sont  les  suivantes  :  indices  du  spath  d'Islande  et  d'un  fiiint 
de  Rossette,  mesurés  par  M.  Mascart  pour  les  principales  raies, 
depuis  le  rouge  jusqu'à  l'extrémité  ultra-violette  du  spectre  ^  indices 
de  l'eau  et  d'un  flint  de  Merz  à  forte  dispersion,  mesurés  par 
M.  Van  der  Willigen  (les  indices  du  fiiint  sont  donnés  pour  52  raies  de 
Fraunhofer  dans  la  partie  visible  du  spectre) . 

La  formule  de  Christofiel  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

~^A-p-A-B^,. 

Pour  l'appliquer  au  calcul  des  indices  du  rayon  ordinaire  du  spath, 
M.  Ketteler  détermine  les  constantes  A,  B  par  les  raies  B  ctO^ 
M.  Mascart  avait  fait  usage  des  raies  D  et  N,  M.  Christoilcl  avait  fait 
Concourir  au  même  but  toutes  les  observations  à  la  fois.  Les  résultats 
difièrent  peu  : 

K.  M.  Ch. 

A  =  0,371875,      0,371944,      0,371956; 
B  =  o,ooio5i8,    o,ooio552,    o,ooio55i. 

Les  valeurs  de  n,  calculées  au  moyen  de  ces  constantes,  s'accordent 
^sez  bien  avec  les  valeurs  observées  à  partir  de  la  raie  D  (les  écarts 
dépassent  rarement  l'unité  de  la  quatrième  décimale)  \  mais,  pour  les 
iraies  A,  B,  C,  l'accord  est  beaucoup  moins  satisfaisant ,  les  écarts 
atteignent  ici  a,  3,  4  et  5  unités  de  la  quatrième  décimale.   Avec  la: 
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formule  de  Redtenbacher,  des  écarts  de  cet  ordre  se  prés^itent  par- 
tout ,  quoiqu'elle  renferme  une  constante  de  plus  que  celle  de 
Christoirel.  La  formule  de  Redtenbacher  est  donc  à  rejeter 5  quanta 
celle  de  ChristoHel,  M.  Ketteler  la  juge  au  moins  insuffisante, 
Tincertitude  des  Indices  observés  n'étant,  selon  lui,  que  de  2  ou 
3  unités  de  la  cinquième  décimale  (c'est  trop  présumer,  ôroyons- 
nous,  de  la  perfection  actuelle  des  moyens  d'observation). 

11  introduit  donc,  à  titre  d'essai,  d'abord  une  troisième  constante  C, 
puis  une  quatrième  D  et  une  cinquième  E.  Il  se  trouve  qae  les  termes 
de  la  série  sont  alternativement  positifs  et  négatifs 

En  augmentant  ainsi  pas  à  pas  le  nombre  de  ses  constantes, 
M.  Ketteler  obtient  nécessairement,  pour  les  indices  calculés,  des 
valeiu*s  qui  se  rapprochent  de  plus  en  plus  des  valeurs  observées^ 
mais  l'accord  s'améliore  très-lentement,  et  cinq  termes  ne  suffisent 
pas  encore  pour  rejeter  tous  les  écarts  sur  la  cinquième  décimale,  l^ 
valeurs  des  coefficients  B,  C,  D  grandissent  à  mesure  que  la  série 
s'allonge ,  et  la  convergence  diminue  plutôt  qu'elle  n'augmente. 
Voici  les  valeurs  des  coefficients  pour  chaque  phase  du  calcul  O  : 

A  B  c  D  E 

0,371944»  o,io552, 

0,372192,  0,10917,  0,0108, 

0,372516,  0,11609,  0,0542,     0,0825, 

0,372833,  0,12672,  0,1732,     0,6081,     0,794. 

L*aul(îur  ne  donne  que  les  logarithmes  des  constantes  B,  C,  0,..^ 
et  il  ne  parait  pas  être  bien  au  courant  de  la  manière  usuelle  de  les 
rcrin-  il  donne  le  signe  —  au  logarithme  d'un  nombre  négatif tl 
('crit,  par  cxemph», 

logl)  =  — 0,9168761  —  8,    au  lieu  de    8,9168761.. 


^')  Pixir  éviter  [es  zérob,  nous  bupposeroDS  les  longueiin  d'ond«  exprÛBéet  ea  dit* 
fiitUièmch  tic  millimètre  :  ;  =  7,€oi3,  pour  U  nie  A,  etc.;   M.  Kett«l«r  le*  UoiiMC* 

iiiiliiénu'i  de  millimètre. 
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Dans  tout  son  travail,  il  transcrit,  avec  sept  décimales,  les  logarithmes 
des  constantes  pour  lesquelles  deux  ou  trois  décimales  suffiraient 
amplement. 

Le  calcul  de  l'indice  de  la  raie  Q  par  la  série  poussée  à  quatre  et  à 
cinq  termes  donne  respectivement 

—  =  0,37^52 —  o,o3i3o  -4-  0,00394  —  0,00162, 

— ^  =  0,37283  —  0,03417  -f- 0,01260  —  0,01192  -f-  0,00420. 

11  saute  aux  yeux  que  toute  cette  queue  de  termes  nouveaux  dont 
on  peut  allonger  la  formule  de  Ckristoffel  ne  procure  pas  un  avan- 
tage qui  compense  la  longueur  du  calcul. 

M.  Ketleler  se  décide  alors  à  remplacer  le  cinquième  terme  j^  par 
un  terme  en  /*  ;  puis,  voyant  que  la  convergence  devient  meilleure, 

il  supprime  encore  le  terme  j^  y  et  s'arrête  à  la  formule  suivante  : 

—  1=  KZ*  -*-  A • 

En  prenant 

K  =  0,00003293,    A  =  0,371412,     B  =  o,io373y    €  =  0,00034, 
on  a,  par  exemple,  pour  la  raie  Q, 

—  =r  0,00012  4-  0,37141  —  0,02797  —  o,oooo3. 

Cette  formule  donne  un  résultat  à  peu  près  satisfaisant.  L'adjonc- 
tion d'un  nouveau  terme  L/^  ne  l'améliore  en  rien  ^  M.  Ketteler  est 
donc  d'avis  qu'elle  possède  toutes  les  qualités  d'une  bonne  formule 
d'interpolation,  et  qu'on  peut  s'y  arrêter  définitivement.  Le  coeffi- 
cient C,  qui  est  presque  sans  influence  dans  le  cas  du  spath ,  prend 
des  valeurs  plus  sensibles  pour  d'autres  substances. 

M.  Mascart  était  arrivé,  de  son  côté,  à  une  formule  empirique  ren- 
fermant une  puissance  positive  de  la  longueur  d'onde 

t-i.  h  c 

M.  Ketteler  préfère,  pour  des  raisons  théoriques,  réunir  en  un 


88  BULLETIN  DES  SCIENCES 

seul  les  deux  derniers  termes  de  sa  formule ,  en  récrivant  comme  0 


suit  : 


i-=K/»-HA-      ® 


Pour  le  spath,  il  trouve  finalement 

K  =  0,00004910,    A  =  0,370994»    B  =  0,10074»    c=0|064i; 

les  écarts  entre  les  indices  calculés  et  les  indices  observés  ne  dépas- 
sent plus  cinq  unités  de  la  cinquième  décimale. 

Des  calculs  analogues,  exécutés  sur  les  indices  de  réfraction  d'un 
flint  lourd  de  Rossette,  paraissent  confirmer  la  formule  i  laquelle 
M.  Kettcler  donne  la  préférence-,  les  constantes  sont  ici 

K  =  0,00004214»    A  =  o,39i38i,    B  =  o,i349»    0  =  0,4738. 

I^s  indices  de  Teau,  mesurés  par  M.  Van  der  Willigen,  conduisent  i 
un  résultat  analogue  ;  les  constantes  sont 

K  =  o»oooo8o3o,    A  =0,567118»    B=:o,ii334»    0  =  0,4969- 

Le  même  observateur  avait  déterminé  les  indices  d'un  flint  de 
Merz,  pour  S 2  raies  du  spectre  visible.  Ces  mesures  sont  très-mal 
représentées  par  la  formule  de  Christoflel  et  par  la  seconde  série  de 
Caucliy,  qui  donne  n  en  fonction  de  X;  la  formule  de  M.  Kettcler  les 
représente  à  2  ou  3  unités  près  de  la  cinquième  décimale.  Une  appli- 
cation assez  bizarre  de  la  méthode  des  moindres  carrés  le  conduit 
finalement  à  rejeter  tout  à  fait  les  séries  de  Cauchj  et  à  justifier  Tin- 
tro<luction  du  terme  L/*.  La  formule  empirique  par  laquelle  les  obser- 
vations sont  le  mieux  représentées  peut  donc  s'écrire,  en  réunissant 
le  terme  K/*  au  terme  constant  A, 

I  A  B 


M.  Krit(»lcT  s'ertoroe  consulte  de  trouver  à  ses  constantes  une  intcr- 
prrtalioii  analogue  à  celle  des  ronstantes  de  la  formule  de  Christoffel*, 
endii,  s*a|)puyant  sur  les  théories  de  M.  Briot,  il  démontre  que  le 
terme  Kl*  pn)vient  de  l'influence  directe  que  les  molécules  ponde* 

rahles  e\€rr(*nt  sur  l'éther  en  mouvement,  tandis  que  les  termes  j;9 
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C 

JJ9  •  •  •  sont  dus  aux  changements  de  densité  du  fluide  éthéré  dans  le 

voisinage  des  molécules  pondérables.  Ces  deux  influences  seraient 
plus  ou  moins  sensibles,  suivant  la  nature  particulière  à  chaque 
milieu  réfringent. 

En  résumé,  ces  recherches  prouvent  que  la  théorie  de  la  dispersion 
est  encore  loin  de  fournir  Texplication  complète  des  phénomènes 
élémentaires  que  l'observation  permet  de  constater. 

R.  R. 


MfiLANGES. 

m  u  PAULUiE  m  soun.  déduite  des  obsertihons  iéridieiihes 

DE  MRS  Eli  1862; 
Par  M.  CH.  ANDRÉ. 

Au  moment  où,  par  suite  du  prochain  passage  de  Vénus,  l'atten- 
tion des  astronomes  se  trouve  forcément  reportée  sur  la  discussion 
des  différentes  valeurs  de  la  parallaxe  du  Soleil,  il  nous  a  paru  oppor- 
tun de  rappeler  un  Mémoire  remarquable  publié  dans  les  Washington 
astranomical  Observations  for  i865,  et  trop  peu  connu  en  France. 

L'une  des  meilleures  méthodes  de  détermination  de  la  parallaxe 
du  Soleil  consiste  dans  la  mesure  de  la  parallaxe  de  Mars,  mesure 
que  l'on  effectue  en  comparant,  au  moment  de  l'opposition  et  dans 
deux  stations  de  latitudes  fort  différentes,  les  déclinaisons  de  Mars 
avec  celles  d'étoiles  voisines.  Cette  méthode,  proposée  d'abord  par 
M.  Le  Verrier,  puis  par  M.  Winnecke,  a  été  mise  en  pratique,  en 
1862,  d'après  le  plan  suivant. 

Dans  un  grand  nombre  d'Observatoires  de  l'un  et  de  l'autre  hé- 
misphère, on  a  observé  simultanément,  au  cercle  méridien,  la  planète 
Mars,  au  moment  de  son  opposition,  et  un  certain  nombre  d'étoiles 
choisies  préalablement. 

En  comparant  chaque  couple  d'observations  correspondantes,  faites 
dans  chacun  des  deux  hémisphères,  on  aurait  une  valeur  de  la  paral- 
laxe de  Mars  et,  par  suite,  de  celle  du  Soleil  -,  mais,  en  procédant 
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ainsi,  on  perd  un  grand  nombre  d'observations  qui,  faites  à  l'une  des 
deux  stations,  n'ont  pas  leurs  correspondantes  dans  l'autre.  Or  il  est 
un  moyen  de  les  faire  concourir  toutes  à  la  détermination  de  la  paral- 
laxe, et,  par  suite,  d'accroître,  pour  ainsi  dire  indéfiniment,  l'exac- 
titude du  résultat. 

1 .  Les  perturbations  du  mouvement  de  la  Terre  et  de  Mars  étant 
parfaitement  connues  pour  l'époque  des  observations,  chaque  obser- 
vation de  la  planète  conduira,  en  réalité,  à  une  équation  de  condition 
entre  la  parallaxe,  les  six  éléments  de  rori>ite  de  la  Terre  et  ceux  de 
Mars.  Treize  observations,  comparées  à  la  théorie,  suffiraient  alors  en 
toute  rigueur  pour  corriger  les  éléments  de  celle-ci.  ftlais,  si  les 
observations  ne  comprennent  qu'un  court  intervalle  de  temps,  nn 
mois  par  exemple,  les  coefficients  de  correction  seront  si  faibles  que 
Ton  ne  pourra  accorder  aucune  confiance  aux  valeurs  qui  c*n  seront 
déduites.  En  fait^  nous  dirons  que  nos  équations  suffisent  seulement 
à  déterminer  un  petit  nombre  de  fonctions  des  éléments,  et  que,  si  le 
choix  des  valeurs  de  ces  éléments  n'a  été  déterminé  que  par  les  con- 
ditions de  satisfaire  aux  fonctions  précédentes,  elles  pourront  varier 
beaucoup  sans  cesser  de  satisfaire  à  nos  équations  de  condition. 

L'une  de  ces  fonctions  est  certainement  rerreur  de  la  déclinaison 
de  Mars  ou,  si  Ton  veut^  Terreur  ds  de  la  coordonnée  rectiligne  x, 
qui  représente  la  distance  absolue  de  la  planète  au  plan  de  réquatcor 
terrestre.  Cette  erreur  peut  être  développée  en  série  suivant  les  puis- 
sances du  temps,  et  les  coefficients  de  ce  dé\eloppement  remplacent 
les  éléments  eux-mêmes. 

Nous  avons  donc 

o>mme  on  a 

z  =  Asind, 

A  étant  la  distance  de  la  planète  k  la  Terre  et  d  sa  dédinaison,  il 
vient 


et^  par  soite^  on  a,  pour  rerreur  tabulaire  de  h 


F 
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dans  ses  Beobachtungen  des  Mars  um  die  Zeit  der  Opposition,  186a,  on 
reconnaît  non-seulement  qu'une  telle  supposition'  est  possible,  mais, 
en  outre,  que  le  coefficient  de  I'  ne  surpasse  jamais  o''^,  0004;  pour 
une  période  de  dix  jours,  on  pourra  donc  négliger  ce  terme  sans  s'ex- 
poser à  commettre  aucune  erreur  sensible. 

D'autre  part,  l'expression  de  l'erreur  tabulaire  de  déclinaison 
doit  évidemment  comprendre  un  terme  constant  provenant  de  toutes 
les  erreurs  constantes  commises  dans  la  mesure  des  déclinaisons^ 
soit  D«  ce  terme,  ia  la  correction  de  la  parallaxe  et  posons,  en  outre, 

A'  =  Acosd; 

chaque  comparaison  d'une  déclinaison  observée  et  de  la  déclinaison 
calculée  qui  lui  correspond,  donnera  une  équation  de  la  forme 

a  et  P,  Da  et  ixs  étant  des  quantités  inconnues  à  déterminer. 

Tel  est  le  principe  de  la  méthode  epiployée;  nous  devons  faire 
connaître,  maintenant,  les  observations  qui  ont  servi  de  base  au  tra- 
vail que  nous  analysons. 

2.  Les  observations  comprises  dans  la  discussion  actuelle  sont  les 
suivantes  : 

HéMISPHERE    NORD. 

PouLKovA.  — Beobachtungen  des  Mars  von  Dr.  A.  Winnecke^  3i  ob- 
servations. 

Helsingfors.  —  Beobachtungen  des  Mars  und  der  Winnecker'scken 
Vergleichsteme^  18  observations. 

Leiden.  —  Asiranomische  Nachrichien,  t.  LXIl;  29  observations. 

G^EENWicn,'^  Greenwich  Observations,  of  1862^  4o  observations. 

Albany.  —  Washington  Observations,  o/"  i863  ^  26  observations. 

Washington. — Washington  Observations  j  of\  862  \  36  observations. 

HÉMISPHÈRE    SUD. 

WiLLiAMSTOWN.  —  5i  obscrvations,  par  M.  Robert  Saint-Elbry. 
Cap  de  Bonne-Espérance.  —  43  observations,  par  M.  Thomas 
Maclear. 
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Santiago.  —  Observaciones  meridianaê  y  micrametricoi  relaiwëiêl 
planeta  Marte  al  tiempo  de  su  oposidan,  en  1862.  Verificamâas  en  ci 
Observatorio  Nacional  de  Santiago  de  Chili^  49  observations. 

Pour  rhérnisphère  nord i54 

Pour  l'hémisphère  sud i43 

Total 097 

3.  Quant  à  la  discussion  de  ces  observations,  elle  a  été  faite  comme 
il  suit  :  le  point  essentiel  est  de  les  rendre  rigoureusement  comparables 
entre  elles  ^  on  y  arrive  en  les  déduisant  toutes  séparément  d'une 
position  des  étoiles  de  comparaison.  Dans  le  plan  de  Winnecke, 
chaque  observation  de  Mars  est  comparée  aux  observations  analogues 
de  huit  étoiles  de  comparaison.  Une  éphéméride  des  positions  de  ces 
étoiles  étant  préparée,  la  comparaison  de  la  distance  polaire  obscrnrée 
d'une  étoile,  avec  celle  que  donne  Téphéméride,  donne  une  correc- 
tion apparente  de  cette  observation.  La  moyenne  des  huit  corrections, 
ainsi  obtenues  dans  une  nuit  de  travail,  par  un  même  observateur, 
est  considérée  comme  la  correction  qu'il  faut  appliquer  à  la  distance 
polaire  de  Mars  observée  le  même  soir. 

Si  chaque  observateur  observait  chaque  nuit  les  huit  étoiles  de 
comparaison,  la  position  moyenne  adoptée  pour  chaque  étoile  serait 
entièrement  indifférente;  mais,  fréquemment,  on  ne  peut  observer 
qu'une  partie  des  étoiles  de  comparaison,  il  est  donc  nécessaire  de 
diriger  le  calcul  de  réduction  de  telle  sorte  que  la  position  moyenne 
obtenue  pour  chaque  étoile  soit  indépendante  du  lieu  particulier  où 
elle  a  été  observée.  Le  peu  d'observations  dont  on  dispose  empêchant 
de  les  corriger  toutes  des  erreurs  particulières  à  chaque  instrument  et  à 
chaque  observatoire,  on  a  déduit  les  positions  adoptées  des  observa- 
tions faites  à  Greenwich,  Poulkova,  Âlbany  et  Washington,  en  ayant 
soin  de  les  rendre  comparables  entre  elles  au  moyen  des  corrections 
données  par  Auwers,  i>our  chacun  de  ces  observatoires,  dans  son 
Mémoires  sur  les  corrections  nécessaires  pour  réduire  les  différenU  eaië" 
logues  à  un  catalogue  fondamental. 

Quant  aux  distances  polaires  de  Mars,  elles  ont  été  calculées  d'après 
les  tables  de  M.  Le  Verrier,  en  adoptant  8''',9  pour  parallaxe  du 
Soleil. 

Pour  former  les  équations  de  condition,  les  observations  ont  été 
divisées  en  cinq  séries  de  vingt  à  vingt-cinq  jours  de  durée;  les  deux 


w 
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premières  comprennent  les  observations  faites  avec  le  groupe  d'étoiles 
choisi  par  Winnecke^  de  plus,  par  une  discussion  attentive  des 
observations,  on  a  trouvé  que,  pour  les  ramener  à  la  même  erreur  pro- 
bable, on  devait  les  multiplier  par  un  facteur  convenable,  que  j'appel- 
lerai la  mesure  de  précision. 
Ceci  posé,  soient 

a  l'erreur  de  la  distance  polaire  nord  au  milieu  de  la  série  ; 

^  la  variation  de  a  en  dix  jours,  quantité  supposée  constante  pen- 
dant la  série  ; 

n'  le  quotient  par  0,89  de  la  correction  de  la  parallaxe  moyenne 
horizontale,  équatoriale  du  Soleil  \ 

la  forme  générale  des  équations  de  condition  sera 

vl        o  '       o,8Qsin2'    ,       --.\ 
\        '^  10  A  / 

où  l'on  a  représenté  par 

K    la  mesure  de  la  précision  \ 

I      l'époque  exprimée  en  jours  du  milieu  de  chaque  série  \ 

J  la  distance  zénithale  géocentrique  apparente,  comptée  vers  le 
sud; 

ùk    la  distance  de  la  planète  à  la  Terre  \ 

d9  la  différence  entre  la  distance  polaire  géocentrique  nord  cal- 
culée et  la  même  quantité  donnée  par  l'observation. 

En  appliquant  cette  équation  générale  à  chacune  des  297  observa- 
tions dont  on  dispose,  on  forme  cinq  séries  d'équations  numériques, 
où  les  coefficients  de  l'inconnue  principale  tt'  sont  de  signes  contraires 
pour  chacun  des  deux  hémisphères.  On  traite  séparément  chacune 
de  ces  séries  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  et  l'on  obtient, 
comme  équations  normales  de  chaque  série, 

0  = -h  3ii,oa,  —  11,5(3,—  32,47r'-»-48",5, 
0  =  —  ii,5a, -f-  i45,8p,  -f-  i44»07r'-4-  i4",o, 
o  =  —    32,4ai  ■+-  I  i4»o(3,  -h  533,97:'  -4-  4ï">8; 

0= -f-3o8,oa, -h  6,2 p, -h  122,771' -h  2", 5, 
o=-f-  6,2ai-t-  4i>ïPj—  '9»9^'~"  ^"f^f 
0=4-  i22,7as—    19,9^1+  7>9,67r'  —  25*',3; 
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o  = -h  a37,o  a, -h  4,8 p, -4-  67,9»' 4-  3^9, 
o  =  -4-  4,8a, -4-33,6(3,  —  ia,4»'—  7^». 
o  =  -f-   67,9a,  —  ia,4(3s-4-567,iir'-»- i3%o; 

o  =  H-  i92,oa4— -^^3,8^4 -h  6i,iir'-»-44*»4t 
o  =  —  23,8a4-4-24,7P4—  ii,oir'—  s'^lf 
0  =  4-  62,ia4— ii,o(34-f-4*7»9i^'-fr- 38^f4» 
o=-4-264,oa»-l-a3,5p,—  83,2ir'4- 76%  1, 
5«»  j  o  =  -h  23,5a»  -h  4S,4P»  -♦■  a6,4ir'  +  7^5, 
o  =  —   83,2 a» -4- 26,4 p» -h  378,2»' -H  38% 6. 

La  résolution  de  chaque  système  d'équations^    pris  isolémeot, 
donne,  pour  les  inconnues,  les  valeurs 

I*  «,  =  — 0*^,167,  Pi  =  — 0^,053,  ir'=— 0^,077; 

2<»  a,  =  —  o*',  020,  p,  =  -h  0^,024,  tt'  =  +  o*,  039; 

3<*  aj=  — o*,oi6,  p,=: -4- 0*^,210,  »'  =  —  o',oi6; 

4*  a4=  — o%i88,  p4=-f-o%i87,  ir'=  — o%o57; 

5»  a*  =  — o%354,  p*=4-o%H9,  ir'  =  — o%i88, 

qui,  à  proprement  parler,  ne  doivent  être  considérées  que  comme  des 
premières  approximations.  Pour  obtenir  une  valeur  plus  exacte  de 
ir',  nous  procéderons  par  approximations  succcessives.  P  est  la  varia- 
tion que  sul)irait  la  valeur  de  a  en  dix  jours,  si  cette  quantité  variait 
uniformément.  Or,  comme  nous  avons  maintenant  une  série  de  valeurs 
de  a,  pour  d(\s  dates  distantes  de  quinze  à  vingt  jours,  nous  pourrions, 
si  toutes  ces  valeurs  étaient  comparables,  en  déduire  par  différence 
les  valeurs  de  p.  En  réalité,  deux  de  ces  valeurs  seulement,  les  deux 
premières,  sont  rigourt?usement  comparables  entre  elles  \  mais,  prises 
deux  à  deux,  toutes  les  séries  d'observations  ont  des  étoiles  com- 
munes; les  différences  probables  des  moyennes  des  huit  étoiles  sont 
donc  si  petites,  qu'il  parait  difficile  qu*il  en  résidte  des  erreurs  var 
les  valeurs  de  P  déduites  de  leurs  différences. 

La  comparaison  des  cinq  valeurs  successives  de  a  donne  pour  P  les 
nouvelles  valeurs 

•4-0'*,  09,     -ho",o5,     —  0^,05,     — 0*^,12,     — 0*^,12; 

les  nombn^s  y  croissent  en  S(*ns  inverse  des  valeurs  déduites  des 
i'*quations,  et,  de  plus,  ils  y  ont  des  signes  t*ontraires.  Un  pareil  ré- 
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sultat  ne  peut  être  attribué  qu'à  des  erreurs  accidentelles,  et,  au 
lieu  de  se  servir  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  systèmes  de  valeurs 
de  P,  il  est  préférable  de  déduire,  de  leur  ensemble,  les  valeurs  les 
plus  probables  de  cette  inconnue  ;  elles  sont 

Pt  =  -+-o%o4f  pi=-«-o%o4,  (3,  =  o^oo,  ^4=  — 0^,03,  p*=  — o^oS. 
Une  seconde  approximation  donne  alors  pour  n' 

ir'=  —  o%o5. 

Portant  ces  valeurs  de  p  et  de  t:'  dans  la  première  équation  de 
chaque  série,  on  aura  de  nouvelles  valeurs  de  âr,  qui,  combinées 
avec  les  valeurs  précédentes  de  ^  et  portées  dans  la  dernière  équa- 
tion de  chaque  série  donneront,  pour  it\  et,  par  suite,  pour  tt,  les 
valeurs  suivantes  : 


1» 

ir'— —  o^096, 

ir  =  8',8i5; 

2« 

«'      -h  0*^,034, 

ir  —  8",  930  ; 

3* 

ir'  —  — 0^^,023, 

ir  — 8%88o; 

4^ 

ir'=— o^o59, 

7^-8^847; 

5* 

ir'—  -f-o'',i75, 

1^  =  8^744; 

Moyenne. ...      ic'  =  —  o*", o5o,    n  =  8",  855. 

L'erreur  probable  de  chaque  équation  est  d'environ  o''^,  82  \  l'erreur 
probable  de  la  valeur  conclue  pour  tt'  est  donc  approximativement 
de  0^,016,  et  l'erreur  probable  de  la  quantité  rc  est  elle-même 

de  o^^oi4* 

Mais  cette  méthode  suppose  que  les  erreurs  de  toutes  les  équations 
séparées  sont  entièrement  indépendantes ,  hypothèse  qui  revient  à 
admettre  que  les  observations  faites  à  chaque  observatoire  ne  sont 
point  affectées  d'erreurs  particulières  à  l'observateur. 

Cette  hypothèse  est  peu  probable  ^  mais  l'influence  d'une  pareille 
cause  d'erreur  est  peut-être  insensible.  Pour  s'en  assurer,  on  a  calculé, 
d'après  les  méthodes  ordinaires,  les  résidus  correspondants  à  chaque 
équation.  Éliminant  alors  les  équations  qui  correspondent  à  des 
observations  où  ces  erreurs  sont  considérables,  on  a  trouvé,  pour  la 
valeur  de  la  parallaxe  du  Soleil,  déduite  des  observations  méridiennes 
de  Mars  à  son  opposition  de  1862,  le  nombre 

8",  855, 
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avec  une  erreur  probable  de 

dbo^oaoy 
quantité  qui  n*est  que  le 

W 

de<  la  valeur  elle-même  de  la  parallaxe. 


•«^■w- 
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MÉLANGES. 

lilOm  sut  le  PUHCIPB  de  U  lOlFfDtE  action  (>); 
Par  m.  i.-A.  SERRET. 

La  première  idée  de  la  propriété  qui  constitue  le  principe  dit  de  la 
moindre  action  est  due  à  Euler  ;  ce  grand  géomètre  démontra  elTecti- 
vement,  dès  1744?  à  la  fin  de  son  Traité  des  isopérimètres,  que,  dans 
les  trajectoires  décrites  par  les  forces  centrales,  Tintégralc  de  la 
vitesse  multipliée  par  l'élément  de  la  courbe  est  toujours  un  maxi- 
mum ou  un  minimum,  Lagrange  montra  ensuite,  en  1760  ('),  que  la 
même  propriété  peut  être  étendue  au  mouvement  d'un  système  quel- 
conque de  corps,  pourvu  que  le  principe  des  forces  vives  ait  lieu,  et  il 
en  développa  l'application  à  la  solution  d'un  assez  grand  nombre  de 
problèmes.  Aussi  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique  anafy^ifue  juge a-t- 
il  plus  tard  que  la  propriété  dont  il  s'agit  méritait,  à  raison  de  son 
importance,  de  faire  Tobjet  d'un  nouveau  principe  général  de  djnia- 
mique,  qu'il  appela  de  la  moindre  action,  sans  se  dissimuler  la  défec- 
tuosité de  cette  dénomination,  renouvelée  de  Maupcrtuis  ('"*). 

Pour  faire  usage  du  principe  de  la  moindre  action  dans  la  solution 
des  problèmes  de  Mécanique,  il  suffit  d'égaler  à  zéro  la  variation  de 
l'intégrale  dont  la  valeur  est  un  maximum  ou  un  minimum,  et  le  ré- 
sultat qu'on  obtient  ainsi  ne  diiiere  pas,  au  fond,  de  la  formule  géné- 
rale de  la  dynamique.  Il  est  donc  peu  important,  à  ce  point  de  vue, 
de  savoir  si  le  maximum  ou  le  minimum  a  lieu  effectivement  :  ce  qu'il 
faut,  c'est,  je  le  répète,  que  la  variation  de  l'intégrale  soit  nulle,  et 
la  démonstration  que  Lagrange  a  donnée  de  son  principe  n'établit  pas 
)utre  chose. 

Mais  il  n'en  est  pas  moins  d'un  haut  intérêt  pour  l'Analyse  et  pour 
la  Mécanique  générale  qu'une  propriété  aussi  remarquable  du  mou- 
vement soit  connue  exactement.  Je  suis  parvenu  heureusement  à 
combler  la  lacune  qui  existait  à  cet  égard,  en  calculant  la  variation 


(*)  Lu  à  rAcadémie  des  Sciences,  le  i a  juin  1871. 

(*)  MUcettanea  Taurineniia,  t.  Il,  ou  Œuvres  de  Lagrange,  t.  I,  p.  365. 

(*)  Méeaniqtie  tmafytifue,  3*  édition,  t.  I,  p.  229  et  281. 

lluU.  de$  Sciences  math^m,  et  astron.,  t.  il.  (Avril  1871.) 
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du  deuxième  ordre  de  l'intégrale  dont  la  variation  da  premier  ordre 
est  nulle.  Cette  variation  du  deuxième  ordre  est  toujours  positiTe, 
au  moins,  tant  que  l'intervalle  de  temps  auquel  se  rapporte  l'inté- 
gralo  reste*  inférieur  à  une  certaine  limite,  et  l'on  peut  affirmer^  dès 
lors,  que  le  minimum  a  lieu  effectivement,  en  général.  Mais  lorsque  la 
limite  dont  je  viens  de  parler  existe  et  qu'elle  est  atteinte  ou  dépas- 
sée, il  peut  arri\er,  et  il  arrive  en  eflet  généralement,  que  le  mimmum 
n* a  plus  lieu. 

L'analyse  que  je  développe  dans  ce  Mémoire  est,  je  crois,  la  pre- 
mière application  importante  qui  ait  été  faite  du  Calcul  des  ooris- 
tions  à  la  distinction  du  maximum  et  du  minimum;  aussi  mérite-t- 
elle peut-être,  à  ce  point  de  vue,  d'arrêter  un  instant  l'attentioD  de 
r/Vcadémie. 

SI 

Démonstration  générale  du  principe  de  la  moindre  acUon. 

1.  Le  principe  de  la  moindre  action  dont  je  me  propose  de  pré- 
senter ici  une  démonstration  complète  peut  être  énoncé  de  la  manière 

suivante  : 

Lorsque  le  principe  des  forces  rives  est  applicable  à  un  n/sléwM  et 
points  matériels  libres  ou  liés  entre  eux  et  sollicités  par  des  forces  données, 
le  mouvement  du  système  est  tel,  que  la  somme  des  quantités  de  moutemeni 
des  divers  corps  multipliées  par  les  éléments  des  trajectoires  respectites  f , 
entre  deux  positions  quelconques  du  système,  une  intégrale  minimum; 
cest'à'dire  que  V intégrale  dont  il  s'agit  est  moindre  dans  le  mouvement 
réel  que  dans  le  mouvement  nouveau  qui  aurait  lieu  si,  rendant  le  pre- 
mier mouvement  impossible  par  l* introduction  de  liaisons  nautelles,  os 
obligeait  les  corps  à  suivre,  sous  l'action  des  mêmes  forces^  des  trajec- 
toires infiniment  voisines  des  premières,  pour  passer  de  la  première  posi- 
tion à  la  seconde,  tout  en  laissant  subsister  t* équation  des  forces  vives  tt 
en  conservant  la  valeur  de  la  constante  qui  exprime  la  différence  entre  k 
demi-somme  des  forces  vires  et  la  fonction  des  forces.  Il  peut  arriver 
cependant  que  le  minimum  cesse  d'avoir  lieu  dés  que  r intervalle  de  temfi 
auquel  se  rapporte  r  intégrale  atteint  ou  dépasse  une  certaine  limite. 

G)inme  la  (piaiitité  de  mouvement  est  le  produit  de  la  masse  parla 
\ilesse,  et  (|ue  l'élément  dr  la  trajectoire  est  le  produit  de  la  vile»»* 


i 
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par  rélément  da  temps,  si  Ton  désigne  par  2T  la  somme  des  forces 
vives  des  divers  corps  et  par  t  le  temps,  l'intégrale  V  que  nous  avons 
à  considérer  aura  pour  valeur 

lo  et  Ij  étant  les  valeurs  du  temps  t  qui  répondent  à  deux  positions 
successives  du  système  \  et  pour  établir  le  principe  dont  nous  nous 
occupons^  il  suffit  de  prouver  que  l'on  a 

SW=o,    «'V>o, 

d  éunt  la  caractéristique  des  variations. 

2.  Si  l'on  rapporte  la  position  des  corps  à  trois  axes  de  coordon- 
nées rectangulaires,  et  que  Ton  désigne  par  x^  y,  z  les  coordonnées 
de  la  masse  m,  au  bout  du  temps  I,  on  aura 

(2)  Tdr  =  "  5!  ^^^^  H-  rfj"  H-  dz*), 

le  signe  \  s'étendant  à  tous  les  corps  du  système.  Prenons  les  varia- 
tions des  deux  membres,  on  aura 

3Trfr-f-  2Trf/3rf/=V  m(dxddx  -h  dxdiy-^  dzdiz); 

le  premier  membre  de  cette  formule  est  égal  à 

et  le  second  membre  peut  être  mis  sous  la  forme 

d(Tdt)-^fdi\ 
en  posant 

on  a  donc 

(5)  3{  a  Trf/)  =  rfr  +  {ôT -¥)(//, 
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et,  en  différentiant  de  nouveau  avec  la  caractéristique  â^ 

(6)  è'{:tTdt)  =  diT  4-  {iT  -  ^)ddt  -+-  (3'T  -  iW)di. 

Mais  la  formule  (i)  donne,  par  les  principes  du  calcul  des  variations. 

si  donc  on  désigne  par  Fo,  Fi  les  valeurs  de  F  qui  répondent  à 
f  =  <9,  I  =  Il ,  on  aura 

(7)  dv=(r.-r.) -f- r'\«T-V)rf/, 

(8)  j»v=(jr.~jro-^  r'^^^"^y^^^^rf/+ r'(»T~3y)ifa. 

Ces  formules  (7)  et  (8)  sont  générales,  et  elles  subsistent^  quelles 
que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  les  corps  et  les  liaisons  do 
système.  Mais  si,  comme  nous  le  supposons  essentiellement,  le  prin- 
cipe  des  forces  vives  a  lieu^  on  a 

(9)  T-U  =  C. 

en  désignant  par  U  la  fonction  des  forces  et  par  C  une  constante  arbi- 
Irain*.  Nous  supposons  encore  que  la  constante  C  ne  varie  pas  daib 
la  dîtlerentiation  avec  la  caractéristique  J,  en  sorte  que  l'on  a  aussi 

(10  0T=r5L\       O^T^TG-l. 

En  outre^  pour  tous  les  déplacements  virtmeh  compatibles  aveclfs 
liaisons  du  système,  on  a,  par  la  formule  générale  de  la  dynamique* 

•ti)  Y-aL=o; 

et  enfin,  comme  les  coordonnées  au\  limites  de  Tintégration  sont. 
|>ar  hypothèse,  constantes,  leurs  variations  de  tous  les  ordres  sont 
nulles,  ce  qui  donne 

r» =0,   r»  =  0,   8r.  =  o,   ^r  r=  o. 

u  suit  de  U  que  la  formule  (7^  se  réduit  4 

oV  ■=  o. 
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résultat  connu,  et  que  la  formule  (  8  )  devient 

(12)  i»V=:    f\à'V'-iW)dl. 

3.  Pour  calculer  la  variation  du  deuxième  ordre  d'  V ,  je  ferai  usage 
des  formules  de  la  dynamique  mises  sous  la  forme  générale  que 
Lagrange  leur  a  donnée.  Ainsi  les  coordonnées  ayant  été  exprimées 
en  fonction  d'un  nombre  quelconque  n  de  variables 

fll»    ?»>•  •  •  >    Qui 

si  Ion  fait  généralement 

dqi  =  qi  dt, 

la  force  vive  aT  deviendra  une  fonction  des  variables  ç  et  g',  laquelle 
sera  homogène  et  du  deuxième  degré  par  rapport  aux  g',  et  Ton  aura 


d'où 


(•4) 


^-^"=sS-ii-s)^- 


le  signe  \  s'étendant  aux  valeurs  i,  a,...,  n  de  l'indice  i. 

Si,  en  faisant  usage  des  liaisons  entre  les  coordonnées  fectangu- 
laires,  on  a  réduit  les  variables  q  au  plus  petit  nombre  {)ossible,  les 
variations  iq  seront  toutes  arbitraires,  et  la  formule  (ii)  donnera 
les  n  équations  du  mouvement 

,  -,  ay'       DT      .-^u 

<'5)  ^r-D?;-5^=''' 

lesquelles  subsisteront  tant  qu'on  n'introduira  pas  de  liaisons  nou- 
velles. Je  supposerai  que  l'on  ait  procédé  de  cette  manière.  Quant  à 
1  équation  (9)  des  forces  vives,  elle  persiste,  ainsi  que  sa  différen- 
tielle dT  =  dU,  malgré  l'introduction  de  liaisons  nouvelles  indé- 
pendantes du  temps.  Cette  différentielle  peut  se  déduire  de  Téqua- 
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tioD  (il),  en  remplaçant  la  caractéristique  i  par  il,  et  l'on  a, 
conséquence, 

(i6) 


DifTcrcntiant  avec  la  caractéristique  i  les  équations  (i4)  et  ('fi)t  >' 
viendra,  après  la  suppression  des  termes  nuls  en  verta  des  fof' 
mules  (i5), 

ÔT 

(.7)  d»F 


i 


(.8) 


Il  faut  remarquer  que  nous  pourrions  éliminer  de  nos  formules 
Télément  dt  du  temps,  en  faisant  usage  de  Téquation  des  forces  vives; 
mais  il  est  préférable  ici  de  conserver  le  temps  comme  variable  indé- 
pendante et  d'exécuter  seulement  l'élimination  de  la  variation  Hi\ 
c'est  en  vue  de  cette  élimination  que  nous  avons  formé  l'équa- 
tion (18). 

Je  poserai 

(-9)  '"  =  ?rSj^*'*' 

k 

le  signe  \  s'étendant  aux  valeurs  i,  2,...,  n  de  l'indice  ft,  et  je  ferai 
aussi,  quel  que  soit  l'indice  A;, 

(20)  «1  =  391— «Va  ; 

alors,  si  Ton  retranche,  de  l'éciuation  (17),  Téquation  (18)  multi- 
pliée* par  0),  on  aura 


(21) 


..-.u=S.('^-^^-# 


4.  Les  n  quantités  a  que  nous  substituerons  aux  iq  ne  sont  pas, 
comme  cellcs*ci,  toutes  arbitraires;  il  existe  entre  elles  une  relatioii 
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linéaire.  Eilecti veinent,  la  formule  (20)  donne 

(22)  àqi  =  ak-^  (ùq\, 

et,  en  portant  cette  valeur  de  ôq^  dans  la  formule  (19),  on  obtient 

à  cause  de  Téquation 

qui  résulte  du  théorème  des  ftmctitms  homogènes. 
La  diiférentiation  de  Téquation  (19)  donne 


di  ~  2T»rf/    2dWk 


k 

m  ^  n 

Mais  on  a 

le  deuxième  et  le  troisième  terme  du  second  membre  de  la  formule 
précédente  ont  donc  pour  somme 

au 


ou  encore,  à  cause  de  la  formule  (22), 

=   >  • —  «1  -4-  =^  — 


^(aT4-H^)=  ^ 


-ïZà^k^T'Si 


mais,  par  les  formules  (19)  et  (24),  le  premier  et  le  dernier  terme  de 

1»  .       1   d(ù        ^j  •      .  .•  .       w  rfT  û)  </U 

1  expression  de  -t-  se  réduisent  respectivement  a  —  ^  -7-  =  —  -  -^ 
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et  à  -Tj-  ;  faisant  donc,  pour  abréger  récriture, 

on  aura 

I  ii\  d(ù       ^       idt 

(a6)  Tt  =  ^^-dr- 

Si  Ton  pose  généralement 
la  différentiation  de  l'équation  (22)  donnera  ensuite 

Cela  posé,  on  a 

et,  à  cause  des  formidcs  (22),  (27),  en  remarquant  que  r-r  cslŒ 
fonction  linéaire  et  homogène  des  quantités  q'^ 

Diflércntions  celte  équation  (28)  et  divisons  ensuite  par  il\^ 
aura  après  la  suppression  des  termes  en  ddt^  qui  se  détruisenlt 

■y     H  _(i\  (    ^'T    dat         a'T        \ 

"  dt  -dtZd  \H  H\  dt  "^  jj;  5ç,*V 

rf/  ^q\  di  dr 

EnGu  on  a  aussi,  par  les  formules  (22)  et  (27),  en  faisant  H) 


r 
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du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

(3o  d:—  =  y    (.  -—-4-  Qg^      4.20-—  -h&)-~^S 

Portons  dans  l'équation  (21)  les  valeurs  fournies  par  les  for- 
mules (29),  (3o),  (3i).  Les  termes  multipliés  par  co  disparaissent  en 

dB 
vertu  des  équations  (i 5),  et  le  terme  en  -j:  s'évanouit  aussi,  en  vertu 

de  l'équation  (23).  Quant  aux  termes  multipliés  par  6,  ils  se  ré- 
duisent à  20%  T— «lî  à  cause  des  formules  (i5),  c'est-à-dire  à 

i 

■      k 

D'après  cela,  si  l'on  fait,  pour  abréger. 


(3a)   H..i  =  - 


a  dt  d^jd^i      iqiîqé      T  iqi  ^Çà 

on  aura,  après  une  transformation  facile,  et  parce  qu'il  est  permis 
d'intervertir  les  indices  t  et  A;  sous  le  double  signe  \  « 


8W  -  3'U  = 
(33) 


,11  _  «^  /  V  V    yT        dcck\  _  Y  Y    a'T    da,  dot 

i     k  i      k 


Cette  expression  de  iV  —  d'U  ne  renferme,  comme  on  voit,  que  les 
variations  3q  et  leurs  différentielles^  elle  est  indépendante  de  la 
variation  Sdt  de  l'élément  du  temps. 

5.  D'après  la  formule  (23),  parmi  les  n  quantités  a,  n  —  i  seule- 
ment sont  arbitraires,  et  l'on  peut  exprimer  ces  n  quantités  en  fonc- 
tion de  II —  I  indéterminées  nouvelles.  Je  poserai,  en  conséquence. 
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quel  que  soit  t, 

OU,  pour  abréger, 

(34)  ai=\\i,xmx; 

X 

l'indice  A  doit  recevoir  les  n — i  valeurs  i,  a,...,  (i»  — 1)5  lesn  — 1 
fonctions  u  demeurent  arbitraires^  tandis  que  je  me  réserve  la  faculté 
de  clioisir  à  volonté  les  n(n  —  i)  fonctions  X^^i.  J'établis  dès  a  pré- 
sent entre  ces  fonctions  les  n  —  i  relations  comprises  dans  la  formvk 

(35)  S^^-'^"' 

i 

et  en  vertu  desquelles  les  équations  (a3)  se  trouvent  vérifiées. 
Je  ferai  aussi 


d\i,x  '_J^d*\4,x 


fShi 


(36)  «*=2]-3r'^'  *'=iL-3F 

Il  11 

et 

(37)  P'=2^''»-3r'  >"=2"3r-3r' 


en  sorte  que  Ton  aura 

Alors  si  Ton  pose 

(39)  ='A=^^j|lr(«.(3.  +  a.p.). 


!• 


i     k 


i      k 

puis 


^'^"^  =11 5«  («'î"  -  <  P' j  -^SSj^  («■^'-  «^- 


( 
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I     k 
i     k 

■mmle  (33  )  deviendra 

k  On  a,  par  les  formules  (34)^  (36)  et  (37), 

V     rfXi.jfc  /      dwy,  dxs\\ 

m 

*'^*  ^2j2j    *'^  ""37"  ^^'*' 

1   s'ensuit  que  M  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  des 

—  i)(n — a)  ^.  ,         dwyL  rfcjx  tvt     .  r 
— ^quantités  xsx  --v^  —  gj,i--t->  et  que  IN  est  une  ionc- 

L  homogène  du  deuxième  degré  des  n  —  i  quantités  cr,  laquelle 

ferme,  en  conséquence, termes.  Je  me  propose  de  dispo- 

des  fonctions  indéterminées  X,,x  de  manière  que  Ton  ait  identi- 
iment 

)  M  =  o,     N  =  o, 

'on  voit,  par  ce  qui  précède,  qu'il  suffit,  pour  remplir  cet  objet, 
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d'établir  entre  les  n{n  —  i)  fonctions  X/^x,  un  nombre  de  rdmlions 
égal  à 

(;i  — i)(n  — a)  ^  n(n  — i) _ / ^ _  ,  » 

Ces  (n  —  i)'  équations,  jointes  aux  n  —  i  qui  sont  ocHnprises  dans  la 
formule  (35  )  constituent  un  système  de  n  (i»  —  i)  équations  simul- 
tanées qui  déterminent,  comme  je  vais  le  démontrer,  les  valeurs  des 
n{n  —  i)  fonctions  \i^x  dont  nous  avons  besoin. 

7.  Les  ^ — -'  relations  qu'il  faut  établir  entre  les  fonc- 
tions X|,x  pour  que  M  soit  nulle  sont  comprises  dans  la  formule  soi- 
vante  * 


(46)  ■    '   * 


i      k 


formule  que  Ton  peut  employer,  même  dans  le  cas  de  A  =  |ui,  para* 
qu'alors  elle  se  réduit  à  une  identité. 

Quant  aux équations  nécessaires  pour  que  N  s'évanouissfi 

elles  sont  comprises  dans  la  formule 

k 

I  i     k 


y\  HaXi.xXi.ja  =  O, 


a 

i      * 


OÙ  l'on  fait,  pour  abréger, 

D»T 


d 


(48)  Gu-— jj— -i-j^r^^-^^; 

Ainsi  le  système  simultané  qui  détermine  les  fonctions  X,/»  c»t 
composé  des  é(|uations  comprises  dans  les  formules  (33),  (4^)  ri 


r 
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(  47  )  9  où  les  indices  X,  fi  doivent  recevoir  les  valeurs  i ,  2 , . . . ,  (n  —  i  ) . 
Mais  la  formule  (47)  peut  être  simplifiée-,  si,  en  effet,  on  en  re- 
tranche l'équation  (46)  différentiée,  on  obtient  la  formule  nouvelle 


i49) 


i     k 


i     k 


LA,.Xi,aX/,X  =  o, 


i     k 


OÙ  Ton  a  fait 


<5o) 


U.i  = 


dt 


3'T 


'iqilqi      içiiqt      T  iqi  iqt 


D'un  aatre  côté,  en  différentiant  deux  fois  l'équation  (35),  on  a 


JT 


(5i) 


o, 


i      Ar 


A' 


*Z  ~3i    rfT  '^'Z  ~df?"  *'•'  - 


O. 


Considérons  X  comme  constant  et  donnons  à  ii  les  valeurs  i ,  2, . . . , 
(n  —  i);  les  n  —  i  équations  {49)  et  Téquation  (52)  pourront  être 

résolues  par  rapport  aux  dérivées  du  second  ordre      ,    '  *  D'après  un 

théorème  connu,  le  déterminant  formé  avec  les  coeflScients  de  ces 
dérivées  est  égal  an  produit  de  deux  autres  déterminants  dont  le  pre- 

mier  formé  avec  les  n*  dérivées  du  deuxième  ordre  ^  ,  ^  ,  n'est  autre 

^?i  ^k 

chose  que  ïinoariant  A  de  la  force  vive  considérée  comme  fonction 
des  seules  variables  q'^  et  dont  le  second  X  a  pour  valeur 


(53) 


X  = 


x... 

Xj,i 

•  •  • 

X... 

Xi,t 

• 

Xj,a 

• 

•  •  • 
• 

• 

• 

Xi,i,— 1 

• 

• 
•  •  • 

• 

9'. 

9\ 

•   •   • 

9'. 
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On  aura  donc  des  équations  résultantes  de  la  fiNtne 

(54)  -ir-ix' 

Zi,x  étant  une  fonction  entière  relativement  aux  Xi,^  et  linéaire  par 

rapport  aux  dérivées  du  premier  ordre      *  '^«  Quant  aux  coefi- 

cients,  ils  sont  des  fonctions  déterminées  de  I,  ai^si  que  Tinva- 
riant  A,  lequel  ne  peut  jamais  se  réduire  à  zéro. 

Si  Ton  donne  à  t  les  valeurs  i,  2,...,  n,  et  à  X  les  valeurs  i,  2,.-« 
(n  —  I  ) ,  la  formule  (  54  )  représentera  un  système  de  is  (is  —  i)  équa- 
tions diilérentiellcs  auxquelles  répondra  certainement  un  système 
intégral  renfermant  2n(n  —  i)  constantes  arbitraires.  Ces  arbitraires 
seront,  si  Ton  veut,  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  X^i  et 
leurs  premières  dérivées  pour  I  =  lo  ;  mais,  conmie  ces  valeurs  ini- 
tiales doivent  satisfaire  aux  équations  (35),  (5 1)  et  (46)  après  quon 
y  a  fait  I  =  /o^  et  que  le  nombre  de  ces  équations  est 

/  X       (/i  — i)(n--2) 

il  s'ensuit  que  les  expressions  cherchées  de  nos  fonctions  X^^i  renfer- 

,  (;i— i)  (3/1  —  2)  ,. 

meront  seulement  ^ -^ constantes  arbitraires. 

2 

On  peut  établir  au  surplus  ce  dernier  point  avec  une  entière  ri- 
gueur. Â  cet  effet,  posons 

i      k  i      k 

ce  qui  réduit  Téquation  (46)  à 

(56)  ■  Y,,,!  =  Yîi,,a, 

et  écrivons  la  formule  (5i)  sous  la  forme  suivante  : 


I     il 


Si  Ton  suppose  A  constant,  et  que  l'on  donne  à  fx  les  valeur»  1 


v.aj 
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a,...,  (n — i)î  la  formule  (55)  comprendra  n  —  i  équations,  qui, 
jointes  à  la  formule  (57)  constitueront  un  système  de  n  équations, 

dans  lequel  les  coeiBcients  des  n  dérivées    J*    auront  évidemment 

pour  déterminant  le  produit  AX,  en  sorte  qu'on  aura  des  résultats 
de  la  forme 

P,,x  désignant  une  fonction  entière  des  quantités  Y^,^  et  X^^^, 

Cela  posé,  parmi  les  valeurs  initiales  des  n(n  —  i)  fonctions  X.^x^ 
il  y  en  a  n —  i  qui  sont  déterminées  par  les  équations  (35)  en  fonc- 
tion des  (n  —  i)*  autres,  et  celles-ci  demeurent  arbitraires.  En  outre, 
à  cause  de  la  formide  (56),  les  quantités  Yx,y,  sont  au  nombre  de 

-i -y  et  leurs  valeurs  initiales  peuvent  être  regardées  cpmme 

arbitraires^  la  formule  (58)  détermine  alors  les  valeurs  initiales  des 

dérivées        '*  en  fonction  des  arbitraires  choisies,  lesquelles  sont  au 

nombre  de 

[n  —  ir-\ = • 

2  2 

Les  intégrales  générales  du  système  (54)  ne  peuvent  pas  vérifier 
l'équation  X  =  o,  et  il  est  évident  que  Ton  peut  même,  si  Ton  veut, 
choisir  pour  Tune  des  arbitraires  la  valeur  de  X  qui  répond  à  <==  ^o* 
Il  s'ensuit  que  les  seconds  membres  des  équations  (58)  auront,  pour 
I  ==  /^,  des  valeurs  finies  et  déterminées. 

8.  11  est  nécessaire  pour  notre  objet  que  les  n(n — i)  fonctions 
X,;î„  déterminées  comme  on  vient  de  le  dire,  conservent  des  valeurs 
finies  pour  toutes  les  valeurs  de  t  comprises  entre  /o  et  t^.  Il  faut,  en* 
outre,  que  ces  fonctions  soient  telles,  qu'ayant  fixé  à  volonté  les  va- 
riations 3q^  on  puisse  tirer  des  équations  (34)  des  valeurs  finies  et 
déterminées  pour  les  w  —  i  fonctions  n  ;  car,  s'il  en  était  autrement, 
le  système  des  arbitraires  cr,  que  nous  avons  substitué  au  système 
des  a,  n'aurait  pas  la  même  généralité  que  celui-ci.  Je  dis  que  la 
condition  dont  je  parle  sera  toujours  remplie,  tant  que  le  détermi- 
nant X  ne  se  réduira  pas  à  zéro. 

En  effet,  à  cause  des  formules  (23)  et  (35),  les  n  équations  con- 
tenues dans  la  formule  (34)  se  réduisent  an  —  1  distinctes.  Mais, 
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pour  en  déduire  les  valeurs  des  n  —  i  quantités  u,  on  peut  les  em- 
ployer toutes,  en  remplaçant  les  a  par  leurs  valeurs  tirées  des  for- 
mules (ao),  et  laissant  (O  indéterminée  \  la  valeur  qu'on  obtiendra  dr 
cette  manière  pour  (O  devra  coïncider  avec  celle  que  donne  la  for- 
mule (19).  En  procédant  ainsi,  la  formule  (34)  devient 

(59)  àqi  =  y\i,xm\-h  g^jfùy 

et  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  des  variables  Ux  ^  ^ 
dans  les  n  équations  que  cette  formule  comprend  est  précisément  X. 
La  valeur  de  Ux  restera  donc  finie  tant  que  Ton  n'aura  pas  X  =  o. 
Soit  X^')  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  dans  X  la  dernière 
ligne  hori2M>ntale  et  la  fc'^""  colonne  verticale ,  la  valeur  de  <»  tirée  des 
équations  (59)  sera 

et,  en  la  comparant  avec  celle  que  donne  l'équation  (19),  on  obtien- 
dra la  formule 

laquelle  est  effectivement  identique.  ^^ 

9.  Nous  sommes  actuellement  en  mesure  de  procéder  à  la  démons^ 
tration  générale  du  principe  que  nous  avons  en  vue. 

Les  fonctions  X,,x  ayant  été  déterminées  de  manière  que  les  équa- 
tions (45)  soient  satisfaites,  la  formule  (43)  se  réduit  à 

(61)  3y-a«U=^-2B. 

Si  donc  les  fonctions  X/,x  conservent  des  valeurs  finies,  et  que  le  dé- 
terminant X  ne  se  réduise  pas  à  zéro,  quand  t  varie  de  (•  à  Ij^  la  for 
mule  {12)  pourra  se  mettre  sous  la  forme* 

(62)  «>V=  f  \Bdii 


car  A  est  une  fonction  homogène  et  linéaire  des  variations  df  «  les- 
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quelles  s'évanouissent,  par  hypothèse,  pour  i=io  et  pourl=l|, 
avec  les  variations  des  coordonnées  rectangulaires. 

Or,  par  la  propriété  des  fonctions  homogènes  dont  nous  avons 
déjà  fait  usage,  on  a 

donc  la  quantité  2B  est  précisément  ce  que  devient  la  force  vive  2T 
quand  ou  remplace  q\j  9,, . . .,  q^  par  |3i,  j3,, . . .,  jS,,;  il  s'ensuit  que 
aB  est  essentiellement  positive  et  que  Ton  a,  en  conséquence, 

(63)  3*V>o, 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

A  la  vérité,  la  quantité  âB  s'évanouirait  si  les  quantités  j3  étaient 
identiquement  nulles  ;  mais  le  déterminant  X  étant  différent  de  zéro, 
cela  ne  peut  arriver,  d'après  la  première  des  formules  (37)^  que  si 

les  dérivées  -^  sont  toutes  nulles,  auquel  cas  les  quantités  Ox  se- 
raient constantes,  et  par  conséquent  nulles,  puisqu'elles  se  réduisent 
à  zéro  pour  t=s  t^ei  pour  <  =  <i  ;  les  arbitraires  a  se  réduiraient  donc 
elles-mêmes  à  zéro,  et  les  déplacements  qui  répondent  à  la  caracté- 
ristique S  auraient  lieu  suivant  les  trajectoires  mêmes  des  corps,  hy- 
pothèse qui  doit  évidemment  être  écartée. 

Le  déterminant  X  est  une  fonction  déterminée  du  temps  I,  ou, 
plus  généralement,  de  la  variable  indépendante  qu'on  voudra  choisir, 
et  l'on  a  vu  que  cette  fonction  renferme  dans  son  expression,  comme 

■ 

les  fonctions  X/,\, constantes  arbitraires.  Au  moyen 

de  ces  arbitraires,  on  peut  faire  en  sorte,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  que  X  ait  une  valeur  quelconque  donnée  pour  i  =  <^,  limite  in- 
férieure de  l'intégrale  considérée  V.  Mais,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs que  l'on  suppose  aux  arbitraires,  le  temps  croissant  à  partir 
de  If,  il  arrivera  généralement  que  l'on  aura  X  =  o  pour  une  certaine 
Talcur  de  I,  et  il  pourra  se  faire  aussi  que,  pour  une  certaine  va- 
leur de  I,  quelqu'une  des  fonctions  X/,^  cesse  d'être  finie.  La  plus 
petite  valeur  de  i  pour  laquelle  l'une  ou  l'autre  de  ces  circonstances 
se  présentera  sera  plus  ou  moins  grande  selon  les  valeurs  attribuées 
aux  arbitraires,  mais  elle  pourra  avoir  une  limite  supérieure  1^ 

Buil,  Jes  Seieneet  maihém,  et  astron.,  t.  II.  (Avril  1871.)  o 
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C'est  donc  alors  seulement,  pour  les  valeurs  de  I  comprises  entre  (, 
et  ^Q  +  r,  qu'on  peut  assigner  aux  fonctions  X/.x  des  valeurs  finies 
qui  ne  réduisent  pas  à  zéro  le  déterminant  X  ^  et,  en  conséquence, 
pour  être  en  droit  d'affirmer  que  l'inégalité  (63)  subsiste,  U  faut  sup- 
poser 

L'existence  du  minimum  est  assurée  tant  que  tf  est  inférieur  i 
^t  -h  T  ^  mais  il  peut  arriver  que,  pour  I,  =  1^  -H  t,  il  n'y  ait  plus  de 
minimum.  On  sait  que  diverses  questions  de  maximum  et  de  mini- 
mum conduisent  a  des  conclusions  analogues. 

Examen  du  cas  particulier  des  iystêmes  à  liaiiom  compUUi, 

iO.  Le  principe  de  la  moindre  action  ne  concerne  que  les  systèmes 
dans  lesquels  le  nombre  des  liaisons  est  inférieur  de  deux  unités  lO 
moins  au  nombre  des  coordonnées  des  corps.  Le  cas  de  ti  =  a,qtie 
je  me  propose  d'examiner  ici,  peut  donc  être  regardé  comme  odui 
des  systèmes  à  liaisons  complètes^  au  point  de  vue  des  propriétés  reli* 
tives  à  la  moindre  action. 

Dans  ce  cas,  le  nombre  des  fonctions  X/^x  se  réduit  à  deux,  et, 
comme  X  est  toujours  égal  à  i ,  je  supprimerai  ce  deuxième  indice. 
Ainsi,  en  conservant  toutes  les  notations  dont  j'ai  fait  usage,  on  ann 

(  I  )  Ofi  =  X|  Wf      <Xi  =  Xa  VSf 

et  les  fonctions  Xi,  Xf  seront  liées  entre  elles  par  Téquation 

(^■)  r-r  X, -h  r-r  A,  =  O. 

Le  déterminant  X  a  pour  valeur 

(3)  X  =  9',X.-9'.X„ 

et,  à  cause  de  la  formule  (2),  on  trouve,  en  faisant  usage  de  la  pro* 
priété  des  fonctions  homogènes, 

/\  V    __     '      *^^  V        Y   —  1      *^T  „ 

2  1  Dj,  2T  og, 
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Quant  à  rinvariant  A  de  la  force  vive,  il  a  pour  expression 

et,  si  Ton  pose 

(6)  ®  =  V/é^' 

la  quantité  que  j'ai  désignée  par  aB  aura  pour  valeur 


.=( 


«$)■• 


en  sorte  que  l'expression  de  la  variation  du  deuxième  ordre  de  l'in- 
tégrale V  est,  dans  le  cas  qui  nous  occupe, 

L'équation  différentielle  qu'il  faut  joindre  à  Téquation  (2}  pour 
déterminer  les  fonctions  X|,  Xt  est  fournie  par  la  formule  (47)  ou 
par  la  formule  (49}  du  $  I^  cette  équation  est  la  suivante  : 

(^)     ■       +(G.,.X.-4-G,..X,)^-4-(G..,X.-4-GmX,)^ 
-4-[LmX;-4-(L..,-4-L,.,)X.X,-4-L,.,Xî]  =  o; 

mais  on  a,  par  les  formules  (4)  et  (6), 

(q)  X,  = r-T  0,      X,— =zr-rQf 

et,  en  transportant  ces  valeurs  de  Xi,  Xt  dans  l'équation  (8),  on  ob- 
tient, après  la  suppression  du  facteur  6  commun  à  tous  les  termes, 
l'équation  différentielle  du  deuxième  ordre  en  6 

(.0)  ^  +  Ke  =  o. 

Cette  équation  déterminé  6  en  fonction  du  temps  et  de  deux  con- 
stantes arbitraires^  on  en  conclut  immédiatement  ensuite,  par  les 


Ii6 
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équations  (6)  et  (9),  le  détenninant  X  et  les  fonctions  Xi,  Xf.  Qn 
au  coefficient  K,  en  faisant  usage  des  équations  différentielles 
mouvement,  il  est  facile  de  lui  donner  la  forme  suivante  : 


(II) 


K=- 


aTA 


dt 


I     /„ .     „  DU        „  JU\ 


-4- 


4T»A 


ait»— 


2Ti\ 


où  l'on  a  fait,  pour  abréger  récriture, 


(i^ 


C 


—  2 


D'T     2»T  DT 

M\  M^  M\  ^9» 

D'T    DT   DT 


D»T 

Dç', 

D*T     DT  DT 


Dç',  Dg,  Dg',  Dç, 
D^T     DT  DT 


^q\Mi  Dç',  Dg, 
DH;  /^y_       D'T    D_T  DT 

D'T     DT       ^  ^  _    D'T     DT  D»T    ?T 

Dfl'.Dg',  Dç,       Dg'/  Dg,       Dj'jDg,  Dç^       Dç'^Dç,  ^V/ 

D»T  DT  D'T     DT  D'T     DT         D'T     DT 


D'T/DTy 


•C' —         nV  vV     vT 


O —  AV»  ^-«         ^/i'  ^V    ^^ 


Dg?  Dg 


X  = 


/DTVD'U 


^Ç'i*^?'»  Dg,       M\Mi  Ml       «^ç'iDç,  Dç, 
DT   DU 
Dç',  Dg,* 

DT   DT     D»U         /D£Y^'^ 


Dg',  Dg',  bq^M^ 


S  in. 

Application  de  la  théorie  précédente  au  mous*tmeni  eUipliftt 

dei  corps  célestes» 

H.  Pour  éclaircîr  la  théorie  que  je  viens  de  présenter,  j*fn  fc 
Tapplicatiou  au  cas  très-simple  du  mouvement  elliptique  des^ 
nctes,  qui  a  été  déjà  Tobjct  des  recherches  de  quelques  géotnèCKi* 

Si  Ion  désigne  par  qi  et  ft  deux  coordonnées  rcctangoltires  t^ 


r 
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■èle,  situées  dans  le  plan  même  de  l'orbite,  on  pouiTa  poser 


aT  =  g'.'+g;'; 

'on  aura 

5T 

•C=o»    •C.  =  o,    4L»  =  o- 

jt  formule  (i  i)  du  §  II  donne  en  conséquence  la  valeur  suivante 
coefficient  K  : 

Soient  r  le  rayon  vecteur  de  la  planète,  e  Texcentricité  de  Torbite 
iptique,  a  le  demi-grand  axe,  et  n  le  moyen  mouvement^  on  aura 

I  u  =  îîl^', 

r 
b 

I    ?.?,-^i?^.='»«Vi-«s  ?;+?;  =  — ^-7 — ^• 

Au  moyen  de  ces  formules,  Texpression  (a)  de  K  se  réduit  à 

12.  L'objet  que  nous  avons  ici  en  vue  est  l'intégration  de  Téqua- 
11(10)  du  sn,  savoir  : 

18,  pour  exécuter  cette  intégration,  il  est  nécessaire  de  transformer 
[nation.  Soient  {^  Vanomalie  vraie  de  la  planète,  et  ({/  Vanomalie 
ie  du  point  de  l'ellipse  diamétralement  opposé  au  Heu  de  la  pla- 
B^  c'est  l'angle  <f^  qu'il  convient  de  choisir  pour  variable  indépen- 
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dante.  On  a,  par  la  théorie  du  mouvement  elliptique  ou  par  les  far- 
mules  (4)9 

(6)  dl= »     r=— i ^; 

^    '  na}^\  —  e^  i-4-ecosv 

on  a  aussi 

(7)  aa  —  r^= — : r» 

^''  i+ecos^f 

et 

(8)  tang-i^tang-^rr^Y^;^; 
d'où  Ion  conclut 

Cela  posé,  je  ferai 


(10)  0  =  ^2ar— r'iî, 

d*où  il  résulte 


( 


r  d'-=i=i 


on  trouve  d'ailleurs,  par  les  formules  précédentes, 


rf» 


,     .       , :      i/aar — r*       (2/1  —  1*)'        3a  (a  —  r) 

et  en  portant  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  dans  récjuation 
en  0,  celle-ci  devient 

(.3)  _  +  i2  =  o. 

Soit  <pt  la  \  aleur  de  l'anomalie  ^  à  l'époque  i^=t^^  limite  inférieurf 
de  l'intégrale  que  nous  voulons  considérer*,  l'intégrale  générale  df 
l'équation  (i3)  sera 

ûf  et  g  étant  les  deux  constantes  arbitraires  introduites  par  Tinti^ra- 
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tion^  la  première  de  ces  arbitraires  est  évidemment  la  valeur  de  a 
l'époque  /#.  Comme  on  a 

(i5)  X  =  na(2a  — r)î2, 

si  Ton  veut  revenir  au  déterminant  X,  et  que  l'on  désigne  par  X^, 
To  les  valeurs  de  X,  r  pour  I  =  lo)  on  aura,  au  lieu  de  la  formule  (14)9 

(,6)  X=-?^^^"'^sin(^;-^;>-|-g), 

11  est  évident  qu'on  peut  toujours  ramener  l'angle  arbitraire  g  entre 

les  limites et  H — >  tt  désicniant  la  demi-circonférence  dont  le 

22  ° 

rayon  est  i .  D'après  cela ,  si  g  est  négatif  et  égal  à  —  7,  le  temps 
croissant  à  partir  de  i^j  le  déterminant  X  s'annulera  pour  iff^i  4^0+ y, 

y  étant  <  -•  Mais  si  l'on  donne  à  g  une  valeur  positive,  X  ne  s'éva- 

nouira  qu'à  l'instant  où  Ton  aura 

Et,  puisque  g  est  arbitraire,  on  peut  lui  supposer  une  valeur  aussi 
petite  que  l'on  voudra,  pourvu  cependant  que  cette  valeur  ne  soit 
pas  zéro.  Si  donc  on  désigne  par  lt+  r  la  valeur  du  temps  I  lorsque 
l'anomalie  (|/  devient  égale  à  ^j/o  +  ff,  on  pourra  assigner  aux  fonc- 
tions X|,  X]  des  valeurs  finies  qui  n'annulent  le  déterminant  Xpour 
aucune  valeur  de  i  comprise  entre  (^  et  fj,  pourvu  que  Ton  ait 
'i<! 'o"^~  *^  ^'î  ^^  conséquence,  l'intégrale  V  sera  un  minimum. 
Cette  conclusion  s'accorde  avec  les  considérations  générales  que  j'ai 
présentées  à  la  fin  du  §  1. 

L'intervalle  de  temps  7,  pendant  lequel  le  principe  de  la  moindre 
action  subsiste  certainement  d'après  mon  analyse,  répond  à  un  arc 
d'ellipse  qui  peut  être  inférieur,  égal  ou  supérieur  à  la  moitié  de 
l'orbite.  L'origine  a  de  cet  arc  ayant  été  choisie  à  volonté,  pour  avoir 
son  extrémité  a  il  suffit  de  mener  la  corde  a  a  par  le  deuxième  foyer 
de  l'ellipse,  car  il  est  évident  que  relativement  à  ce  deuxième  foyer, 
pris  pour  origine,  les  coordonnées  de  la  planète  analogues  à  r  et  ç' 
sont  2a  —  r  et  (|/  —  tt. 

43.  Si  l'on  a 

/,  =  /,-Ht,    ou     /,>/.-i-T, 
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le  minimum  n'a  plus  lieu.  En  toute  rigueur,  cette  proposition  ne  re- 
suite pas  de  l'impossibilité  de  déterminer  des  fonctions  Xi,  X,  répoo- 
dant  à  un  déterminant  X  qui  ne  s'annule  pas  quand  I  varie  de  (|  à/,; 
mais  on  peut  l'établir  très-simplement  par  le  moyen  de  nos  formales. 
Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  formule  (61}  du  $  I  donne 

(.,)  ôY_i.u  =  ^tf^^â^:i^-(Pj  +  pj), 

et  l'on  a 


On  a  aussi 


et,  par  suïie, 


2L--L0 
na  na 


Si  donc  on  fait 

(18)  ilm=6. 


il  viendra 


.-iilfl 9xr 


(19)  «.  =  ^e,  a,=-iLie, 

^  na  na 

puis,  en  remplaçant  dt  par  sa  valeur  tirée  de  la  seconde  des  for- 
mules (9^,  

et,  à  cause  de  la  seconde  des  formules  (4;? 
On  conclut  de  là,  en  faisant  usage  des  mêmes  formules, 
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on  a  d'ailleurs,  par  la  formule  (i3), 

~d^'^\    d^    )~       ' 
en  sorte  que  la  formule  (17),  multipliée  par  dl,  devient 


(21)  (i^  —  S'\i)dt 


=..A-^[l(|)--..].,. 


G^tte  formule  ne  renferme  plus  la  fonction  ù^  et  elle  coïncide  avec 
celle  qu'aurait  donnée  la  formule  générale  (33)  du  §  I. 
Comme  on  a 

les  formules  (19)  et  (6)  donnent 

^  r^['ka  —  r)dv 

mais,  à  cause  de 

^,  =  r  cos  V,     qt=  r  sin  v, 
on  a 

dqidqi'~dqiiqi=  r[irdv  —  driv)\ 
donc 

(22)  6  =  -T^^ \\^^—r^A^ 

^      '  r(2a—  r)  \  dv     ) 

ou,  a  cause  de  -r-  =  -rr» 
'  ai'       a^J^ 


^      '  r(2a  —  r)\         d^   ^ ] 

La  quantité  0  s'annulant  aux  limites,  c'est-à-dire  pour  ({^  =  <{/^  et 
pour  (p  =  ^1 ,  la  formule  (  1 2  )  du  §  I  et  notre  formule  (21)  donneront 

(24)  «•Vrrinfl'v'i-e'J      (rfXÏ-^'j^^'- 

Cette  expression  de  la  variation  ()*V  subsiste,  quelles  que  soient 
les  limites  ^^^  ^1  \  elle  nous  permettra  de  justifier  l'assertion  que  nous 
avons  émise.  Si  l'on  a  ({^1  <^  ^^  +  tt,  on  pourra  poser  0  s=  îî C7,  û  ayant 
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la  valeur  donnée  par  la  formule  (14)9  et  l'on  ramènera  ainsi  la  for- 
uiule  (24)  à  la  forme  suivante  : 

que  nous  avions  d*abord  obtenue. 

14.  Le  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir  peut  se  traduire 
eu  un  théorème  d'analyse  qui  mérite  d'être  remarqué,  savoir  : 

Si  0  désigne  une  fonction  qui  reste  continue  quand  la  variabk  ^  rrott 
de^o  k^i^et qui  s^annuk  pour  ^  =  ^0  ^i^i  ftie  pour  ^z=zf^^^  rinté- 
grale 

ne  peut  jamais  être  nulle  ni  négative  lorsqu'on  a 

à  moins  que  la  fonction  One  se  réduise  identiquement  d  zéro. 
J'ajoute  que  : 
i«  Si  l'on  a 

la  même  intégrale  peut  être  nulle ^  mais  non  négative; 
'A^  Si  Von  a 

/  'intégrale  peut  être  positive,  nulle  ou  négative. 

C'^onsidérons  d'abord  le  cas  de  (p|  ^  <ffo  +  ^1  et  désignons  par  t  nnf 
quantité  inûniment  petite.  L'intégrale  (â5)  pourra  se  décomposer  en 
deux  parties,  savoir  : 

Comme  0  s'annule  j>our  ^  —  ^1  vt  qu'elle  est  fonction  continue  df 
•^,  elle  prendra  une  valeur  infiniment  petite  |K)ur  ^  =  ^i  —  «;  je  n^ 
présenterai  celte  valeur  par  r,-/{/i  —  ^t — c)  ouïï'it  —  f\  et  jctranf- 
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formerai  la  première  de  nos  deux  intégrales  en  posant 

e=x+.{4,-|.).  d'où  ^  =  ^  +  >,. 

Alors  l'intégrale  (a5)  ou  la  somme  (a6)  se  trouvera  décomposée 
comme  il  suit  : 

(27)         {       H-  /    '    '[*l'-2ï)X(»J;-»J;, )+»)'( +-<!'. )']</(}' 

1  Je. 


tm-^h- 


La  variable  nouvelle  X  s'annule  pour  ^  =  ^0  et  pour  ^  =  ^1  —  e  *, 
d*ailleurs  ^^  —  «  <  4^0  +  ^  î  donc  la  première  partie  de  la  somme  (  ay  ) 
ne  peut  être  ni  nulle  ni  négative,  mais  elle  peut  être  inûniment  pe- 
tite. La  deuxième  partie  est  nulle,  puisque  X  s'évanouit  aux  limites, 
cl  la  troisième  partie,  qui  peut  avoir  un  signe  quelconque,  est  inûni- 
ment  petite,  à  cause  du  facteur  m  qui  multiplie  tous  ses  termes.  Quant 
h  la  dernière  partie  de  la  somme  (27),  elle  ne  peut  être  négative  que 
si  elle  est  infiniment  petite,  puisque  0  est  infiniment  petit  entre  les 
limites  ^1  —  e  et  (|/|.  11  résulte  de  là  que  la  somme  (27)  ou  l'inté- 
grale (25)  peut  être  nulle,  mais  qu'elle  ne  saurait  être  négative. 

En  particulier  l'intégrale  (sS)  sera  nulle  si  l'on  prend 

9  =  csin(4/  — 4^.), 
c  étant  une  constante  arbitraire. 

15.  Si  l'on  a  ipi  >  ^0  4-  ^î  l'intégrale  (  20  )  peut  être  positive,  nulle 
ou  négative^  c'est  ce  qu'il  est  facile  d'établir  par  un  exemple.  Soit 

c  étant  une  constante  ;  l'intégrale  (  20  )  aura  pour  valeur 


-"'I  ■"""("  1:4:)  "1" 
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Si  Ton  fait,  pour  abréger, 


r'"""("^)^*='^ 


on  trouvera  aisément,  en  supposant  m  ^  -i 


j;>'"-- ("  î^)  -  K-^:)"* = i^  "■• 


et  il  s'ensuit  que  l'on  a 

'*•  /  de 


(^,-n'^'^  =  ; rn r^U^(m  -  m')(m- m'], 

^,    \d<^'         /    ^      (am— i)(<J;,-«J;,)'      *  '* 

en  posant 

»''=(^)--*^\/(î^ï^. 


"•=(^-)'-^v/(*^-)'- 


il  est  facile  de  s'assurer  que  m' est  >  -•  La  formule  (28)  montre  que 
rinlégralc 


est  positive  si  Ton  prend  m  <^  m' ou  m  ]>  m"  ;  elle  est  nulle  si  l'on 
fait  m  =  m' ou  m  =  m^;  enfin  elle  est  négative  si  Ton  donne  à  m  une 
valeur  comprise  entre  m' et  mf\ 

Si  Ton  suppose  ^j  =  ^j^©  -h  ^^  on  a  m' =  mf=z  i\  alors  Tinlégrak 
s*annule  pour  m  ==  i ,  et  elle  est  positive  pour  toute  autre  valeur  dru- 
Enfin,  lorsque  ^^i  <C  4^0  "+■  ^^  '^*  quantités  m',  m''  sont  des  imaginaires 
conjuguées,  et  l'intégrale  est  constamment  positive,  ce  qui  s*accorik 
avec  la  proposition  du  n**  14. 

On  peut  conclure  de  ces  développements  que,  dans  le  cas  du  ffloo- 
vement  elliptique  des  planètes^  le  principe  delà  moindre  action  o^ 
s'applique  pas  au  delà  de  la  limite  que  nous  avons  assignée. 
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itmiuimN  siini  n  iiruE  d'iki  toiiTioN  des  smicis  dd  segohi  ardre 
GORmiRT  SIX  pems  MiiniS; 

Pah  Am.  HANNHEIH. 


Si  l'on  joint  deux  points  d'une  conique  à  quatre  points  quelcon- 
ques de  cette  courbe,  on  obtient  toujours,  comme  on  sait,  deux  fais- 
ceaux ayant  mêmes  rapports  anharmoniques. 

Cette  propriété,  que  l'on  peut  énoncer  de  plusieurs  manières,  est, 
avec  la  propriété  qui  lui  est  corrélative,  le  point  de  départ  fondamen- 
tal de  M.  Chasles  dans  son  beau  traité  des  coniques. 

Je  me  suis  proposé  de  chercher  une  propriété  analogue  relative  aux 
surfaces  du  second  ordre. 

Pour  y  arriver,  j'établis  d'abord  une  démonstration  de  la  propriété 
des  coniques  citée  plus  haut,  démonstration  dans  laquelle  je  ne  fais 
intervenir  que  cette  seule  définition  des  courbes  du  second  ordre  : 
tlks  ne  rencontrent  une  droile  qu'en  deux  pointi. 

En  reproduisant,  pour  ainsi  dire,  cette  démonstration  dans  le  cas 
des  surfaces  du  second  ordre,  j'arrive  immédiatement  à  la  solution 
cherchée. 

Prenons  deux  points  o  et  o'  sur  une  ligne  du  second  ordre.  Joi- 
gnons le  point  0  à  quatre  points  a,  b,  c,  m.  Joignons  le  point  o'  au\ 
mêmes  points.  Nous  allons  supposer  fixes  les  points  a,  b,  c  et  laisser 
mobile  le  point  m. 

Ce  point  décrira  la  courbe  et  peut  être  considéré,  à  chaque  instant, 
comme  déterminé  par  l'intersection  des  rayons  otn,  o'fli.  Sur  une 
droite  issue  du  point  o,  nous  ne  devrons  trouver  qu'un  seul  point  ni, 
en  vertu  de  la  définition  des  lignes  du  second  ordre.  INous  voyons 
ainsi  qu'à  la  droite  om  ne  correspond  que  la  droite  o'm,  et  de  mémo 
à  la  droite  o'm  ne  correspond  que  la  droite  om. 

Pour  fixer  la  direction  de  ces  droites,  nous  les  considérerons  comme 
faisant  partie  des  faisceaux  ayant  pour  sommets  o  et  o'. 

Appelons  r  l'un  des  rapports  anharmoniques  du  faisceau  oa,  ob^ 
oe,  om.  De  même,  appelons  r'  le  rapport  anharmonique  du  faisceau 
o'a,  o'6,  o'c,  o'm,  en  ayant  soin  d'établir  ce  rapport  anharmonique 
comme  dans  le  premier  faisceau. 

Prenons  r  et  r'  comme  variables;  il  résulte  d'une  remarque  pré<^^C' 
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(lente  qu*à  uue  valeur  de  r  ne  correspond  qu'une  valeur  de  r^  et  réci- 
proquement. 

L'équation  d'une  ligne  de  second  ordre,  en  employant  les  varia- 
bles r  et  r^  est  donc  de  la  forme 

Arr'4-Br-4-Cr'  -+-D  =  o. 

Nous  devons  exprimer  que  les  points  a,  6,  c  appartiennent  a  la 
courbe;  lorsque  le  point  m  coïncide  successivement  avec  Ton  on 
Tautrc  de  ces  points,  r  et  r*  deviennent  successivement  nuls,  infinis 
ou  égaux  à  Tunité. 

Pour  que  Téquation  précédente  soit  vérifiée,  lorsque  r  et  r*  sont 
nuls,  elle  ne  doit  pas  renfermer  de  terme  indépendant  des  variables. 

Pour  être  vérifiée  parles  valeurs  infinies  de  r  et  r',  elle  ne  doit  pas 
non  plus  contenir  de  terme  en  tt\  L'équation  est  donc  déjà  réduite  à 

Br-4-Cr'=o, 

Pour  que  r  et  r',  égaux  à  l'unité,  vérifient  cette  équation,  on  doit 

avoir 

B  4-  C  =  o, 

d'où 

B  =  ~C. 

L'équation  est,  par  suite,  réduite  «i 

r=  r  • 

Cette  équation  exprime  la  propriété  qu'il  s'agissait  de  démontrer; 
elle  est  l'équation  la  plus  simple  des  lignes  du  second  ordre  détermi- 
nées par  cinq  points. 

Opérons  maintenant  de  même  pour  arriver  à  une  équation  des  sur- 
faces du  second  ordre,  v\\  adoptant  cette  définition  de  ces  surfaces  : 
e/fes  nt  rencontrent  une  droite  qu'en  deux  points. 

Prenons  trois  points  o,  o\  o"  sur  cette  surface  et  quatre  points  «,  i, 
c,  m.  Par  la  droite  oo'  et  chacun  de  ces  dernicTs  points  faisons  passer 
des  plans  ;  de  même  pour  la  droite  o'o"  et  la  droite  o^. 

Nous  aurons  ainsi  trois  faisceaux  de  plans.  Si  nous  imaginons  que 
les  trois  plans  qui  contiennent  un  point  mobile  m  de  la  surface  soient 
seuls  \  ariables,  nous  pourrons  fixer  la  })Osition  de  ces  plans  au  moyen 
de  rapports  anharmoniques  r,  r\  r"  comptés  de  la  même  manière. 
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Si  l'on  donne  deux  de  ces  rapports,  on  aura,  par  suite,  la  droite 
d'intersection  de  deux  plans,  droite  passant  par  Tun  des  points  0, 0' 


WJL    o". 


£t,  comme  sur  cette  droite  on  ne  doit  plus  trouver  qu'un  point  de 
surface,  la  relation  qui  existe  entre  les  trois  rapports  ne  doit  donner 
rs  qu'une  seule  valeur  pour  le  dernier.  Cette  relation  est  donc  de 
WL   forme 

ArrV  -f-  Brr'  -4-  Crr'+  Dr'  r"  -4-  Er-4-  Fr' -4-  Gr'^  H-  H  =  o. 

Comme  précédemment,  on  voit  immédiatement  qu'elle  ne  doit  con-* 
tesiir  ni  le  terme  indépendant  ni  le  terme  en  rr'r".  E^le  est  donc  de 
\m,  forme 

Brr'  -H  Crr"  -4-  Dr'r"  -4-  Er  -i-  Fr'  -f-  Gr"  =  o. 

En  outre,  dans  cette  relation,  et  pour  qu'elle  soit  vérifiée  lorsque 
r^  r',  r"  sont  égaux  à  l'unité,  la  tomme  des  coefficients  doit  être  nulle. 
De  plus,  puisque  dans  le  plan  00'0'MI  y  a  des  points  de  la  sur- 
faire, cette  équation  doit  être  vérifiée  pour  les  valeurs  de  r,  r\  r"  corres^ 
fwiiant  à  Vun  de  ces  points.  Ces  valeurs  sont  les  rapports  anharmo- 
niques  des  trois  faisceaux  qu'on  obtient  en  supposant  le  point  m  dans 
le  plan  00' 0". 

L'équation  que  nous  trouvons  ainsi  est  alors  l'équation  des  sur- 
faces du  second  ordre,  qui  contiennent  les  six  points  donnés  o,  0', 
<>*j  a,  6,  c.  Elle  renferme  cinq  coefficients  liés  entre  eux  par  deux 
^dations  \  trois  seulement  sont  donc  arbitraires.  Ces  surfaces  du  se- 
^nd  ordre  peuvent  donc  encore  être  assujetties  à  passer  par  trois 
ï^ouveaux  points. 

En  terminant,  je  ferai  remarquer  que,  pour  l'étude  de  certaines 
<^ari>es  ou  surfaces  de  degré  supérieur,  il  peut  être  utile  de  considérer 
'^s  systèmes  de  coordonnées  dans  lesquels  les  variables  sont  des  rap- 
ports anharmoniques.  Ces  systèmes  de  coordonnées ,  signalés  depuis 
longtemps  par  M.  Chasles,  ne  nous  paraissent  pas  avoir  assez  fixé 
I  attention  des  géomètres. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

RICHELOT  (F.-J.).  —  Die  Landensche  Transformation  in  ihrer 
Anwendung  auf  die  Entwickelbng  der  elliptischen  Func- 
TiGHEN.  —  Kônigsberg,  Verlag  von  Hubncr  uncl  Matz,  1868  (*). 

Depuis  Jacobi,  la  théorie ilcs  fonctions  elliptiques  a  toujours  occupé 
tme  large  place  dans  renseignement  des  Mathématiques  à  TUniver- 
sité  de  Kœnigsberg.  Le  cours  de  M.  Richelot,  le  successeur  de  Ja- 
cobî,  a   exercé  une  influence  considérable  sur  le   développement 
de  cette  branche  de  l'analyse,  qui  a  fourni  des  thèses  à  la  plupart 
de  SOS  élèves.  M.  Richelot  a  pour  habitude  de  varier  sans  cesse  le 
point  de  départ  de  son  cours,  et  d*aborder  sa  théorie  favorite  par 
les  chemins  les  plus  divers.  Tantôt  il  s'appuie  sur  les  propriétés  des 
fonctions  doublement  périodiques  (exposées  par  Jacobi,  dès  1829, 
dans  ses  premières  leçons),  tantôt  sur  la  transformation,  sur  la  multi- 
plication, siur  les  produits  infinis,  sur  les  fonctions  0  (  que  Jacobi  pre- 
nait pour  point  de  départ  dans  son  cours  de  1 836) ,  ou  sur  tel  autre  prin- 
ciped'ou  il  est  possible  de  pénétrer  au  cœur  delà  théorie.  Par  malheur, 
M.  Richelot  n'a  pu  se  décider  à  publier  cet  enseignement  si  fécond  ; 
il  a  été  retenu  surtout  par  le  désir  d'attendre  d'abord  l'impression 
des  leçons  de  Jacobi,  laquelle,  quoique  préparée  depuis  longtemps 
p^M.  Rosenhain,  parait  avoir  rencontré  des  obstacles  imprévus. 
En  attendant,  quelques-unes  des  méthodes  de  M.  Richelot  ont  passé 
dans  les  travaux  pid>liés  par  ses  anciens  auditeurs  ',  c'est  ainsi  que 
Ion  retrouve  dans  l'ouvrage  de  M.  Durègc  un  procédé  exposé  par 
M.  Richelot,  vers  1842,  pour  déduire  de  la  transformation  indiquée 
pvLanden  le  développement  des  fonctions  elliptiques  en  produits 
u^is.  La  même  transformation  peut  conduire  au  développement 
de  ces  fonctions  en  séries,  et  cette  marche  est  d'autant  plus  intéres- 
*^te  qu'elle  jette,  pour  ainsi  dire,  un  pont  des  travaux  de  Legendre 
*ux  idées  de  Jacobi.  Une  lettre  de  M,  Schroter,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Breslau,  a  déterminé  M.  Richelot  à  livrer  à  la  publicité  ce 


(')  RianLOT,  La  tramfomuuion  de  Landen  appliquée  au  développement  des  fonctions 
^^liptifues.  Kœni({tbcrg,  Habner  et  Matz.  Brochure  in-4<*  de  60  pa(;cft. 

Bmil,  des  Scientee  mathim,  et  attron.,  t.  II.  (Mai  1871.)  9 


En  même  temps,  nous  avons 

la  même  transformation,  répétée  n  fois,  conduit  k  l'argument 

et  l'expression  de  sinamw  devient 
sin  amu 

Pour  n  =  00  ,  on  a 

rt  le  sinam(mod.  i)  devient  la  tangente  hyperbolique.  On  i 
ainsi  à  l'un  des  produits  infinis  qui  représentent  sin  amu.  Les 
duits  infinis  pour  cosamu  et  Aamu  s'en  déduisent  par  des  trai 
mations  faciles,  ou  bien  on  les  forme  directement,  &  l'aide 
relation  suivante 

I  —  Ar'sin'amasin'amu 
_(i— fr'*sin»ama'sin»am£i')fi— Ar'»sin»am(tf'-HK')8in»am 


r 
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iabien  cos'amu,  en  faisant 

a=:K-f-iK„     d'où    a'  =  |K'-f-iK',; 

dUns  les  deux   cas,  sîn*  ama'=  sin' am(a'-4- K'),  et  l'expression 
commune  de  Aamii  et  de  cosamu  devient 

I  —  /r'*  sin'ama'  sin'am  u! 
Aamii' 

La  dérivée  logarithmique  de  Aamu'  donne  ensuite  le  développe- 
ment de  sinamu  en  lérxe  infinie,  puisque 

,    .  c/logÂamu' 

au 

Les  séries  infinies  pour  cosamu  et  pour  Aamu  se  déduisent  faci- 
lement des  deux  relations 

-r  Aamtt=:  Aamw'-4-Aam(a'-+-  K'), 

\  (mod.A-'). 
cosamur=:Àami<'—  Aam(<i'-h  K'), 


On  a  d'ailleurs  aussi 

cfsinamfe  .  ,         #  .     .  ,       ,   ,      v/» 

=  —  sin'amw'  +  sin'am(u'-+-K  ), 

du 

et 

I  -+-  A-sin*amu  =  sin'amii'-hsin'am(a'-|-  K'); 

les  formules 

^Z(«)  =  Z(«')4-Z(i«'  +  K'). 

\  imod.A-'), 
-^sinam«  =  Z{«')-Z(«'-t-K'),  I 

^ui  se  déduisent  des  deux  précédentes  par  une  intégration  facile, 
Poumissent  également  le  développement  de  sinamu,  ainsi  que  celui 
des  intégrales  de  deuxième  espèce.  Pour  les  intégrales  de  la  troisième 
espèce  on  aurait  la  relation 

n{tt,  a)  =  n(u',  a')4-n(a'-4-K',  a'H-K')     (mod.*'). 

9- 
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M.  Richelot  montre  encore  que  le  même  procède  peut  fournir  If 
développement  de  la  fonction  0,  de  sorte  que  toute  la  théorie  pour* 
rait  être  fondée  sur  la  transformation  de  Landen.  Legcndre  en  a  tiré 
un  très-bon  parti,  notamment  pour  ses  méthodes  d'approximation; 
mais  il  n'a  jamais  soupçonné  toute  la  portée  de  la  formule  du  géo- 
mètre anglais.  S'il  avait  eu  seulement  l'idée  d'introduire  la  fbnctioD 
Z  à  la  place  de  l'intégrale  de  deuxième  espèce  E,  il  est  probable 
qu'il  n'aurait  pas  laissé  tant  à  faire  à  Jacobi. 

Dans  une  lettre  de  M.  SchriHer,  que  M.  Richelot  reproduit,  on 
trouve  la  remarque  que  la  transformation  de  Gauss  est  susceptible 
d'une  application  analogue.  Elle  fournit,  en  effet,  la  relation 

(mod.A*), 


sinamii       sinamu*      sinam(u*-M'K*) 
qu'on  pourrait  écrire 

K  A" 
|Tjy^sinama  =  sinam(w»-t-y«KJ)H-sinam(tt»— JiK*), 

vt  ainsi  de  suite.  Ici  les  modules  convergent  vers  la  limite  zéro,  tandis 
que  la  limite  des  modules  ascendants  de  Landen  est  Tunité.  M.  Ri- 
chelot fait  observer,  à  ce  propos,  que  la  transformation  de  Gaass 
peut  se  déduire  de  celle  de  Landen  à  Taide  de  la  substitution 

tang9=  isin^,     tango'=isinv|;', 

et  que  d'autres  substitutions  fournissent  encore  quatre  transforma- 
tions du  second  ordre  qui  pourraient  au  même  titre  remplacer  k 
transformation  de  Landen.  ]\L  Richelot  donne  des  tableaux  très- 
commodes  pour  ces  substitutions,  qui  le  conduisent  i  parler  des 
six  classes  de  Jacobin  et  d'un  algorithme  de  substitution  que  l'oa 
appelle  quelquefois  la  clef.  11  termine  par  des  considérations  inté- 
ressantes sur  le  théorème  de  Landen  et  sur  la  construction  géomé- 
trique de  la  transformation  qui  en  dérive. 

•Vous  croyons  être  utile  à  nos  lecteurs  en  reproduisant  ici  les  ta- 
bleaux I  et  II  de  M.  Richelot  réunis  en  un  seul.  Chactuie  des  six 
lignes  horizontales  peut  en  remplacer  une  autre.  Pour  abréger,  nous 

écrivons 

sn  ti,  cnut  dnUf 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES. 
k  la  place  de 

sînam(u,  k),    cosam(u,  k),    Aam(u,  k). 
La  comparaison  des  deux  premières  lignes  donne,  par  exemple, 

dnu 


SD(tU,  *,)  =  !- 


cn(iu,  /r,)  = 


in{iu,  k,) 


En  même  temps,  on  voit  que  le  quart  de  période  K  de  l'argument 
est  remplacé  par  K],  la  demi-période  ÎKi  par  tK,  et  q  par  q,.  La 
formule 

sn((i-i-K) 
devient,  par  conséquent, 

5n(jM  +  K„  fr,)= 


dnu 

cnfi'ti,  ^i)  _    I 
dn(iu,  k,)      doH 


ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose. 


sn[i(«— i"K.),*.l  =  i 


cn(u  —  iK,)      dnu 


On  peut  donc  employer  pour  ces  transformations,  à  volonté,  les 
«  périodes  de  l'argument  »  ou  les  ir  périodes  de  u  » . 


moutsiM 

rtiioDu 

ptnioDii 

«■wi*- 

M 

ï 

•IlIplIUI». 

■" 

1. 

. 

i 

*, 

K 

(K, 

sn„ 

.nu 

du» 

K 

iK, 

». 

•■- 

». 

à 

K. 

l'K 

T. 

'^ 

zhi 

d..u 

-.K. 

K 

III. 

is 

î 

ii. 

iK-UK, 

i»K, 

5' 

«•nu 

dn» 

.„„ 

h-,K, 

•K, 

IV. 

-*." 

l'A 

y. 

A,K 

-*,K-t-i*,K, 

-f 

~*'inr7, 

sH 

et; 

-K 

K-/K. 

T. 

-ii,u 

i 

,AK-*-*,K. 

ii,K 

-î* 

-,^î^ 

^ïïll 

cTÏ 

-K+.K, 

-K 

Tl. 

itu 

i 

ï 

*K, 

i*K4-*K, 

— î. 

'■'^ 

ù. 

5fI 

—  .K, 

K-iK. 
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I. 

NEOVIUS  (V.). LÀROBOK   I  MINSTA  QVDRAT-lfETODEN.  AiM>,     iSjO.  ^J 

In-8®,  109  p. 

Tel  est  le  titre  d'un  petit  Traité  en  suédois  sur  la  méthode  des 
moindres  carrés.  Il  est  divisé  en  quatre  chapitres  :  le  premier  est  cou» 
sacré  à  des  recherches  théoriques  sur  la  probabilité  des  erreurs  d'ob*  *f 
servation  ;  le  second  enseigne  h  trouver  les  valeurs  les  plus  probables  • 
des  inconnues  qui  entrent  dans  un  système  d'équations  linéaireS| 
dont  le  nombre  est  plus  grand  que  celui  des  inconnues;  le  troisième  ... 
chapitre  traite  de  la  précision  des  observations  et  des  erreurs  pro-    " 
bables  des  valeurs  que  Ton  en  déduit  \  dans  le  quatrième,  eniiii^  l'ao» 
teur  donne  des  règles  pratiques,  des  exemples  et  des  modèles  de 
calcul  qui  servent  à  mieux  éclairer  les  applications  de  la  méthode.         , 

Le  travail  est  fait  avec  soin,  et  peut  servir  de  guide  praticjue  pour 
les  amateurs  des  sciences  d'observations.  Mais  il  semble  que  Tautmir 
n'ait  pas  eu  occasion  de  consulter  les  Mémoires  originaux  et  clas- 
siques de  Gauss  \  autrement,  il  aurait  mis  plus  de  rigueur  dans  les 
considérations  théoriques.  Par  exemple,  il  n'aurait  pas  con fonda,  ^ 
comme  il  le  fait,  la  probabilité  d'ime  erirur  i'  avec  la  probabilité  que 
l'erreur  est  comprise  entre  deux  limites  infniiment  voisines  v  et 
V  -k-  d{f.  Mais,  sans  entrer.dans  les  détails  d<!  l'expositiim^  nous  dirons 
seulement  un  mot  sur  l'hypothèse  qui  lui  a  ser>i  de  [nnui  de  départ. 

Suivant  l'exemple  de  M.  Ilagen,  l'auteur  admet  que  Terreur  qui 
aflecte  une  observation  quelconque  est  composée  d'un  nombre  infini 
d'erreurs  élémentaires  intiniment  [letites,  égales  eiitn*  elles^  mais 
pouvant  être  indistinctement  positives  ou  négatives.  CVest  là  une 
hypothce  que  nous  ne  saurions  approuver,  d'abord  parce  qu'elle  n'est 
justiiiée  par  aucun  raisonnement  tant  soit  ]>c*u  plausible,  et  ensuite 
parce  qu'(*lle  n'a  pas  même  l'avantage  formel  de  suilire  à  elle  seule 
pour  en  déduire  la  loi  de  la  probabilité  des  erreurs.  (l'est  ce  que 
nous  allons  montrer  par  l'analyse  suivante  : 

Soit  a  la  grandeur  absolue  de  chacune  des  erreurs  élémentaires, 
2 m  leur  nombre  total,  et  considérons  une  erreur  positive  w  composée 
de  m  -h  n  éléments  positifs,  et  de  m  —  n  éléments  négatifs  (w  <^  fii\ 
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en  sorte  que  c=  2na.  Le  nombre  des  combinaisons  qui  produisent 

Terreur  totale  p  sera 

(2m)I 

(m  — n)l(m4'  /»)!' 

et  le  nombre  de  celles  qui  donnent  Terreur  zéro, 

(am)l 
ml  ml 

En  désignant  par  ^(v)  la  probabilité  de  Terreur  v^  on  aurait,  par 
conséquent, 

9(1/) mlml  {m'^n)[m  —  /i-f-2)...m 

9(0)  "~  (m  —  /i)I(m  -f-n)l  ""  (m4-  i)(m -f-a).  ..(m-t-  /i)' 


ou  bien 

<p(o) 


\        m-f-i/  \        m-t-2/      \       m-hn/ 


11  s'agit  d'examiner  ce  que  devient  cette  expression  pour  une  valeur 
déterminée  de  v^  lorsque  a  diminue,  et  qu'en  même  temps  m  et  n 
augmentent  indéfiniment.  Observons  d'abord  que,  chacim  des  fac- 
teurs étant  >  I et  <  I j  le  produit  sera  compris  entre 

m  m-t-  n        *  * 


(-5) 


II 

et 


(-^) 


Si  le  rapport  —  tendait  vers  une  limite  finie  ^  o,  ces  deux  expres- 
sions auraient  pour  limite  zéro,  et  Ton  aurait  constamment  c{>  (  i»)  =  o, 

résultat  inadmissible.  Il  faut  donc  admettre  que  —  tend  vers  zéro. 

*      m 

Désignons  par  V  la  plus  grande  erreur  possible,  c'est-à-dire  V=  2ma; 

on  aur 

n  _  V 

m       V 
et  puisque  sf  est  constant,  il  faudra  que  V  tende  vers  Tinfini  à  mesure^ 
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que  a  diminue.  Posons  —  =  /3,  de  sorte  que 


n:^ 


v^ 


i\a^' 


et  soit  ft  la  limite  du  produit  Va,  qui  est  indépendant  de  c;  il  est 
facile  de  voir  que  les  expressions  précédentes  auront,  Tune  comme 

— îll 
Tautrc,  pour  limite  e   '^,  et  que  l'on  aura,  par  suite,  en  désignant 

par  A'  l'inverse  de  2fc, 

9(0) 

ce  qui  est  bien  la  formule  fondamentale  de  la  méthode  des  moindres 
carrés.  Mais  pour  y  arriver,  en  partant  de  Thypothèsc  de  Hagen,  on 
a  été  obligé  d'admettre,  comme  nous  Tavons  vu,  qu'il  existe,  entre 
Terreur  maximum  V  et  Terreur  élémentaire  a,  une  connexion  telle 
que  leur  produit  Va  tende  vers  une  limite  finie  dillérente  de  s^ro. 
C'est  là  une  supposition  purement  arbitraire,  sans  laquelle  la  voie 
suivie  par  l'auteur  ne  conduirait  à  rien. 


II 


BONSDORFF  (E.-V.).  —  Den  geometriska  théorie  for  complexa 

FUNKTiONER Théorfe   géométrique   des  fonctions   complexes, 

appliquée  à  l'intégrale  elliptique  du  premier  ordre.  Thèse  de  doc- 
torat. Ilelsingfors,  1870.  In-4"?  65  p.,  i  planche. 

C'est  un  essai  pour  appliquer  spécialement  aux  fonctions  ellip- 
tiques la  méthode  sui>iepar  Kiemann  dans  son  Mémoire  sur  la  théo- 
rie des  fonctions  abéliennes  (Journal  de  Crelle,  t.  54),  ainsi  que  par 
Prym  dans  ses  recherches  sur  les  fonctions  idtra-elliptiques.  Après 
avoir  donné  un  a[>erçu,  trop  rapide  pour  être  suffisamment  clair,  des 
artifices  ingénieux  par  lesquels  Riemann  est  parvenu  à  représenter 
distinctement  les  valeurs  multiples  d'une  fonction  algébrique  quel- 
conque ou  de  son  intégrale,  et  les  transformations  que  Ton  peut  faire 
subir  à  une  telle  surface  pour  la  rendre  simplement  connexe  {einfach 
zmammenhëngend)  ^  l'auteur  s'occupe  particulièrement  des  séries 
(*x[X)nentielles  que  Riemann  a  désignées  par  le  symbole  5,  et  il 
cherche  les  relations  qui  existent  entre  celles-ci  et  les  fonctions  ana- 
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logues  S  de  Jacobi.  Les  unes  comme  les  autres  peuvent  servir  à  cal- 
culer les  fonctions  elliptiques,  dont  les  propriétés  fondamentales  et 
les  développements  en  produits  infinis  sont  exposés  dans  la  dernière 
partie  de  louvrage. 

m. 

MELLBERG  (E.-J.).  —  Om  ytspânningen  nos  vàtskor....  Sur  la 
tension  superficielle  des  liquides.  Thèse  de  doctorat,  1871.  In-8^, 
5op. 

Suivant  les  idées  de  l'auteur,  qui  s'accordent  de  très-près  avec 
celles  de  M.  Dupré,  la  tension  superficielle  est  due  à  l'effet  combiné 
de  deux  forces  opposées,  l'attraction  et  la  répulsion,  qui  agissent 
entre  les  molécules,  et  dont  les  sphères  d'activité  sont  différentes. 
Cette  tension  est  la  même  en  chaque  point  d'une  surface,  quelle  que 
soit  la  courbure  ^  mais  elle  varie  avec  la  température  et  la  nature  du 
fluide.  L'auteur  rend  compte  d'une  série  d'expériences  qu'il  a  faites, 
en  se  servant  d'une  balance  hydrostatique  pour  déterminer  la  tension 
superficielle  d'une  vingtaine  de  fluides  diflérentes.  Ensuite,  il  exa- 
mine quelques  phénomènes  rapportés  par  M.Yander  Mensbrugghe, 
et  qui  s'expliquent  par  un  changement  partiel  de  la  tension. 

L.    LiNDELOF. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ZEITSCHRIFT  fîjr  Mathematik  und  Physik  (*). 

T.  XV,  cahier  3-6,  1870. 

LoMMEL  (E.).  —  Sur  l'application  des  fonctions  de  Bessel  à  la 
théorie  de  la  diffraction.  (29  p.) 

On  sait  qu'il  existe  deux  classes  de  phénomènes  de  diffraction,  que 
l'auteur  distingue  par  les  noms  de  phénomènes  de  Fresnel  et  de  phé- 
nomènes de  Fraunhofer.  Les  premiers  sont  produits  par  des  ondes 
lumineuses  généralement  sphériqueSy  qui,  par  leurs  interférences, 

(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  69  et  275. 


i38  BULLETIN  DES  SCIENCES 

produisent  un  effet  de  diffraction  réel  ou  objectif.  Le  calcul  de  ces 
phénomènes,  dont  Fresnel  a  donné  les  lois,  dépasse  les  forces  ac- 
tuelles de  l'analyse.  Les  phénomènes  de  la  seconde  classe,  observés 
par  Fraunhofcr,  et  produits  par  un  système  plan  d*ondes  lumineuses, 
donnent  lieu  à  des  apparences  virtuelles  ou  subjectives.  Leur  théorie 
analytique  est  beaucoup  plus  simple,  et  M.  Lommel  a  montré  que, 
dans  les  cas  les  plus  importants,  les  expressions  de  rintensite  peuvent 
être  représentées  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel.  Le  Mémoire  est 
terminé  par  des  Tables  donnant  les  valeurs  numériques  de  plu- 
sieurs formules  dépendant  de  ces  fonctions. 

Bosser  (F.). —  Théorie  des  lignes  et  des  surfaces  caustiques  iam 
son  développement  historique.  {3y  p.) 

L'auteur  passe  en  revue  les  travaux  des  divers  géomètres  qui, 
depuis  Descartes,  ont  contribué  à  la  longue  élaboration  de  cette 
théorie,  à  laquelle  les  travaux  des  Gergonne,  des  Malus,  des  Quetdet 
ont  fini  par  donner  toute  la  généralité  et  la  clarté  dont  elle  éttit 
susceptible.' 

ScHLOMiLCH  (O.).  —  De  la  différentiation  multiple  sous  le  signe  d'in^ 
tégration,  (2  p.) 

L'auteur  signale  l'inexactitude  d'une  formule  donnée  par  O.  Wer- 
ner  dans  le  tome  XVIII  des  Archives  de  Grunert,  et  admise  depuis  dans 
plusieurs  traités.  L'erreur  provient  d'une  confusion  entre  les  déri- 
vées partielles  et  les  dérivées  totales,  confusion  qui  eut  été  moins 
facile  si  l'on  eût  distingué  dès  l'origine  les  deux  espèces  de  différen- 
tiation par  les  caractéristiques  différentes  d  et  d. 

KuRz  (A.).  —  Calcul  des  faisceaux  hyperboliques  obscurs  dans  les 
cristaux  à  deux  axes,  (7  p.) 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Note  sur  la  rectification  des  courbes.  (1  p.) 

ScHLuMiLCH  (O.).  —  Attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  exté- 
rieur, (i  p.) 

KiNKELiiv  (H.).  —  Calcul  de  la  Pàque  chrétienne,  (isi  p.) 
Démonstration  des  célèbres  formules  pascales  de  Gauss. 

KoTTERiTzscH  (Th.).  —  Sur  la  résolution  d*un  système  d^un  nombre 
infini  d'équations  linéaires  (2^  article).  (49  p) 
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Dans  un  précédent  article  (*),  l'auteur  a  indiqué  les  principes  gé- 
néraux qui  conduisent  à  la  solution  du  problème.  Actuellement,  il 
s'occupe  d'en  établir  les  conditions  de  possibilité;  il  indique  des 
*  transformations  propres  à  simplifier  la  question,  et  donne  les  moyens 
d'exprimer  la  valeur  de  chaque  inconnue  par  une  fraction  continue. 
Par  l'introduction  de  la  fonction  inverse  des  coefficients,  il  ramène 
les  systèmes  d'équations  à  d'autres  où  la  fonction  des  coefficients  est 
plus  simple.  11  termine  par  des  applications  à  la  résolution  de 
systèmes  particuliers  d'équations,  au  développement  et  à  la  somma- 
tion des  séries  et  des  fractions  continues,  et  indique  l'importance  de 
cette  théorie  dans  certains  problèmes  de  physique. 

MoHR  (IK.).  —  Sur  la  cause  de  l'inégale  conductibilité  des  gaz  pour 
la  chaleur.  (8  p.) 

MoHR  (D'.)*  —  Calcul  de  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour 
échauffer  et  pour  dilater  l'eau,  ou  de  la  quantité  de  chaleur  souspres^ 
iUm  constante  et  sous  volume  constant.  (6  p.) 

Ehueper  (A.).  —  Sur  la  surface  développahle  circonscrite  à  une 
surface  donnée. {y  p.) 

L'auteur  a  établi  (t.  XIII  de  ce  Journal,  p.  328)  une  relation 
simple  entre  les  distances  des  points  de  contact  P,  Pi  de  deux  sur- 
faces avec  la  surface  développahle  circonscrite,  au  point  correspon- 
dant de  l'arête  de  rebroussemcnt ,  les  mesures  de  la  courbure  aux 
points  P,  P, ,  et  les  rayons  de  courbures  des  sections  normales  des 
deux  surfaces  menées  par  la  ligne  PPj.  Cette  relation  peut  se  dé- 
duire d'une  autre  équation  fondée  sur  la  considération  d'une  seule 
surface  et  de  la  développahle  circonscrite. 

Krumme.  —  Le  parallélogramme  des  mouvements  dans  la  tJtéovie  des 
ondes.  (4  p*) 

Heger  (R.).  —  Remarque  sur  la  détermination  des  limites  de  V apla- 
tissement du  sphéroïde  terrestre  (  ^-7  et  ^-5)»  diaprés  la  nutation. 

(3  p.)  °  '     .    . 

Le  calcul  par  lequel  Laplacc  a  obtenu  ces  limites  [Mécanique  ce- 
leste,  livre  V)  ne  peut  être  exact;  car  on  peut  établir  très-simplement 

(•)  Voir  Bulletin^  t.  I,  p.  a^S. 
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que,  dans  deux  sphéroïdes  égaux,  composés  chacun  de  couches  ho- 
mogènes semblables,  les  rapports  des  trois  moments  d'inertie  princi- 
paux sont  les  mêmes,  quelle  que  so!t  la  loi  de  la  variation  de  la  den- 
sité pour  chacun  des  sphéroïdes. 

Grelle  (Fr.).  —  Intégration  des  équations  différentielles  ordinaires 
et  partielles  par  la  méthode  de  la  séparation  des  symboles  d'opération. 

(i4p.) 

Le  calcul  des  opérations,  dont  Carmichael  a  donné  une  exposition 
complète  dans  son  ouvrage  intitulé  :  A  Treatise  on  the  Calculus  of 
Opérations  (*),  ne  peut  être  employé  avec  sûreté  qu*autant  que  Ton  a 
vériOé  l'exactitude  des  résultats  auxquels  il  conduit.  C'est  cette  véri- 
fication que  l'auteur  a  eu  pour  objet  d'exécuter  relativement  aux  équa- 
tions diflercntielles  ordinaires  et  partielles  à  coeiïicients  constants. 

Graffweg  (  W.).  —  Sur  les  lentilles  qui  donnent  une  image  mathéma- 
tiquement exacte  d'un  point  rayonnant  de  la  lumière  homogène.  (  1 4  pO 

Hess  (Em.).  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  uniformes  et  symé- 
triques dm  racines  simultanées  de  deux  équations  algébriques,  (lo  p.) 
Etant  données  deux  équations  algébriques 

admettant  w  systèmes  de  racines  communes  (x^,  y,),  les  fonctions 

de  la  forme  2a:f  yf  s'expriment  simplement  par  des  sommes  de  pro- 
duits de  certains  déterminants,  dont  les  éléments  sont  formés  au 
moyen  des  coefficients  des  équations  proposées^  ou  bien  encore,  on 
peut  les  exprimer  par  voie  récurrente,  sous  forme  de  sommes  de 
produits  de  déterminants  de  même  nature,  multipliés  par  des  fonc- 
tions analogues  d'ordres  inférieurs. 

Weyr  (Em.).  —  Des  systèmes  de  points  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre.  (17  p.) 

ScHRODER  (E.).  —  Quatre  problèmes  combinatoires.  (16  p.) 

HocBHEiM.  —  Courbes  tangentielles  des  sections  coniques.  (4  p) 
Sur  chaque  tangente  d'une  conique,  on  prend  un  point  situé  à  une 

distance  I  de  l'ordonnée  correspondante  à  la  tangente.  Trouver  le 

lieu  de  ces  points. 

(*)  LondoD,  i865;  in-80. 
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Krey  (H.).  —  Remarque  sur  la  résolubilité  algébrique  des  équations. 

(3  p.) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  la  géométrie  des  courbes  du  troisième  ordi-e, 

(5  p.) 

Heger  (R.).  —  Formules  fondamentales  de  la  géométrie  analytique 
du  plan  en  coordonnées  homogènes,  (38  p.) 

S  I.  Coordonnées  homogènes  du  point  et  de  la  droite  dans  le  plan. 
§  II.  Equation  de  la  droite  et  du  point  en  coordonnées  homogènes 
du  point  et  de  la  droite.  §  III.  Problèmes  divers  sur  le  point  et  la 
droite.  §  IV.  Théorèmes  sur  les  courbes  du  second  ordre. 

MosT  (R.)  —  Sur  r  équation  linéaire  du  m'**"*  ordre 

r=m  ^=P 

\    (ar-h  brX9)x''^y<'^-^)=\    CrOC^. 

r =  o  r=o 

(24  p.) 

Veltman»  (W.).  —  La  théorie  des  tourbillons  fluides  de  Kelmholtz. 

(24  p.) 

L'auteur  reprend  et  complète  les  critiques  adressées  à  ce  système 
par  M.  Bertrand,  en  i868. 

Grube  (F.).  —  Sur  deux  intégrales  définies.  (3p.) 

Il  s'agit  de  réduire  aux  intégrales  elliptiques  les  intégrales 


X 


=  Iog(i— /i:r*)rfx 


et 

'  Iog(i  — nx*)rf:r 


X 


déjà  traitées  par  d'Alembert. 
Euneper  (A.).  —  Sur  les  loxodromies  des  surfaces  coniques.  (8  p.) 

Stahlberger  (E.)*  —  Sur  le  calcul  de  la  température  moyenne  à 
Vaide  des  températures  maximum  et  minimum.  (4  p.) 

Reitlinger  (E.)  et  Kuhn  (M.). —  Sur  les  spectres  des  électrodes 
négatives  et  des  tubes  de  Geissler  qui  ont  longtemps  serti.  (8.  p.) 


i4a  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Wetr  (Em.).  —  Rapport  de$  courlmres  d^un  faÎMceau  de  courhei  en 
un  sommet.  (5p.) 

Clausius  (R.)  —  Remarques  sur  deux  Mémoires  de  M.  Mokr.  (i.  p.j 
Il  s*agit  des  deux  Mémoires  indiqués  ci-dessus,  p.  iSp. 


GIORNÂLE  Di  INIatkmàtiche. 

T.  IX,  janvier-juin  1871  (*). 

Battàglini  (G.).  —  Sur  les  formes  binaires  de  degré  qmeleotifue. 
(29p.;it.) 

L'objet  de  ce  IVIémoire  est  la  représentation  géométrique  de  quel- 
ques-uns des  invariants  et  des  covariants  des  formes  binaires  de 
degré  quelconque.  Il  est  divisé  dans  les  articles  suivants  : 

1®  Définition  du  système  binaire  et  sa  représentation  la  plus 
simple  au  moyen  des  formes  géométriques  élémentaires  de  première 
espèce.  Représentation  géométrique  d'une  forme  binaire  pure  on 
mixff .  Définition  de  la  transformation  linéaire  du  système  binaire  et 
des  concomitants  et  ptexo-concomitants  (invariants  et  covariants)  dan 
nombre  quelconque  de  formes  binaires  pures  ou  mixtes  entre  des 
variables  congrédicntcs.  Expression  du  plus  simple  parmi  les  conco- 
mitants et  les  ploxo-concomitants  du  système  binaire. 

a®  Propriétés  des  éléments  harmoniques  des  divers  ordres  d'un  élé- 
ment par  rapport  au  groupe  déléments  déterminé  par  une  forme 
binaire. 

3^  Représentation  géométrique  des  énuiiuifi/s  purs  et  mixtes  d'one 
forme  binaire.  Le  plus  simple  des  émanants  mixtes  conduit  au  con- 
cept d*un  groupe  d'élément  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
une  forme  binain*«  et  à  la  signification  géométrique  de  l'annalatioD 
de  Finvariant  quadratique,  ou  harmonisant  de  cette  même  forme. 

4^  Harmonisants  des  émanants  «  des  covariants  associés  et  des 
autres  concomitants  des  formes  binaires. 

5^  F\>rmes  syzggétiques  avec  un  groupe  de  plusieurs  fonaes 
binaires  du  même  degré,  et  inroiutians  multiples  des  divers  <icgrés, 
auxquelles  ces  groupes  donnent  lieu. 


(•^  V^r  ib/ArfT«.  I.  I,  p.  J19,  î^ 
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6^  Emanants  et  éléments/ multiples  des  involutions. 

7^  Signification  géométrique  de  l'annulation  du  catakciicani  ou  du 
plexo-catalecticant  d*un  certain  ordre  d*une  forme  binaire.  Repré- 
sentation géométrique  des  catalecUcants  simples  ou  bordés  des  éma- 
nants. 

8^  Canoniêants  des  formes  binaires,  qu'elles  soient  de  degré  impair 
ou  de  degré  pair.  Représentation  géométrique  des  canonisants  et  du 
lambdoïde. 

ToGivoLi  (O.).  —  Sur  quelques  questions  générales  de  la  théorie  des 
complexes,  résolues  par  la  méthode  géométrique  pure.  (12  p.;  it.) 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  le  degré  de  certains  complexes 
provenant  de  la  considération  de  droites  qui  coupent  deux  surfaces 
d'ordres  donnés,  de  manière  qu'entre  les  distances  d'un  nombre 
donné  de  points  analogues  pour  la  seconde  surface,  une  certaine  re- 
lation ait  lieu.  Après  avoir  résolu  la  question  générale,  l'auteur  en 
fait  l'application  à  divers  problèmes. 

ÂRZELÀ  (C).  —  Sur  quelques  applications  d'une  formule  de  Jacobi, 
(5  p.  ;  it.) 

Étant  donné  un  système  de  n  équations  entre  n  variables,  si  S  est 
le  déterminant  fonctionnel  relatif,  et  F(^,  y,  jr,...,  ti)  une  fonction 
algébrique  arbitraire,  de  degré  inférieur  à  S,  on  a 


2 


S  ■~''' 


la  somme  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  solutions  communes  aux 
équations  données.  Partant  de  ce  théorème  de  Jacobi,  et  considérant 
an  système  de  trois  équations,  l'auteur  en  déduit  quelques  propriétés 
relatives  aux  points  communs  de  trois  surfaces  algébriques  et  à  leurs 
plans  tangents  en  ces  mêmes  points. 

Battagliiîi  (G.).  —  Note  sur  les  axes  principaux.  (8  p.  ^  it.) 
En  appelant  moment  d'inertie  d'une  masse  par  rapport  à  un  plan 
la  somme  des  produits  de  chaque  élément  de  la  masse  par  le  carré  de 
sa  distance  à  ce  plan,  l'auteur  parvient  à  une  série  de  surfaces  homo- 
focales  du  second  degré,  dont  chacune  est  l'enveloppe  des  plans  cor- 
respondants à  un  moment  d'inertie  donné,  et  il  en  déduit  facilement 
la  position  et  les  propriétés  des  axes  principaux  d'inertie  relatifs  aux 
divers  points  de  l'espace. 
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ques-uns  des  invariants ,  des  covariants  et  des  contrarariants  des 
formes  ternaires  de  degré  quelconque.  Il  sera  continué  dans  les  fasci- 
cules suivants  du  Giomale.  La  première  partie  contient  les  articles 
suivants  :  i^  Concept  abstrait  du  continu  â  deux  dimensions  on 
système  ternaire  (exposé  aussi  dans  le  Mémoire  de  rautenr  Sw  k$ 
formes  ternaires  quadriques)^  et  sa  représentation  géométrique  It 
plus  simple.  DéSnition  des  formes  pures  et  mixtes,  et  leurs  expres- 
sions ombraks.  Transformation  linéaire  opérée  sur  les  Tariables  co- 
grédientes  et  contragrédientes.  Caractère  analytique  des  concomitants 
et  expressions  fondamentales  de  ces  formes  invariantives.  a®  Coo- 
ditions  pour  les  éléments  multiples  d'une  forme.  Discriminant. 
Forme  conjointe  d'une  autre  forme;  expressions  ombrales  de  la  ré* 
sultante  (contra variant  combinant)  de  trois  formes.  3®  Propriété  des 
systèmes  harmoniques  des  divers  ordres  (polaires)  d'une  forme  ter* 
naire  par  rapport  à  un  élément.  Ordre,  classe  et  genre  de  den 
formes  ternaires  conjointes.  4^  Émanants  d'une  forme  ternaire,  et 
leurs  formes  conjointes. 

Solutions  de  quelques  questions  proposées  dans  VEduettioml 
Times  et  dans  les  Nouvelles  Annales;  par  Cassahi  (P.)  (3  p.). 

D**  HiRST.  —  Discours  sur  Euclide,  comme  livre  de  texte,  (8  p.) 
Traduction  du  Compte  rendu  de  la  première  séance  et  du  discoon 

d'ouverture   de   VAssociation  for   the    Improrement   of  Geomeiricsl 

Teaching. 

ToGNOLi  (O.).  —  Note  sur  le  nombre  des  surfaces  d'un  réseau  qui 
ont  un  contact  triponctuel  avec  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfeett 
algébriques,  (i5  p.  ;  it.) 

L'auteur,  après  avoir  déterminé  le  nombre  demandé,  se  sert  do 
résultat  obtenu  pour  établir  deux  théorèmes  sur  la  courbe  d'inter- 
section de  deux  surfaces  et  sur  les  points  commtins  à  trois  surfaces. 

G.  B. 

BULLETTI>'0  di  Bibliogeapia  b  di  Stoiia  deixb  Scieiteb  m- 

TEMATICHE    E    FISICHE    ('). 

T.  m,  1870. 

SiAcci  (F.).  —  Sur  le  théorème  du  comte  de  Fagnano.  {26  p.;  it.) 

(')  Voir  BulUHn,  t.  I.  p.  98. 
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Le  but  de  l'auteur  de  ce  Mémoire  est  de  rechercher  :  i®  de  quelle 
ce  théorème  fut  énoncé  et  démontré  par  le  comte  de  Fa- 
>;  a®  A  quelle  époque  précise  il  le  publia;  3^  quelle  place  oc- 
oe  théorème  dans  la  succession  historique  des  divers  travaux 
pabliës  vers  le  même  temps,  concernant  les  intégrales  elliptiques  \ 
4*  ks  dÎTerses  formes  sous  lesquelles  il  a  été  présenté  par  les  divers 


BoHcaMPAGHi  (B.).  —  ce  Mémoire  concernant  le  marquis  Giulio-Carlo 
et*  Tosdkt  di  Fagnano^  jusqu'au  mois  de  février  de  Vannée  175a.  » 
Ewtû§é  par  le  P.  Don  Afigelo  Calogeré  au  comte  Giovanni  Maria 
Mêamekelli,  et  tiré  du  manmcrii  du  Vatican,  n®  9281.  (ao  p.;  it.) 

(^OGCHi  (A.).  —  Notice  sur  quelques  écrits  relatifs  d  l'addition  des 
JÊÊigrmlfs  elliptiques  et  abéliennes,  (  ao  p.  ;  ît.  ) 

FmiEDUEui  (G.).  —  Les  signes  numériques  et  le  ccUcul  élémentaire 
cks  les  Grèce  et  les  Romains,  et  chez  les  chrétiens  d'Occident,  depuis  le 
m^  jusqu'au  xiii*  siècle  (').  (Analyse  par  J.  Houel).  (a4  p. ,  fr.) 

Sédiixot  (L.-Am.)*  —  Les  professeurs  de  Mathématiques  et  de 
Piftifue  générale  au  Collège  de  France.  (Suite  et  fin;  64  p. ;  fr.) 
Quatrième  période  :  1774- 1869. 

PALEmxo  (F.).  —  Sur  la  vie  elles  travaux  de  Giovanni-Battista  Amici, 
(6a  p.  ;  it.) 

GoTi  (G.).  —  Sur  trois  lAtlrex  de  Galilée^  tirées  des  archives  des 
temzmgue.  (i5  p.;  it.) 

GoTi  (G.).  —  Recherches  historiques  sur  r invention  du  niveau  à 
kette d'air.  (i5p.;fr.) 

Les  recherches  faites  k  la  Bibliothèque  de  Florence,  par  M.  Govi, 
établissent  que  cet  instrument  fut  inventé,  en  1661,  par  Melchisédec 
Théeessoi. 

Mjlatui  (Th.-H.). — Sur  un  ouvrage  faussement  attribué  à  Aristarque 
de  Sennos.  (4  p.  ;  fr.) 

VoRSTEAMÀH  VAH  OuEN  (G.-A.).  —  Quelqucs  arpenteurs  hollandais 


(  '  )  Die  ZaAUeieken  und  dos  elementare  Hechnen  der  Grîechen  und  Rômer^  und  des 
tkrUtUekem  Abemdlandet  vom  7.  bit  i3.  Jahrhundert,  von  IX.  G.  FRiCDUtuf,  Hector  im 
Bof.  Miieilf  Tmfelm.  Erlangm,  Verlag  Ton  Andréas  Deichert;  1869.  ln-8«,  VI-i6'|  S. 

10. 
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de  la  fin  du  xvi*  el  du  eommencemeni  du  xwn*  àiêcle,  et  leun  instrumenii 
(54  p.)  6  pi.*,  fr.) 

Stiàttesi  (à.).  —  Sur  l' Arithmétique;  dinertation  Autorico-crt- 
tique,  (20  p.;  il.) 

ScHERiMG  (E.)  (traduit  par  P.  Marsior).  —  Notice  bioqraphiqm 
sur  Demhard Riemann.  (ao  p.;  fr.) 


ATTI  DELL*  AccADEMiA  PoHTiFiciA  DE*  Nuovi  Liucei,  compiUti  dal 
Segretario.  Romai  tipogra&a  délie  Scienze  matematiche  et  fiai- 
che('). 

T.  XXn,  1869. 

Cheliiti  (D.).  —  Nouvelle  démonstration  élémentaire  des  propriétés 
fondamentales  des  axes  conjugués  de  rotation  et  des  axes  permanenis. 

(8  p.) 

Démonstration  fondée  sur  le  principe  qui  donne  l'axe  central  dans 

un  système  de  forces. 

ToRTOLiMi  (B.).  —  Solution  d'un  problème  relatif  aux  équations  dm 
troisième  et  du  quatrième  degré.  (3  p.) 

Le  problème  consiste  à  trouver  une  équation  complète  du  troisième 
degré,  dont  le  dernier  terme  représente  le  discriminant  d'une  équa- 
tion générale  du  quatrième  degré. 

ToiiTOLiNi  (B.).  —  Sur  un  nouveau  système  de  variables,  introduites 
par  M.  0.  Bonnet  dans  r étude  des  propriétés  des  surfaces  courbes. 

(16  p.) 

L'auteur  montre  comment  les  nouvelles  variables,  introduites  par 
M.  O.  Bonnet  pour  fixer  la  position  du  plan  tangent  d'une  surface 
courbe  {Journal  de  Liouville,  a*  série,  t.  V,  p.  i53^  1860}  exigent 
nécessairement  la  considération  des  surfaces  appelées  par  M.  W.  Ro- 
berts  surfaces  dérivées  de  système  positif  ou  négatif.  L'auteur  com- 
pare certains  résultats  trouvés  par  M.  Bonnet,  avec  les  résultats  ana- 
logues trouvés  par  lui-même  et  exposés  dans  ses  précédents  Mémoires. 

(*)  Voir  BuUHin,  t.  II,  p.  19  et  8a. 
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T.  XXm,  1870. 

GioRGi  (F.).  —  Sur  le  calcul  des  qtuintitéi  de  terre  d  remuer  dans  tes 
devis  des  travaux  d'architecture,  (8.  p.) 

VoLPicELLi  (P.).  —  Conditions  algébriques  pour  obtenir  la  compen-- 
saiion  thermométrique  dans  les  baromètres^  pour  un  quelconque  des 
Sf/stémes  aptes  d  les  produire.  (29  p.) 

Maiitardi  (G.).  —  Réflexions  sur  divers  sujets.  (Suite ^  9  p.) 
L'auteur  fait  voir  comment,  de  certaines  formules  contenues  dans 
im  Mémoire  de  lui  Sur  la  théorie  générale  des  surfaces  ('),  on  peut 
déduire  certains  résultats,  obtenus  par  Bour  (*]  et  par  O.  Bonnet  ('). 
En  outre,  il  fait  observer  que  toutes  les  équations  particulières  don- 
nées par  ces  auteurs  sont  du  nombre  des  équations  aux  dérivées 
partielles  simultanées  dont  le  développement  dépasse  les  forces  aç- 
toeOes  de  l'analyse  ^  tandis  que  les  deux  équations  particulières,  in- 
diquées dans  son  Mémoire,  et  relatives  aux  lignes  de  courbure  prin- 
cipale, se  développent  par  de  simples  quadratures. 

VoLPicELLi  (P.).  —  Formules  générales  pour  la  variation  du  ton 
ffoiuitepar  le  mouvement  du  corps  sonore  et  celui  de  l'observateur;  co- 
rollaires de  cette  formule  et  considérations  sur  la  manière  dont  on  croit 
powaoir  expliquer  le  déplacement  des  raies  de  Fraunhofer^  dans  le  spectre 
h  Soleil,  en  raison  de  son  mouvement  rotatoire.  (12  p.  ) 


MONTHLY   Notices  of  thb   Royal   Astronomical   Society    of 

LOHDOH  (^). 

T.  XXX,  1870. 

AiiY  (G.-B.).  —  Sur  un  oculaire  destiné  d  corriger  V effet  de  la 
dispersion  CLimosphérique. 
On  sait  que  la  dispersion  atmosphérique  a  pour  effet  d'élever  un 


(*)  GiomaU  dei  J?.  Ittituto  Lombardo^  t.  X,  1867. 
(')  Journal  de  V École  Polftechnique,  t.  XXII,  1863,  Sq*  cah.,  p.  a63. 
{•)  Ihid,,  X.  XXV,  1867,  4q«  cah.,  p.   3i-3a. 

(*)  Notices  mensuelles  de   la  Société  royale  d'Astronomie  de  Londres,  Strangeways 
*>>4  Waldeo  ;  Castle  Street,  Leiceiter  Square,  à  Londres, 
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peu  les  images  des  objets  célestes.  Après  quelques  essais  faits  en  ma  i 
de  corriger  cette  erreur,  MM.  Airy  et  W.  Simms  sont  arriYéti  i 
chacun  de  leur  côté,  à  la  disposition  simple  suirante.  i 

L'oculaire  est  formé  par  une  lentille  plane-convexe,  un  peu  plot    i 
large  que  ne  l'exige  la  vision  télescopique,  et  le  porte  oculaire  Cft 
terminé  par  une  surface  convexe,  à  l'intërieur  de  laquelle  toanii^ 
à  frottement  un  peu  dur,  la  lentille  précédente. 

n  en  résulte  que  l'oculaire  présentera  toujours  aux  rayons  lumi« 
neux  venant  de  l'objectif  la  même  surface  sphérique  dans  la  mémo 
position  relative;  tandis  qu'au  contraire  la  face  plane  tournée  Tert 
J'œil,  normale  à  l'axe  de  la  lunette  dans  une  position  de  la  lentillOf 
pourra  prendre,  par  rapport  à  cette  ligne,  un  grand  nombre  d'in* 
clinaisons  différentes  :  dans  le  premier  cas,  l'oculaire  fonctionnera 
â  la  façon  ordinaire  *,  dans  tous  les  autres,  il  fera  l'office  d'un  prisme 
d'angle,  variable  et  corrigeant  l'effet  de  la  dispersion. 

Une  pareiUe  disposition,  n'augmentant  pas  le  nombre  de  verres  de 
la  lunette  et  ne  changeant  pas  les  corrections  ordinaires  de  l'aber- 
ration de  sphéricité,  doit  être  adaptée  k  toutes  les  lunettes  destinées 
k  des  recherches  délicates. 

Herschel  (J.-F.-W.).  —  Septième  catalogue  d'étoilei  dauhUe  ok» 
serrées  à  Slougk,  de  i8a3  à  i8a8. 

Ce  catalogue  donne  les  positions  de  84  étoiles  doubles  qu'on  n'a- 
vait point  encore  observées. 

De  la  Rue,  Stewàrt  et  Lgbwt.  —  Résumé  des  observations  de 
taches  solaires  faites  avec  le  photokéliographe  de  r Observatoire  de  Kem, 
pendant  l'année  1S69. 

L'année  1 869  a  été  caractérisée  par  une  tendance  remarquable  des 
groupes  de  taches  k  apparaître  pour  ainsi  dire  par  trains  successif 
dans  deux  zones  étroites  et  bien  définies  situées  de  chaque  côté  de 
l'équateur  solaire. 

Càtlet  (A.).  —  Sur  la  détermination  de  l'orbite  d'une  planète,  au 
moyen  de  trois  observatUms. 

Le  but  de  l'auteur  est  de  résoudre  géométriquement  ce  problème. 
Au  moyen  de  trois  observations,  nous  connaissons  trois  rayons 
donnés  de  la  conique  dont  nous  avons  déjà  le  foyer  (le  Soleil)  S.  Le 
problème  est  donc  de  trouver  le  plan  de  l'orbite,  de  telle  sorte  que, 
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dms  Torbite  déterminée  par  le  moyen  du  tritecteur  précédent  (c'est 
ainsi  qu'on  nonmie  l'ensemble  de  trois  rayons  de  Torbite  partis  du 
ibjer),  les  intervalles  des  temps  de  passage  à  ces  trois  positions  sur 
Toriiite  puissent  avoir  les  valeurs  observées  ;  ou,  en  d'autres  termes, 
<pe  les  quotients  des  aires  orbitaircs  par  la  racine  carrée  du  latus 
mtum  puissent  avoir  des  valeurs  données. 

Si,  au  lieu  du  plan  de  l'orbite,  nous  considérons  Vaxe  de  Vorbite^ 
c'est-à-dire  la  perpendiculaire  menée  au  plan  de  l'orbite  par  le  point  S^ 
0a  mieux  encore  le  pdh  de  Vorbile,  intersection  de  l'axe  par  une 
qibèie  décrite  de  S  comme  centre,  alors,  k  une  position  donnée  du 
pâle  de  Torbite  correspond  une  orbite  déterminée;  et  le  problème 
revient  k  trouver,  pour  le  pôle  de  l'orbite,  une  position  telle,  que, 
dans  Torbite  correspondante,  les  intervalles  des  époques  de  passage 
pussent  avoir  les  valeurs  indiquées.  Il  est  clair  que  la  position  du 
pôle  de  l'orbite  peut  être  obtenue  par  l'intersection  de  deux  courbes 
iphériques,  qui  sont  les  lieux  des  positions  que  doit  occuper  succès- 
ârement  le  pôle  de  l'orbite,  pour  que  les  temps  de  passage  entre  le 
premier  et  le  second  point  d'une  part,  entre  le  second  et  le  troisième 
de  l'autre,  aient  des  valeurs  données. 

Le  Mémoire  de  M.  Cayley,  publié  dans  les  Memoirs  of  the  Royal 
AOronomical  Society  {t.  XXXVIU,  1871),  est  entièrement  consacré 
î  la  disctission  et  au  tracé  de  ces  lieux  géométriques. 

PaocTOA  (R.-A.).  —  Sur  Vapplication  de  la  photographie  à  la  dé- 
terminatian  de  la  parallaxe  solaire. 

L*auteur  recherche  quelles  sont  les  stations  les  plus  favorables  â 
l'emploi  de  la  photographie. 

Baowhing  (J.).  —  Sur  un  micromitre  à  fils  brillants  pour  la  mesure 
des  posiiions  des  lignes  d'un  spectre  faible. 

PaocToa  (R.-A.).  —  Méthode  de  construction  de  cartes  servant  d 
donner  j  avec  exactitude  et  en  très-peu  de  temps,  la  trace  du  grand  cercle 
qui  joint  deux  points  du  globe. 

PmocTOE  (R.-A.).  —  Note  sur  la  couronne  solaire  et  la  lumière 
zodiacale. 

Suivant  l'auteur,  il  est  actuellement  démontré ,  par  les  observa- 
tions des  éclipses  du  soleil  faites  jusqu'ici,  que  la  cause  dv.  la  pi^duc- 
lion  de  la  cotu^nne  solaire  appartient  au  Soleil,  et  toute  observation 
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ultérieure,  entreprise  dans  le  but  de  démontrer  ce  fait,  est  complè- 
tement inutile. 

WoLF  (R.).  —  Élude  iur  la  fréquence  det  laehee  tolairee  el  leur 
relalion  avec  la  variation  de  la  déclinaison  tnagnétique. 

Catley  (A.).  —  Sur  la  consirueiion  graphique  de$  courba  qui  tt- 
mitent  l'ombre  et  la  pénombre  d  un  instant  quelconque  d  «ne  écUpee  de 
Soleil. 

Le  mode  de  construction  que  propose  Tauteur  est  fondé  sur  cette 
remarque,  qu'un  cône  droit  est  la  surface  enveloppe  d'une  sphère  va- 
riable dont  le  centre  est  constamment  sur  une  ligne  donnée,  et  dont 
le  rayon  est  proportionnel  à  la  distance  du  centre  à  un  point  donné 
de  cette  ligne;  ainsi  que  sur  le  théorème  de  géométrie  suivant  :  Si 
l'on  a  un  cercle  fixe  et  un  second  cercle  variable  dont  le  centre  reste 
constamment  sur  une  ligne  donnée,  et  dont  le  rayon  soit  propor- 
tionnel â  la  distance  du  centre  à  un  point  donné  de  cette  ligne,  le 
lieu  du  pôle,  par  rapport  au  cercle  fixe  de  la  corde  commune  aux 
deux  cercles,  est  une  conique. 

Catlet  (A.).  —  Sur  la  théorie  géométrique  des  éclipses  de  Soleil. 

L'auteur  donne  une  démonstration  simple  et  élégante  de  l'équation 
fondamentale  des  éclipses  solaires  publiée  par  Bessel,  dans  les  Astro- 
nomische  Nachrichten  (n^  321 ,  1837)  (*). 

WoLFERS.  —  Comparaison  des  positions  d'un  certain  nombre  d*étoile$ 
données  dans  le  second  catalogue  de  Raddiffe,  avec  les  positions  des 
mêmes  astres j  tirées  des  Tabulas  reductionum  de  Wolfers. 

Proctor  (R.-A.  ).  —  Sur  la  résolubilité  des  amas  d'étoiles,  regardée 
comme  servant  à  apprécier  leurs  distances. 

L'auteur  discute  la  théorie  de  William  Herschel,  d'après  laquelle 
la  non-résolubilité  d'un  amas  d'étoiles  est  une  preuve  de  leur  grande 
distance,  de  telle  sorte  que,  de  deux  groupes  dont  l'un  est  réso- 
luble par  un  télescope  donné,  et  dont  l'autre  ne  l'est  pas,  le  premier 
est  certainement  plus  rapproché  que  l'autre,  et  il  tend  i  prouver  que 
cette  théorie  n'est  pas  complètement  exacte.  Ainsi,  dans  le  plus  petit 
des  nuages  de  Magellan,  Herschel  a  trouvé  que  les  bords  n'étaient 
pas  résolubles  avec  un  télescope  de  1 8  pouces,  tandis  que  le  centre, 


(*)  Foir  fimhinow,  Jttronomie  sphériifue,  p.  43^ .  Ubrairi*  GtnlIiier-ViUars. 
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m  contraire,  se  résolvait  très-distinctemeDt.  Mais ,  comme  d'autre 
part  il  est  évident  que,  si  ce  petit  nuage  était  formé  d'étoiles  distri- 
hoées  nnlformément ,  le  centre  serait  évidemment  la  partie  la  moins 
iadlement  résoluble,  il  est  clair  que  les  bords  de  la  nuée  ont  une 
oonstitation  différente  de  celle  du  centre.  Dans  l'explication  de  ces 
phénomènes  de  résolubilité,  il  entre  donc  au  moins  une  autre  consi- 
dération que  celle  de  la  distance,  et  nous  ne  sommes  pas  en  droit 
d*aflGuiner  que,  par  exemple,  les  étoiles  formant  la  voie  lactée  soient 
pins  éloignées  de  nous  que  les  groupes  d'étoiles  que  l'œil  peut 


PèwELL  (E.-B.).  —  Sur  l* orbite  de  a  du  Centaure. 

Sehbiokb  (G.)-  —  ^  couronne  solaire  est-elle  un  phénomène  solaire 
Ml  mm  phénomène  terrestre? 

Le  but  de  l'auteur  est  de  montrer  que,  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances,  la  théorie  publiée  par  M.  Lockyer  (la  couronne  so- 
laire est  un  phénomène  terrestre)  est  parfaitement  admissible,  et,  en 
outre,  de  démontrer  comment  cette  question,  qu'il  considère  comme 
encore  litigieuse,  pourra  être  résolue  par  les  observations  des  éclipses 
hiUires. 

Sehbroke  (G.)«  —  Sur  le  déplacement  des  lignes  lumineuses  dans 
le  spectre  de  la  chromosphère  solaire. 

Browning  (J.).  -*  Sur  un  spectroscope  dans  lequel  les  prismes  s'a-- 
dmpteni  automatiquement  pour  l'angle  de  déviation  minimum  qui  cor- 
respond d  la  raie  particulière  soumise  d  V examen, 

Catlbt  (A,).  —  Sur  une  propriété  des  projections  sléréographiques. 

Les    mêmes    cercles    qui,    dans    la   projection    stéréographique 

directe  d'un  hémisphère,  représentent  respectivement  des  méridiens 

et  des  parallèles,  représentent  encore  des  méridiens  et  des  parallèles 

dans  la  projection  oblique  de  l'hémisphère^  mais  les   colatitudes 

ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  projections  \  en  d'autres  termes, 

on  cercle  qui,  dans  la  projection  directe,   représente  un  parallèle 

de  colatitude  c  représente,  dans  la  projection  oblique,  un  parallèle 

de  colatitude  difiërente  et  égale  i  </.  Or,  si  l'on  désigne  par  ÙJ  l'arc 

qui,  dans  la  projection  oblique,  représente  les  distances  du  centre 

au  pâle  de  la  projection  directe  (c'est-a-dire  la  colatitude  du  centre), 

on  a 

tang  je  =  tang}  A'  tang?c'. 
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ultérieure,  entreprise  dans  le  but  de  démontrer  ce  fait,  est  complè- 
tement inutile. 

WoLF  (R.).  —  Étude  iur  la  fréquence  des  taehei  $olaire$  et  leur 
relation  avec  la  variation  de  la  déclinaison  nusgnétique, 

Catley  (A.).  —  Sur  la  construction  graphique  des  courbes  qui  /t- 
mitent  l'ombre  et  la  pénombre  d  un  instant  quelconque  d  «ne  éclipse  à$ 
SoleU. 

Le  mode  de  construction  que  propose  l'auteur  est  fondé  sur  cette 
remarque,  qu'un  cône  droit  est  la  surface  enveloppe  d'une  sphère  va- 
riable dont  le  centre  est  constamment  sur  une  ligne  donnée,  et  dont 
le  rayon  est  proportionnel  i  la  distance  du  centre  à  un  point  donné 
de  cette  ligne;  ainsi  que  sur  le  théorème  de  géométrie  suivant  :  Si 
l'on  a  un  cercle  fixe  et  un  second  cercle  variable  dont  le  centre  reste 
constamment  sur  une  ligne  donnée,  et  dont  le  rayon  soit  propor- 
tionnel à  la  distance  du  centre  à  un  point  donné  de  cette  ligne,  le 
lieu  du  pôle,  par  rapport  au  cercle  fixe  de  la  corde  commune  aux 
deux  cercles,  est  une  conique. 

Caylet  (A.).  —  Sur  la  théorie  géométrique  des  éclipses  de  Soleil. 

L'auteur  donne  une  démonstration  simple  et  élégante  de  l'équatiim 
fondamentale  des  éclipses  solaires  publiée  par  Bessel,  dans  les  Asinh- 
nomische  Nachrichten  {u?  321 ,  1837)  ('). 

WoLFERS.  —  Comparaison  des  positions  d*un  certain  nombre  d*étoile$ 
données  dans  le  second  catalogue  de  Raddiffe,  avec  les  positions  den 
mêmes  astres^  tirées  des  Tabulas  reductionum  de  Wolfers. 

Proctor  (R.-A.). —  Sur  la  résolubilité  des  amas  d'étoiUs^  regardée 
comme  servant  d  apprécier  leurs  distances. 

L'auteur  discute  la  théorie  de  William  Herschel,  d'après  laquelle 
la  non-résolubilité  d'un  amas  d'étoiles  est  une  preuve  de  leur  grande 
distance,  de  telle  sorte  que,  de  deux  groupes  dont  l'un  est  réso- 
luble par  un  télescope  donné,  et  dont  l'autre  ne  l'est  pas,  le  premier 
est  certainement  plus  rapproché  que  l'autre,  et  il  tend  i  prouver  que 
cette  théorie  n'est  pas  complètement  exacte.  Ainsi,  dans  le  plus  petit 
des  nuages  de  Magellan,  Herschel  a  trouvé  que  les  bords  n'étaient 
pas  résolubles  avec  un  télescope  de  18  pouces,  tandis  que  le  centre. 


(*)  Fotr  fteemiow,  Jitronomie  spkénUfme,  p.  436.  Ubralrfo GantUor-VUlart. 
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au  contraire,  se  résolvait  très-distinctemeDt.  Mais ,  comme  d'autre 
part  il  est  évident  que,  si  ce  petit  nuage  était  formé  d'étoiles  distri- 
buées uniformément,  le  centre  serait  évidemment  la  partie  la  moins 
facilement  résoluble,  il  est  clair  que  les  bords  de  la  nuée  ont  une 
constitution  différente  de  celle  du  centre.  Dans  l'explication  de  ces 
phénomènes  de  résolubilité,  il  entre  donc  au  moins  une  autre  consi- 
dération que  celle  de  la  distance,  et  nous  ne  sommes  pas  en  droit 
d'affirmer  que,  par  exemple,  les  étoiles  formant  la  voie  lactée  soient 
plus  éloignées  de  nous  que  les  groupes  d'étoiles  que  l'œil  peut 
résoudre. 

PovTEix  (E.-B.).  —  Sur  l'orbite  de  a  du  Centaure. 

Sbhbboke  (G.).  —  La  couronne  solaire  est-elle  un  phénomène  solaire 
ou  un  phénomène  terrestre  ? 

Le  but  de  l'auteur  est  de  montrer  que,  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances,  la  théorie  publiée  par  M.  Lockyer  (la  couronne  so- 
laire est  un  phénomène  terrestre)  est  parfaitement  admissible,  et,  en 
outre,  de  démontrer  comment  cette  question,  qu'il  considère  comme 
encore  litigieuse,  pourra  être  résolue  par  les  observations  des  éclipses 
futures. 

Senbroke  (G.).  —  Sur  le  déptacemetU  des  lignes  lumineuses  dans 
le  spectre  de  la  chromosphère  solaire. 

BBOWHiirG  (J.).  -*  Sur  un  spectroscope  dans  lequel  les  prismes  s'a'- 
daptent  automatiquement  pour  l'angle  fie  déviation  minimum  qui  cor- 
respond  d  la  raie  particulière  soumise  à  V examen. 

Catlbt  (A.).  —  5ttr  une  propriété  des  projections  stéréographiques. 

Les    mêmes    cercles    qui,    dans    la   projection    stéréographique 

directe  d'un  hémisphère,  représentent  respectivement  des  méridiens 

et  des  parallèles,  représentent  encore  des  méridiens  et  des  parallèles 

dans  la  projection  oblique  de  l'hémisphère*,  mais  les   colatitudes 

ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  projections  \  en  d'autres  termes, 

un  cercle  qui,  dans  la  projection  directe,   représente  un  parallèle 

de  colatitude  c  représente,  dans  la  projection  oblique,  un  parallèle 

de  colatitude  différente  et  égale  i  </.  Or,  si  l'on  désigne  par  ù!  l'arc 

qui,  dans  la  projection  oblique,  représente  les  distances  du  centre 

au  pôle  de  la  projection  directe  (c'est-a-dire  la  colatitude  du  centre), 

on  a 

tang  je  =  lang  j  A'  tanglc"^ 
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ultérieure,  eutreprisc  dans  le  but  de  démontrer  ce  fait,  est  oomplë- 
tement  inutile. 

WoLF  (R.).  —  Étude  sur  la  fréquence  des  tacke$  $olmire$  ei  km 
relation  avec  la  variation  de  la  déclinaison  tnagnétique. 

Catley  (A.)«  —  Sur  la  construction  graphique  des  camries  qui  fi- 
mitent  l'ombre  et  la  pénombre  d  %ên  instant  quelconque  diurne  ittifse  ie 
SoleU. 

Le  mode  de  construction  que  propose  l'auteur  est  fondé  sur  cette 
remarque,  qu'un  cône  droit  est  la  surface  enveloppe  d'une  sphère  ? t- 
riable  dont  le  centre  est  constamment  sur  une  ligne  donnée,  ei  dont 
le  rayon  est  proportionnel  à  la  distance  du  centre  à  un  point  donné 
de  cette  ligne;  ainsi  que  sur  le  théorème  de  géométrie  suivant  :  Si 
l'on  a  un  cercle  fixe  et  un  second  cercle  variable  dont  le  centre  resie 
constamment  sur  une  ligne  donnée,  et  dont  le  rayon  soit  propor- 
tionnel à  la  distance  du  centre  a  un  point  donné  de  cette  ligne,  k 
lieu  du  pôle,  par  rapport  au  cercle  fixe  de  la  corde  commune  tox 
deux  cercles,  est  une  conique. 

Càylet  (A.).  —  Sur  la  théorie  géométrique  des  éclipses  de  Soleil. 

L'auteur  donne  une  démonstration  simple  et  élégante  de  l'équatioo 
fondamentale  des  éclipses  solaires  publiée  par  Bessel,  dans  les  A^ro- 
nomische  Nachrichten  (n®  321 ,  1837)  (*)• 

WoLFERS.  —  Comparaison  des  positions  d'un  certain  nombre  d'étoiUt 
données  dans  le  second  catalogue  de  Radcliffe,  avec  les  positions  ia 
mêmes  astres  y  tirées  des  Tabulai  reductionum  de  Wolfers. 

Proctor  (R.-A.). —  Sur  la  résolubilité  des  amas  d* étoiles^  regarik 
comme  servant  à  apprécier  leurs  distances. 

L'auteur  discute  la  théorie  de  William  Herschel,  d'après  laqudle 
la  non-résolubilité  d'un  amas  d'étoiles  est  une  preuve  de  leur  grande 
distance,  de  telle  sorte  que,  de  deux  groupes  dont  l'un  est  réso- 
luble par  un  télescope  donné,  et  dont  l'autre  ne  l'est  pas,  le  premier 
est  certainement  plus  rapproché  que  l'autre,  et  il  tend  à  prouver  que 
cette  théorie  n'est  pas  complètement  exacte.  Ainsi,  dans  le  plus  petit 
des  nuages  de  Magellan,  Herschel  a  trouvé  que  les  bords  n'étaient 
pas  résolubles  avec  un  télescope  de  18  pouces,  tandis  que  le  centiVf 


(  *  )  Voir  Baf'ii!fOW,  Jstronomie  sphérit/têe,  p.  436.  Librairie  Gtiitiiier-VtUar*. 
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au  contraire,  se  résolvait  très-distinctemeDt.  Mais ,  comme  d'autre 
part  il  est  évident  que,  si  ce  petit  nuage  était  formé  d'étoiles  distri- 
buées uniformément ,  le  centre  serait  évidemment  la  partie  la  moins 
facilement  résoluble,  il  est  clair  que  les  bords  de  la  nuée  ont  une 
constitution  différente  de  celle  du  centre.  Dans  l'explication  de  ces 
phénomènes  de  résolubilité,  il  entre  donc  au  moins  une  antre  consi- 
dération que  celle  de  la  distance,  et  nous  ne  sommes  pas  en  droit 
d'affirmer  que,  par  exemple,  les  étoiles  formant  la  voie  lactée  soient 
plus  éloignées  de  nous  que  les  groupes  d'étoiles  que  l'œil  peut 
résoudre. 

PovTEix  (E.-B.).  —  Sur  l'orbite  de  a  du  Centaure. 

SsHBBOKE  (G.).  —  La  couronne  solaire  est-elle  un  phénomène  solaire 
ou  un  phénomène  terrestre? 

Le  but  de  l'auteur  est  de  montrer  que,  dans  l'état  actuel  de  nos 
connaissances,  la  théorie  publiée  par  M.  Lockyer  (la  couronne  so- 
laire est  un  phénomène  terrestre)  est  parfaitement  admissible,  et,  en 
outre,  de  démontrer  comment  cette  question,  qu'il  considère  comme 
encore  litigieuse,  pourra  être  résolue  par  les  observations  des  éclipses 
futures. 

Senbroke  (G.).  —  Sur  le  déplacement  des  lignes  lumineuses  dans 
le  spectre  de  la  chromosphère  solaire. 

BiiowiiiirG  (J.).  —  Sur  un  spectroscope  dans  lequel  les  prismes  s'a-- 
daptent  automatiquement  pour  l'angle  de  déviation  minimum  qui  cor- 
respond d  la  raie  particulière  soumise  à  V examen. 

Caylbt  (A.).  —  Sur  une  propriété  des  projections  stèréographiques. 

Les    mêmes    cercles    qui,    dans    la   projection    stéréographique 

directe  d'un  hémisphère,  représentent  respectivement  des  méridiens 

et  des  parallèles,  représentent  encore  des  méridiens  et  des  parallèles 

dans  la  projection  oblique  de  l'hémisphère;  mais  les   colatitudes 

ne  sont  pas  les  mêmes  dans  les  deux  projections  \  en  d'autres  termes, 

un  cercle  qui,  dans  la  projection  directe,   représente  un  parallèle 

de  colatitude  c  représente,  dans  la  projection  oblique,  un  parallèle 

de  colatitude  différente  et  égale  â  </.  Or,  si  l'on  désigne  par  ù!  l'arc 

qui,  dans  la  projection  oblique,  représente  les  distances  du  centre 

au  pôle  de  la  projection  directe  (c'est-a-dire  la  colatitude  du  centre), 

on  a 

tangyc  =  tangl  A'  taDg|c\ 
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ÂinY  (G.-B.).  —  Sur  V éclipse  totale  de  Ltinedu  la  juillet  1870. 
Proctor  (R.-â.)  .  —  Sur  le  epectroeeape  automatique  de  M.  Browning. 

Proctor  (R.-A.).  —  Nouvelles  retnarques  sur  la  couronne  solaire. 

Pour  Tauteur,  le  fait  capital  observé  dans  les  éclipses  de  Soleil  est 
le  suivant  :  au  moment  de  la  totalité,  k  l'intérieur  du  cône  mené  par 
Tœil  de  l'observateur  et  limité  par  le  disque  de  la  Lune,  il  n'y  a  au- 
cune lumière;  au  contraire,  la  portion  de  l'atmosphère  comprise  dans 
le  cylindre  limité  par  les  lignes  qui  vont  du  disque  du  Soleil  à  celui 
de  la  Lune  est  vivement  éclairée  *,  et  ce  fait  prouve,  avec  la  dernière 
évidence,  que  cette  lumière  provient  d'un  corps  placé  bien  au  delà 
de  la  Lune.  Quant  à  l'obscurité  du  disque  de  notre  satellite,  on  doit 
l'expliquer  par  cette  raison  très-simple  :  la  Lune  est  un  corps  opaque 
bien  plus  voisin  de  nous  que  la  Couronne. 

Stone.  —  Détermination  de  la  constante  de  la  nutation  par  les 
observations  d^ ascension  droite  de  la  Polaire  et  de  déclinaison  de  la  Po- 
laire^ de  5i  Cépkée  et  de  d  Petite-Ourse  ^  faites  à  V  Observatoire  de 
Greenwichy  de  i85i  d  i865. 

On  trouvera  le  détail  de  toutes  ces  observations  dans  le  vo- 
lume XXXVn  des  Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique.  Elles 
y  sont  discutées  avec  soin,  et  elles  conduisent  aux  valeurs  suivantes 
de  la  constante  cherchée  N  : 

(1)  N  =  9^,115— i,i66p,  yA  de  la  Polaire, 

(2)  N  =  9^,io8-f.6,i3p,  D.P.N.  delà  Polaire, 

(3)  N  =  9^l44-3,63<?,  D.P.N.  deSiCéphée, 

(4)  Nz=g'',2i^-^  l,^Sim,  D.P.N.  de  d  Petite-Ourse; 

où  l'on  a  posé,  d'après  Gould, 

Mouvement  propre  de  la  Polaire  en  iA =  +  o"",  1 148 + p, 

»  »        en  D.P.N =  — o^'poc^  -4-ip, 

»  de  SiCépbéeenD.P.N. . . .  =-*-o*,o48   -4- de, 

»  de  i  Petite-Ourse  en  D.P.N.  =  —  o'',o43  4-  im. 

En  donnant  aux  équations  (i)  et  (a)  un  poids  double  de  celui  des 
équations  (3)  et  (4),  on  en  déduit  pour  N 

N  =  9*',  i34  —  OfSSp  -h  a,o3dp  -4-  0,39dm  — o,6dc. 
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MÉLANGES. 

m  u  nntsniTATieii  ns  surfaces  algébriques. 

La  représentation  d'une  surface  du  quatrième  ordre  à  conique 
double  sur  le  plan  peut  être  faite  d'une  manière  simple,  au  moyen 
des  propositions  suivantes. 

THéoKkME  I.  —  Étant  données  cinq  courbes  du  troisième  ordre 
passant  par  cinq  pointS)  dont  les  équations  sont 

Q/  =  o,     1  =  1,  2,  3,  4,  5, 

il  existe,  entre  les  premiers  membres  de  leurs  équations,  deux  rela- 
tions homogènes  du  second  degré 

(1)  /(Q/)  =  o,    9(Q0  =  o; 

ri  l'on  ramène  les  deux  identités  précédentes,  par  une  substitution 
linéaire,  à  ne  contenir  que  les  carrés  des  inconnues  (ce  qui  revient  à 
remplacer  les  courbes  par  d'autres  cubiques  satisfaisant  aux  mêmes 
conditions),  les  deux  identités  (i)  prennent  la  forme 

(2)  2Qi  =  o,    2aiQ/  =  o. 

L'équation  du  cinquième  degré  qu'il  faut  résoudre,  pour  ramener 
les  deux  identités  â  une  somme  de  carrés,  est  la  même  que  celle  dont 
dépendent  les  cinq  points  communs  aux  cinq  cubiques. 

Théorème  II.  —  Étant  donnée  une  conique  dans  l'espace,  on  peut 
toujours  trouver,  et  d'une  infinité  de  manières,  cinq  quadriques  qui 
la  contiennent, 

(3)  S,=50, 

et  telles  qu'entre  les  premiers  membres  S«-  on  ait  la  relation  iden- 
tique 

(4)  28/ =  o. 
TnÉcakifE  III.  —  Si  l'on  pose 

(5)  S,  =  Q.V57Hrj[, 
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les  formules  (5)  donnent  la  représentation  sur  le  plan  de  la  surface 
générale  du  quatrième  ordre,  à  conique  double,  définie  par  Téquation 

s," 


'«'  25TÏ=- 


La  courbe  du  troisième  ordre,  représentation  sur  le  plan  de  la 
conique  double,  a  pour  équation 

(7)  2Q/V^a/-f-Xz=o. 

Les  sections  planes  de  la  surface  ont  pour  représentation  plane  les 
courbes  dont  Téquation  est 


2m/Q/ v^a^-f- X  =  o,    où    2mi  =  o. 

Les  formules  qui  précèdent  s'appliquent  évidemment  à  la  surface 
générale  du  troisième  ordre,  qui  est  un  cas  particulier  de  la  surface 
du  quatrième  ordre  à  conique  double.  La  méthode  repose,  on  le  voit, 
sur  Femploi  de  deux  systèmes  de  coordonnées  : 

1^  Dans  le  plan,  un  point  peut  être  défini  par  les  cinq  quantités  Q«-, 
reliées  par  les  deux  identités  (  2)  ^ 

2®  Dans  l'espace,  le  point  est  défini  par  les  cinq  coordonnées  S,-, 
reliées  par  Tunique  identité  (4)* 

Ces  deux  systèmes  de  coordonnées  permettent,  en  tenant  compte 
des  identités,  de  traiter,  sans  faire  intervenir  les  coordonnées  ordi- 
naires, toutes  les  questions  qui  se  rapportent  dans  le  plan  A  cinq 
points,  dans  Tespace  à  une  conique  et  aux  surfaces  qui  la  contien- 
nent. Aux  exemples  que  j'ai  donnés  dans  un  travail  antérieur,  et  dans 
une  Communication  à  l'Académie  des  Sciences  {CampUt  reniui, 
t.  LXXm,  p.  73a  ],  on  peut  ajouter  le  suivant  : 

Étant  donnée  une  surface  du  quatrième  ordre,  ayant  pour  ligne 
dotd>le  le  cercle  de  l'infini,  ou  cyclide^  on  sait  intégrer  l'équation  dif- 
férentielle des  lignes  pour  lesquelles  la  sphère,  passant  par  trois  points 
consécutifs,  et  normale  à  la  surface,  est  en  même  temps  orthogonale  k 
une  des  cinq  sphères  principales  de  la  surface.  Ces  lignes  sont  ana- 
logues aux  lignes  géodésiques,  et  elles  donnent  le  minimum  d'une 
intégrale  /X*c(s,  où  X  est  l'inverse  de  la  tangente  menée  du  point  k 
une  sphère. 

La  méthode  précédente  peut  s'étendre  et  permet  de  traiter  beau- 
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fx>up  de  questions  se  rattachant  aux  transformations  les  plus  variées  ^ 
j'en  citerai  seulement  trois  exemples. 

1®  Étant  données  les  quadriques  passant  par  une  droite  et  par 
deux  points,  on  peut  en  choisir  cinq, 

Ti  =  o, 

telles  qu'entre  les  premiers  membres  de  leurs  équations  on  ait  la 
relation  identique 

(8)  nî=o; 

si,  comparant  cette  identité  à  l'identité  (4))  on  pose 

(9)  S,  =  T„ 

on  a  une  transformation  des  points  de  l'espace  dans  laquelle  à  un 
plan,  correspondent  toutes  les  quadriques  passant  par  une  droite  et 
trois  points.  C'est  la  transformation  de  M.  Caylej.  Les  mêmes  con- 
sidérations s'appliquent  à  la  transformation  du  second  ordre,  récem- 
ment découverte  par  M.  Cremona,  et  dans  laquelle  à  un  plan  cor- 
respondent toutes  les  surfaces  du  second  ordre  passant  par  trois  points 
et  tangentes  en  un  quatrième  point  à  un  plan  donné. 

2?  Étant  données  les  quadriques  passant  par  quatre  points,  on 
peut  en  trouver  six  telles  qu'entre  les  premiers  membres  U/  de 
leurs  équations,  on  ait  Ici  deux  identités 

2;Uf  =  o,    2;a,U?  =  o. 
Si  l'on  prend 


(10)  ar/  =  U/^a/-f- X,     1  =  1,  2,...,  6, 

les  formules  (10),  en  j  regardant  les  quantités  Xi  comme  les  six  coor- 
données d'une  droite,  donnent  la  représentation  d'un  complexe  de 
droites  du  second  ordre,  ayant  quatre  points  singuliers.  Cette  repré- 
sentation est  identique  à  celle  qui  a  été  effectuée  par  M.  Lie  {Nou- 
veUeê  de  la  Société  de  Gœttingue). 

3^  Étant  données  les  surfaces  du  troisième  ordre,  passant  par  une 
courbe  du  cinquième  ordre  Cs,),  on  peut  en  choisir  six,  telles 
qu'entre  les  premiers  membres  V,-  de  leurs  équations,  on  ait  les 
deux  relations  identiques 

(11)  2V/  =  o,     2a,v;=o. 
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Si  Ton  prend,  comme  précédemment, 


les  formules  (la),  en  y  considérant  les  quantités  Xi  comme  les 
six  coordonnées  d'une  droite,  donnent  la  représentation,  dans 
l'espace,  du  complexe  le  plus  général  du  second  ordre.  Cette  repré- 
sentation peut,  d'ailleurs,  s'eilectuer  directement,  et  Ton  en  déduit 
une  notion  complète  des  congruences  et  des  surfaces  appartenant  au 
complexe,  ainsi  que  les  propriétés  de  la  surface  de  Kunmier  (  * ). 

Les  systèmes  des  coordonnées  précédents  sont  tels  que  les  rela- 
tions identiques  sont  toutes  du  second  degré,  et  peuvent  être  rame- 
nées à  la  forme  d'une  somme  de  carrés.  Il  existe  des  méthodes  de 
transformation  dans  lesquelles  ces  relations,  tout  en  étant  du  second 
ordre,  ne  peuvent  être  débarrassées  des  rectangles,  et  d'autres  dans 
lesquelles  on  doit  faire  intervenir  des  relations  de  degré  supérieur  au 
second.  G.  D. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

JORDAN  (C).  —  Traité  des  substitutions  et  des  équations 
ÀLGÉBEiQUES.  —  Paris,  Gauthîcr-Villars,  1870;  in-4**^  xvi-667  p. 
Prix  :  3o  francs. 

L'Ouvrage  que  nous  annonçons  exercera,  nous  en  sommes  sûr, 
une  influence  considérable  sur  les  progrès  de  la  théorie  la  plus  im- 
portante de  l'Algèbre;  aussi,  en  attendant  que  nous  puissions  parler 
d'une  manière  plus  détaiUée  des  belles  découvertes  de  Tauteur,  nous 
croyons  devoir  faire  à  nos  lecteurs  ime  analyse  des  diirérentes  ques- 
tions traitées  et  résolues  par  M.  Jordan.  La  théorie  des  substitutions 
a  toujours  été  cultivée  en  France,  et  nous  sommes  heureux  de  re- 
connaître que  c'est  à  un  géomètre  de  notre  pays  qu'elle  doit  un  nou- 
veau progrès  et  d'importantes  additions. 

Peemieee  Partie.  —  L'auteur  établit  rapidement  les  principes 
connus  de  la  théorie  des  congruences  (Livre  P*^),  et  les  premiers  fon- 
dements de  la  théorie  des  substitutions  (Livre  II,  Chapitre  P*^,  §  I). 
11  expose  ensuite  (§§  II,  lU  et  IV)  les  principales  propositions  aux- 
quelles donne  lieu  la  triple  distinction  des  groupes  en  transitifs  et 
intransitifs,  primitifs  et  non  primitifs,  simples  ou  composés,  et  donne 
en  particulier  le  théorème  suivant,  qui  est  fondamental  dans  son 
analyse  : 

Soii  G  un  groupe  composé^  on  pourra  déterminer  {souvent  de  plu- 
sieurs  manières)  une  suite  de  groupes  G,  H,  I,...,  telk^  que  chacun  de 
ces  groupes  soit  contenu  dans  le  précédent,  et  permulabk  à  ses  substitu- 
tions, mais  ne  soit  contenu  dans  aucun  autre  groupe  jouissant  de  cette 
double  propriété. 

En  divisant  V ordre  de  chacun  de  ces  groupes  par  celui  du  groupe  sui- 
vant, on  obtiendra  une  suite  d* entiers  A,  /a,  v,....  Ces  entiers  (les  fac- 
teurs de  composition  de  G)  resteront  les  mêmes  à  l* ordre  prés,  de 
quelque  manière  que  Von  détermine  la  suite  G,  H,  I,...  (^). 


(*)  Vordre  d'un  (p^ope  est  le  nombre  de  ses  substitutions. 

Une  substitution  S  est  permutable  au  groupe  formé  des  substitutions  ^,,  fft*"'>  S  1 
*î  Ton  a  pour  cbaque  valeur  de  a  une  relation  de  la  forme  ^  S  =  S^. . 

Un  groupe  est  composé^  s'il  contient  quelque  autre  groupe  auquel  ses  substitutions 
^ient  permutables. 

ItÊtli,  det  Sciences  mathém,  et  attron.,  t.  II.  (Juin  187 1.)  II 
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L'auteur  examine  eusuitc  le  pix)blèuie  de  la  symétrie  des  fonctions 
rationnelles,  et  montre  comment,  un  groupe  étant  donné,  on  peut 
déterminer  tous  les  groupes  qui  lui  sont  isomorphes,  c'est-à-dire  qui 
lui  correspondent  substitution  à  substitution. 

11  expose  les  principales  propriétés  du  groupe  alterné  ($  VI),  puis 
s'occupe  (3  \  II)  de  déterminer  les  nombres  minima  de  valeurs  dis- 
tinctes que  puisse  prendre  une  fonction  de  k  lettres,  lorsqu'on  y 
permute  ces  lettres.  Il  donne  à  ce  sujet  un  théorème  général,  qui 
renferme,  comme  cas  particuliers,  les  théorèmes  importants  et  bien 
connus  de  M.  Bertrand  et  de  M.  Serret.  II  assigne  enfin  une  limite  A 
la  transitivité  des  groupes  qui  ne  contiennent  pas  le  groupe  alterné. 

Le  Chapitre  II  du  second  Livre  est  consacré  aux  substitutions  dé- 
finies par  une  expression  analytique,  et  spécialement  aux  substitu- 
tions linéaires.  Après  avoir  exposé  (§  I)  les  recherches  de  M.  Hermite 
sur  ce  sujet,  M.  Jordan  détermine  Tordre  et  les  facteurs  de  composi- 
tion du  groupe  linéaire  (§§  Il  et  III).  Il  montre  ensuite  (§  V)  com- 
ment on  peut,  à  Taide  d'un  changement  d'indices  (opération  analogue 
aux  changements  de  coordonnées  usités  dans  la  Géométrie  analy- 
tique), ramener  une  substitution  linéaire  quelconque  à  une  forme 
canonique  simple.  Cette  réduction  lui  permet  de  résoudre  (S  VI) 
plusieurs  problèmes  importants,  entres  autre  celui-ci  : 

Trouver  la  forme  et  le  nombre  des  substitutions  linéaires  échangeables 
à  une  substitution  linéaire  donnée. 

Les  paragraphes  suivants  sont  consacrés  à  Tétude  de  divers  groupes 
remarquables  contenus  dans  le  groupe  linéaire.  L'auteur  passe  suc- 
cessivement en  revue:  i®  le  groupe  orthogonal,  dont  il  détermine 
l'ordre;  2**  le  groupe  abélien  (*),  dont  il  détermine  Tordre  et  les  fac- 
teurs de  composition  ;  3*^  deux  nouveaux  groujK^s  contenus  dans  le  pré- 
cédent, qu'il  a  appelés  groupes  hypoabéliens,  et  dont  il  détermine 
également  Toi-di^e  et  les  facUîurs  de  com|>osition. 

Dans  le  §  X,  l'auteur  donne  trois  méthodes  générales  pour  con- 
struire des  groupes  particuliers  contenus  dans  le  groupe  linéaire; 
puis  il  étudie  successivement  (§  XI)  les  substitutions  linéaires  frac- 
tionnaires, et  les  groupes  si  remarquables  signalés  par  MM.  Steiner 


(')  Ainsi  appi'lé  parce  qu'il  s'ett  préienté  pour  la  première  fois  dans  les  reclj«*rcliet 
de  M.  Hermite  sur  lef  fouctions  abélleoMs. 
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Bl  CIcbscb,  dcfht  il  montre  la  liaison  avec  les  groupes  abélieu  et  liy- 
pdabëlien. 

Avec  le  Livre  IQ  il  aborde  la  théorie  des  équations.  Le  §  I  du  Cha- 
pitre 1*'',  consacré  à  la  théorie  générale  des  irrationnelles,  contient 
les  théorèmes  de  Galois,  avec  de  nombreux  corollaires,  parmi  les- 
quels nous  signalerons  les  suivants  : 

i^  Sile  groupe  G  d^une  équation  F  {x)  =20  est  simple,  elle  ne  pourra 
Ure  résolue  qu'au  moyen  d'équations  dont  le  groupe  ait  pour  ordre  un 
multiple  de  celui  de  G. 

Au  conirairej  si  G  est  composé,  soient  /,  p,  v,...  ses  facteurs  de  com- 
position: la  résolution  de  F  {x)  :=  o  se  ramènera  d  celle  d'équations 
muriliaires  dont  les  groupes  seront  simples  et  auront  respectivement  pour 
ordres  A,  jx,  v.... 

Q?  Si  les  rcuHnes  Xi^..,^x^et  Zi^...^  Znde  deux  équations  algébriques 
F{x)  =:  o  et  f[z)  =  o  sont  liées  par  des  relations  algébriques  telles  que 
f  (xi,...,arM«,  Zi^...^  Zn)  =  o^  toutes  ces  relations  se  déduiront  d'une  seule, 
delà  forme 

vj;(ar„...,  ^«)  =  x('2i,...,  Zn), 

OÙ  les  racines  des  deux  équations  sont  séparées  {^  aix  désignant,  ainsi 
que  f ,  des  fonctions  rationnelles). 

De  ces  propositions  on  déduit,  entre  autres  conséquences,  les  sui- 
vantes : 

3^  Pour  que  la  résolution  d'une  éqiuition  F(x)  =  o  soit  facilitée  par 
celle  d'une  équation  d  groupe  simple  f{z)  =  o^  il  faut  et  il  suffit  que  les 
racines  de  f{z)  soient  des  fonctions  rationnelles  de  celles  deF{x)'^  pro- 
position qui  renferme,  comme  cas  très-particulier,  un  théorème  cé- 
lèbre d'Abel  sur  la  résolution  algébrique  des  équations. 

4^  L'équation  générale  du  degré  n  ne  peut  être  résolue  au  moyen 
d'équations  de  degrés  inférieurs  (  sauf  le  cas  oiÂ  n  =  4)- 

M.  Jordan  montre  ensuite  (^'  II]  que,  lorsqu'une  équation  contient 
des  paramètres  indéterminés,  il  existe  un  groupe  {groupe  de  mono- 
dromie)  tel,  que  toute  fonction  rationnelle  des  racines  et  des  para- 
mètres, monodrome  par  rapport  à  ces  paramètres,  soit  invariable  par 
les  substitutions  de  ce  groupe,  et  réciproquement.  Ce  groupe  H  est 
contenu  dans  le  groupe  de  Téquation  et  permutable  à  ses  substitu- 
tions. 

Les  Chapitres  II,  lU  et  IV  renferment  de  nombreuses  applications 

II. 
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de  cette  théorie  aux  principales  équations  rencontrées  jusqu'à  ce 
jour  dans  les  diverses  branches  de  l'analyse.  L'auteur  y  étudie  suc* 
cessivement  :  i^  les  équations  abéliennes,  dont  il  généralise  la  théo- 
rie; 0?  les  équations  de  Galois;  3^  celle  de  M.  Hessc,  dont  il  met  le 
groupe  sous  forme  linéaire,  et  dans  laquelle  il  montre  le  premier 
terme  d'une  nombreuse  famille  d'équations  étudiées  par  M.  Clebsch; 
4^  celle  des  i6  droites  des  surfaces  du  quatrième  degré  à  conique 
double,  dans  laquelle  il  trouve  également  un  cas  particulier  d'une 
famille  d'équations  de  degré  p'^*,  résolubles  a  l'aide  d'une  équation 
de  degré  q  et  de  9  —  i  équations  abéliennes  de  degré  p  ;  5^  celle  des 
16  points  singuliers  de  la  surface'  de  M.  Kunmier,  qu'il  réduit  au 
tiQcième  degré  *,  6^  celle  des  27  droites  des  surfaces  du  troisième 
ordre,  qu'il  montre  n'être  susceptible  d'aucun  abaissement,  et  dont  il 
signale  le  lien  avec  l'équation  aux  16  droites;  7^  celle  aux  28  dou- 
bles tangentes  des  courbes  du  quatrième  ordre,  qui  n'est  également 
susceptible  d'aucun  abaissement,  et  ses  analogues. 

n  détermine  ensuite  le  groupe  des  équations  de  la  division  des 
fonctions  circulaires  et  elliptiques  ;  celui  des  équations  modulaires  ; 
celui  des  équations  de  la  division  des  fonctions  hyperclliptiques. 

Les  principaux  théorèmes  qu'il  établit  à  ce  sujet  sont  les  suivants  : 

i^  Les  équations  modulaires  relatives  à  des  transformations  de  degré  n 
premier  et  >>  1 1  ne  sont  susceptibles  d* aucun  abaissement  de  degré.  (On 
sait,  au  contraire,  que  si  n^i  i,  l'équation  s'abaissera). 

2®  Les  racines  de  l 'équation  qui  donne  la  bissection  des  périodes,  dans 
les  fonctions  elliptiques  ou  hyperclliptiques,  sont  des  fonctions  mono» 
dromes  des  modules. 

3^  V équation  de  degré  n*^  —  i ,  qui  donne  la  division  des  périodes  par 
un  nombre  premier  impair  n  dans  les  fonctions  à  2k  périodes,  a  pour 
groupe  le  groupe  abélien. 

4^  Cette  équation  n*est  pas  résoluble  par  radicaux,  proposition  que 
l'on  admettait  volontiers,  mais  sans  la  démontrer. 

5*  On  sait  que  cette  équation  a  une  réduite  de  degré  • •  Mais 

pour  les  fonctions  à  quatre  périodes,  il  existe  deux  réduites  distinctes  et 
de  ce  degré. 

Ce  fait  de  deux  réduites  différentes  d'une  même  équation  ayant  le 
même  degré  n'avait  encore  été  signalé  qu'une  fois,  pour  l'équation 
générale  du  sixième  degré. 
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6^  Dans  le  cas  particulier  de  la  trisection  des  fonctions  â  quatre  j>e- 
riades,  on  obtient  une  autre  réduite,  du  vingt-septième  degré,  identique 
à  r équation  qui  donne  les  27  droites  des  surfaces  du  troisième  ordre, 
résultat  inattendu,  qui  manifeste  une  fois  de  plus  Tintime  liaison 
qui  existe  entre  les  problèmes  de  la  Géométrie  et  la  théorie  des  fonc- 
tions abéliennes. 

7^  Cette  dernière  réduction  est  tout  exceptionnelle  et  cesse  d'avoir  lieu 
dés  que  Von  passe  au  cas  de  la  quintisection. 

L'auteur  termine  en  exposant  les  méthodes  de  MM.  Hermite  et 
Kronecker  pour  résoudre  Téquation  du  cinquième  degré  par  les  fonc- 
tions elliptiques,  et  montre  que  les  équations  générales  de  la  division 
des  fonctions  circulaires,  elliptiques  ou  hyperelliptiques  par  un  nombre 
impair  ne  peuvent  être  d'aucun  secours  pour  la  résolution  des  équations 
d*un  degré  supérieur  au  cinquième.  Au  contraire,  dans  le  cas  de  la 
bissection,  on  obtient  ce  théorème  : 

La  résolution  de  l'équation 

X  =  ^  -f-  axf'^  4- . . .  =  o 

se  ramène  à  celle  de  V équation  qui  donne  la  bissection  des  périodes  des 

fonctions  hyperelliptiques  formées  avec  ^; 

Proposition  digne  de  remarque,  car  elle  réduit  toute  la  théorie  des 
substitutions  au  cas  particulier  des  substitutions  abéliennes. 

Plusieurs  des  résultats  que  nous  venons  d'énumérer  ont  attiré 
l'attention  de  divers  géomètres,  qui  les  ont  démontrés  par  d'autres 
méthodes.  Ainsi  M.  Clebsch  et  M.  Cremona  ont  retrouvé  rabaisse- 
ment de  l'équation  de  la  trisection  des  fonctions  abéliennes,  et  sa 
liaison  avec  l'équation  aux  27  droites  ;  M.  Klein  l'abaissement  de 
l'équation  de  M.  Kunmier;  M.  Geiser  le  lien  entre  l'équation  aux 
27  droites  et  l'équation  aux  16  droites;  M.  Brioschi  a  exprimé  sous 
forme  rationnelle  les  racines  de  l'équation  de  la  bissection  des  pé- 
riodes, etc. 

Nous  ferons  pourtant  remarquer  qu'aucune  des  propositions  pure- 
ment négatives,  telles  que  l'impossibilité  d'abaisser  l'équation  aux 
27  droites  ou  aux  28  doubles  tangentes,  ou  les  équations  modulaires 
lorsque  n  ^  1 1 ,  ou  encore  l'impossibilité  de  résoudre  l'équation  géné- 
rale du  degré  n  par  le  moyen  d'équations  de  degré  inférieur,  ou  des 
équations  de  la  division  des  transcendantes  par  un  nombre  impair, 
n'a  été  retrouvée  jusqu'à  présent.  Gela  ne  doit  pas  surprendre;  car 
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on  ne  voit  guère  comment  on  pourrait  arriver  à  des  résultats  de  cette 
nature  sans  recourir  à  la  théorie  des  substitutions. 

Seconde  Partie.  —  Le  Livre  IV  et  dernier  est  rempli  en  entier  par 
la  solution  du  problème  principal  de  la  théorie  des  équations,  celui  de 
leur  résolution  par  radicaux.  Abel  ayant  démontré  qu*unc  semlbable 
résolution  est  impossible  en  général,  ce  problème  doit  être  énoncé 
ainsi  :  Trouver  tous  les  typen  généraux d^éqtêationi  solubkspar  radicaux. 

Galois  a  signalé,  le  premier,  le  caractère  distinctif  de  ces  équations; 
néanmoins  la  question  était  encore  loin  d'être  résolue,  car  le  crité- 
rium trouvé  par  ce  grand  géomètre  et  qui  peut  s'énoncer  ainsi  :  Le$ 
équations  solubles  par  radicaux  sont  celles  dont  le  groupe  n^a  que  des 
nombres  premiers  pour  fadeurs  de  composition,  se  prête  difficilement  à 
la  construction  des  groupes  cherchés. 

M.  Jordan  remplace  ce  critérium  par  le  suivant,  qui  lui  est  équiva- 
lent, bien  qu'il  semble,  au  premier  abord,  caractériser  une  classe 
plus  restreinte  d'équations  : 

Pour  qu'un  groupe  L  soit  résoluble  {c^est^-dire  appartienne  à  une 
équation  solublepar  radicaux  ),  t7  faut  et  il  suffit  qu  on  puisse  déterminer 
une  suite  de  groupes  i,  F,  G,  H,. . . ,  L  dont  le  premier  ne  contienne 
d'autre  substitution  que  V  unité,  et  qui  jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

1^  Chacun  de  ces  groupes,  tel  que  F,  est  contenu  dans  le  suivant  G«  et 
permutable  aux  substitutions  de  L  ; 

2^  Deux  substitutions  quelconques  de  G,  telles  que  g,  gfi,  satisfont  d 
une  relation  de  la  forme  gg^  =  91  <//,  où  f  est  utu  substitution  du  groupe 
précédent  F. 

On  voit  immédiatement  la  marche  à  suivre  pour  la  construction 
des  groupes  cherchés.  On  formera  successivement  les  groupes  par- 
tiels F,  G, ....  il  mesure  que  Von  avancera  dans  cette  opération,  le  champ 
des  recherches  se  rétrécira,  les  substitutions  de  L  devant  être  permu- 
tables à  chacun  des  groupes  partiels  déjà  construits.  Cette  simplifica-- 
tion  n*aurait  pas  lieu,  si  l'on  voulait  employer  le  critérium  de  Galois 
sous  sa  forme  primitive. 

On  devra,  d'ailleurs,  dans  la  recherche  des  groupes  résolubles,  se 
borner  à  déterminer  ceux  qui  sont  les  plus  généraux;  car  les  groupes 
plus  particuliers  contenus  dans  ceux-là  correspondraient  à  des  tjpes 
particuliers  d'équations  résolubles,  et  non  aux  types  les  plus  géné- 
raux auxquels  on  doit  s'attacher. 
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En  suivant  la  marche  qui  vient  d'être  indiquée^  M.  Jordan  s'est 
trouve  conduit  à  considérer  simultanément  les  trois  problèmes  sui- 
vants : 

PEOBLÈsns  A.  Construire  tous  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux. 

Problème  B.  Construire  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux  parmi 
ceux  qui  sùnt  contenus  dans  le  groupe  linéaire. 

Problème  C.  Construire  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux 
parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  le  groupe  abélien^  ou  dans  l'un  des 
deux  groupes  hypoabéliens. 

La  liaison  nécessaire  des  trois  problèmes  résulte  des  propositions 
suivantes  : 

i^  Les  groupes  résolubles  les  plus  généraux  de  degré  m,  dont  la  déter- 
mination  constitue  le  problème  A,  se  partagent  en  classes,  correspondantes 
aux  diverses  décompositions  du  nombre  m  en  facteurs  successifs  dont  cha- 
cun soit  une  puissance  d'un  nombre  premier.  Soit  m  =p'*p^'^...  une  de 
ces  décompositions.  Pour  écrire  immédiatement  les  groupes  correspon- 
dantê,  il  suffira  de  connaître  les  groupes  les  plus  généraux  respectivement 
conieniu  dans  les  groupes  linéaires  de  degrés  p",  p'"^...  {problème  B). 

2®  Pour  construire  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux  contenus 
dans  le  groupe  linéaire  de  degré p"  {problème  B) ,  on  posera  n = XyTiV**. . . , 
ir,  n\...  étant  des  nombres  premiers  qui  divisent p*  —  i .  A  chaque  décom- 
position de  cette  espèce  correspond  une  classe  de  solutions.  Chacune 
d*eUes  pourra  se  construire  sans  difficulté,  si  Von  connaît  les  groupes 
résolubles  les  plus  généraux  pour  le  degré  A  (  problème  A),  et  les  groupes 
résolubles  Us  plus  généraux  contenus  dans  les  groupes  abéliens  (ou  dans 
les  groupes  hypoabéliens)  de  degrés  tt'*,  tt"*',...  (problème  C). 

3^  Pour  construire  les  groupes  résolubles  les  plus  généraux  contenus 
dans  le  groupe  abélien  {dans  l'un  des  groupes  hypoabéliens)  de  degré  p*" 
{problème  C),  on  posera  de  même  n  =  Xvti't;''^...,  tt,  tt',..  .  étant  des  di- 
viseurs de  p'-àii^  et  Von  résoudra  le  problème  A  pour  le  degré  A,  le 
problétne  C  pour  les  degrés  tt",  t:'"',  .... 

Ainsi  les  trois  problèmes  A,  B,  C  sont  liés  de  telle  sorte  que  la  so- 
lution de  cbacun  d'eux,  pour  un  degré  donné,  se  ramène  à  celle  des 
mêmes  problèmes  pour  des  degrés  inférieurs.  On  pourra  donc  les 
résoudre  pour  un  degré  quelconque  en  abaissant  progressivement  ce 
degré  par  des  réductions  successives,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  assez  petit 
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pour  que  la  solution  devienne  intuitive.  L'abaissement  est  extrême- 
ment rapide^  ainsi  sept  à  huit  réductions  au  plus  suffiront  pour 
tout   nombre  ayant  moins  de    loooooooooooo  de  chiSres. 

On  voit,  néanmoins,  par  ce  qui  précède,  qu'il  est  impossible  d'enfer- 
mer dans  une  formule  tous  les  types  généraux  de  groupes  résolubles. 
Le  nombre  de  ces  types  va  grandissant  indéfiniment  a  mesure  que  le 
degré  s'élève. 

On  remarquera  enfin  l'intervention  du  groupe  abélien  dans  la  so* 
lution,  et  le  singulier  rapprochement  établi  par  là  entre  le  problème 
actuel  et  la  théorie  des  transcendantes. 

La  méthode  dont  nous  venons  d'esquisser  les  principaux  traits  se 
trouve  complètement  établie  par  M.  Jordan  dans  les  quatre  premiers 
Chapitres  du  Livre  IV  de  son  Traité,  et  résumée  dans  le  cinquième, 
avec  plus  de  précision  que  nous  n'avons  pu  le  faire  ici.  Les  Cha- 
pitres VI  et  VII  sont  consacrés  à  l'examen  d'une  dernière  question, 
la  plus  épineuse  de  tout  l'Ouvrage,  et  dont  nous  allons  dire  quelques 
mots. 

La  méthode  de  solution  des  problèmes  A,  B,  C  exposée  dans  les 
précédents  Chapitres  fournit  tous  les  groupes  que  l'on  cherche,  et  ne 
fournit  que  des  groupes  résolubles  (c*ontenus  dans  le  groupe  linéaire 
s'il  s'agit  du  problème  B,  dans  les  groupes  abéliens  ou  hypoabéliens 
s'il  s'agit  du  problème  C).  Mais  il  n'est  pas  prouvé  que  tous  les 
groupes  obtenus  soient  généraux  et  distincts.  Il  peut  donc  y  avoir 
des  groupes  à  rejeter,  soit  comme  non  généraux,  soit  comme  faisant 
double  emploi.  C'est,  en  effet,  ce  qui  se  présente.  En  soumettant 
cette  question  à  un  examen  approfondi,  M.  Jordan  est  parvenu  à 
dresser  le  tableau  complet  de  ces  cas  d'exclusion.  (Observations  de  la 
fin  du  Chapitre  V.) 

Après  avoir  montré  la  nécessité  de  ces  exclusions  dans  le  Cha- 
pitre VI,  il  établit,  dans  le  Chapitre  \H,  que,  lorsqu'on  a  eu  le  soin 
de  les  faire,  sa  méthode  ne  fournit  que  des  groupes  essentiellement  gêné- 
ratix  et  distincts,  quel  que  soit  celui  des  trois  problèmes  A,  B,  C 
qu'il  s'agisse  de  résoudre.  Il  a  pour  cela  à  démontrer  trois  théo- 
rèmes A,  B,  C  qu'il  établit  en  prouvant  que,  si  quelqu'un  d'eux  était 
faux  pour  les  groupes  d'un  certain  degré,  Tun  au  moins  d'entre  eux 
serait  faux  pour  des  groupes  d'un  degré  moindre  (^).  Cette  démons- 

(' )  G) procédé  de  démonstration  est,  comme  on  le  Toit,  analogue  a  relui  par  lequel 
Fermât  a  éUbli  rimposdbilité  de  l'équation  x'-f- r'  b  g*. 
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tration  repose  sur  certaines  inégalités  numériques,  vraies  en  géné- 
ral, mais  qui  peuvent  devenir  inexactes  pour  certains  nombres  très- 
petits.  De  là  naissent  les  cas  d'exclusion. 

Les  groupes  restants  étant  actuellement  tous  généraux  et  distincts, 
leur  énumération  devient  facile.  Quant  à  leur  classification,  elle  ré- 
sulte immédiatement  de  ce  qui  a  été  dit.  En  effet,  les  groupes  réso- 
lubles et  généraux  de  degré  m  étant  partagés  en  classes,  comme  nous 
l'avons  indiqué,  on  pourra  répartir  les  groupes  de  chacune  d'elles 
en  sous-classes,  suivant  la  classe  à  laquelle  appartiennent  les  groupes 
de  degrés p",p'"',...,  qui  servent  aies  construire^  etc.... 

Le  problème  de  la  résolution  des  équations  par  radicaux  est  donc  en- 
tièrement résolu. 

Telle  est  l'analyse  des  principales  questions  résolues  par- M.  Jor- 
dan. Cette  analyse  nous  a  été  rendue  facile  par  les  développements 
qu*a  donnés  l'auteur  dans  différents  recueils.  Les  travaux  qui  pré- 
cèdent viennent  au  moment  favorable  ;  car  les  progrès  de  la  Géomé- 
trie analytique  ont  permis,  comme  on  Ta  vu,  à  M.  Jordan,  de  donner 
des  applications  qui  ajoutent  un  grand  intérêt  et  un  nouvel  attrait  à 
la  théorie  si  difficile  des  substitutions.  J.  H. 


BRUNNOW  (F.).  —  Traité  d'Astronomie  sphérique  et  pratique, 
édition  française  de  MM.  Lucas  et  André.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1869-18725  2  volumes  in-8**,  avec  figures  dans  le  texte. 
Prix  :  20  francs. 

Chaque  volume  se  vend  séparément  : 

Astronomie  sphérique,  1869.  In-8°,  xxiv-5i8  p 10  fr. 

Astronomie  pratique,  1872.  In-8*,  xvi-544  p 10  Ît, 

Ce  Traité  est  divisé  en  deux  volumes.  Astronomie  sphérique  et 
Astronomie  pratique,  dont  chacun  forme,  pour  ainsi  dire,  un  ouvrage 
sépare. 

Le  premier  volume.  Astronomie  sphérique,  rédigé  par  IVUVL  Lucas 
et  André,  est  depuis  longtemps  entre  les  mains  du  public  5  nous 
croyons  donc  inutile  d'entrer  à  son  égard  dans  de  longs  détails. 
Disons  seulement  que  l'on  y  trouve  les  différentes  formules  d'in- 
terpolation, un  exposé  élémentaire  de  la  théorie  des  moindres 
carrés,  ainsi  que  la  solution  de  tous  les  problèmes  relatifs  au  mou- 
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vement  diurne.  Vient  ensuite  une  étude  complète  de  la  réfraction 
astronomique  et  de  Taberration  diurne  ou  planétaire  \  puis  les  for- 
mules de  réduction  des  positions  moyennes  des  étoiles  au  lieu  appa- 
rent, et  vice  versa,  et  enfin  la  détermination  des  grands  cercles  fixes 
de  la  sphère  céleste  par  rapport  à  Thorizon  d'un  lieu  et  par  consé- 
quent la  mesure  des  latitudes  et  des  longitudes  géographiques.  Ce 
volume  se  termine  par  Tétude  de  la  figure  et  des  dimensions  de  la 
Terre  et  par  la  détermination  des  parallaxes  horizontales  des  étoiles. 

VAsironomie  pratique  a  été  rédigée  par  M.  André,  d'après  le 
septième  Chapitre  de  l'ouvrage  allemand  ;  mais  on  a  fait  au  texte  pri- 
mitif de  nombreuses  additions  et  modifications,  destinés  surtout  a 
faire  connaître  les  procédés  employés  à  l'Observatoire  de  Paris.  Ce 
volume  comprend  deux  grandes  divisions  :  i^  l'étude  des  instruments 
d'un  usage  général  et  celle  des  erreurs  communes  à  tous  les  ap(>a- 
reils  d'Astronomie  ou  de  Géodésie  ^  a^  l'examen  particulier  de  chaque 
instrument. 

Nous  analyserons  successivment  ces  deux  Parties. 

La  première  débute  par  un  exposé  de  la  construction  et  de  Tusage 
du  niveau  à  bulle  d'air.  Cet  appareil,  d'un  emploi  constant  en  Astro- 
mie  et  en  Physique,  est  l'objet  d'un  long  Chapitre  où  abondent  les 
faits  curieux  sur  son  mode  de  construction,  son  ajustement,  sa  gra- 
duation et  ses  usages  multiples. 

Le  procédé  pratique  de  division  d'un  cercle,  la  détermination  des 
erreurs  que  présente  une  semblable  graduation,  erreurs  dont  il  im- 
porte essentiellement  de  tenir  compte  si  l'on  veut  faire  une  mesure  an- 
gulaire précise,  font  l'objet  d'un  Chapitre  également  très-important. 

Dans  le  paragraphe  relatif  à  la  flexion  est  décrite  la  méthode 
curieuse  de  M.  Marth  pour  la  détermination  de  la  flexion  en  ascen- 
sion droite  d'une  lunette  astronomique. 

Viennent  ensuite  l'examen  des  erreurs  d'une  vis  micrométrique  et 
leur  détermination  soit  par  des  procédés  physiques,  soit  par  la  mé- 
thode astronomique  de  M.  Yvon  Villarceau,  qui  permet  de  les  dé- 
duire des  observations  en  ascension  droite  de  la  polaire. 

Le  Chapitre  III  est  consacré  à  l'altazimut,  au  théodolite,  et  k 
l'instrument  des  hauteurs;  il  renferme  une  comparaison  raiscmnée 
de  la  méthode  de  la  répétition  des  angles  et  de  la  méthode  de  la 
réitération,  ainsi  qu'une  description  succincte  du  théodolite  à  réflexion 
de  M.  d'Abbadie. 
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Nous  arrivons  maintenant  aux  véritables  instruments  d'Astrono- 
mie, à  ceux  que  Ton  ne  trouve  que  dans  les  observatoires. 

Le  Chapitre  IV  est,  en  effet,  consacré  à  une  théorie  complète  de 
Téquatorial  considéré  comme  devant  servir  à  donner  les  positions 
absolues  des  astres.  Struve  et  M.  Y  von  Villarceau  ont  successive- 
ment étudié  Téquatorial  à  ce  point  de  vue  et  nous  ont  donné  d*élé- 
gantes  méthodes  de  réduction  pour  les  observations  faites  dans  ce  cas. 
Cet  exposé  n'a  probablement  été  conservé  par  Tauteur  que  pour  se 
soumettre  aux  idées,  encore  généralement  admises  en  Allemagne,  sur 
la  valeur  de  Téquatorial,  comme  appareil  de  mesures  absolues.  Eu 
effet,  tout  instrument  a  sa  fonction  spéciale,  et  Téquatorial,  quel  que 
soit  son  mode  de  construction,  doit,  selon  nous,  n'être  utilisé  que 
pour  des  mesures  comparatives  d'astres  très-voisins  ^  c'est,  d'ailleurs, 
ce  que  l'auteur  a  indiqué,  trop  timidement  peut-être,  lorsque,  reve- 
nant aux  vrais  principes,  il  indique  l'emploi  que  l'on  doit  faire 
conune  appareil  micrométrique  d'un  équatorial  mobile  autour  de  son 
axe  polaire  avec  tme  vitesse  égale  à  celle  du  mouvement  diurne. 

Le  Chapitre  V  est  consacré  à  la  description  des  instruments  méri- 
diens, lunette  méridienne  et  cercle  méridien.  Il  renferme  la  démon- 
stration analytique  et  géométrique  des  formules  relatives  à  la  réduc- 
tion des  observations  de  passage,  une  étude  détaillée  de  l'influence 
des  différentes  erreurs  instrumentales  et  de  leur  détermination  ^  le 
paragraphe  relatif  à  l'observation  et  à  la  réduction  des  observations 
des  circumpolaires  est  rédigé  avec  un  soin  minutieux.  Cet  article  se 
termine  par  une  Note  intéressante  de  M.  Tisserand  sur  la  comparai- 
son des  différents  procédés  de  calcul  que  l'on  peut  employer  pour 
rechercher  la  solution  la  plus  probable  d'un  grand  nombre  d'équa- 
tions du  premier  degré  à  une  inconnue. 

Dans  la  section  relative  au  cercle  méridien,  on  a  décrit  en  détail 
l'instrument  de  passages  et  de  hauteurs  construit  par  M.  Eichens  pour 
l'Observatoire  de  Lima.  Le  lecteur  y  trouvera  aussi  une  démonstra- 
tion géométrique  et  une  discussion  approfondie  de  la  formule  com- 
plète de  réduction  des  observations  de  déclinaison.  Vient  ensuite  la 
détermination  des  différentes  erreurs  auxquelles  sont  soumises  ces 
observations. 

Ce  même  Chapitre  V  contient  encore  une  étude  complète  de  l'in- 
strument des  passages  dans  le  premier  vertical  employé  par  Struve, 
pour  déterminer  les  variations  qu'éprouvent  les  distances  zénithales 
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des  étoiles  passant  au  méridien  près  du  zénith,  variations  d*où  se  dé- 
duit la  valeur  de  la  constante  de  l'aberration.  Nous  savons  gré  k 
l'auteur  d'avoir  insisté  longuement  sur  cet  instrument,  peut-être  trop 
négligé  en  France,  et  dont  Struve  a  su  tirer  un  si  grand  parti. 

Le  Chapitre  suivant  est  consacré  à  la  description  de  la  lunette  bri- 
sée, autrefois  fort  employée  en  Allemagne,  et  du  sidérostat  dont  la 
construction  est  le  dernier  des  travaux  de  Léon  Foucault. 

Le  Chapitre  Vil  est  plus  spécialement  destiné  aux  marins.  Le  sex- 
tant y  est  décrit  avec  le  plus  grand  soin  et  les  erreurs  auxquelles  sont 
sujettes  les  observations  faites  avec  cet  instrument  sont  étudiées 
attentivement.  Nous  avons  remarqué  les  méthodes  géométriques, 
empruntées  à  Struve,  qui  conduisent  au  calcul  de  l'importance  de 
ces  erreurs. 

Dans  le  Chapitre  VIII  Fauteur  étudie  le.)  différents  micromètres 
employés  en  Astronomie  :  micromètre  filaire,  micromètre  annulaire, 
héliomètre,  micromètre  à  double  image  d'Airy.  On  y  compare  les 
valeurs  relatives  de  ces  différents  instruments  et  l'on  indique  dans 
quels  cas  spéciaux  chacun  d'eux  doit  particulièrement  servir. 

Le  dernier  Chapitre  de  Y  Astronomie  pratique  est  consacré  aux  cor- 
rections que  la  réfraction,  la  parallaxe,  l'aberration,  la  précession  et 
la  nutation  introduisent  dans  les  mesures  micrométriques. 

Des  Tables  numériques  fort  utiles  à  ceux  qui,  en  dehors  d*un 
observatoire,  ont  à  s'occuper  d'Astronomie,  et  des  Notes  intéressantes 
ont  été  ajoutées  k  cette  partie  didactique.  Nous  ne  voulons  pas  entrer 
dans  l'analyse  de  ces  Tables  et  de  ces  Notes,  important  appendice  de 
l'Ouvrage  ;  nous  nous  bornerons  à  signaler  d'une  manière  spéciale  les 
pages  dans  lesquelles  M.  Wolf  traite  de  l'équation  personnelle,  sujet 
d'un  de  ses  plus  beaux  travaux,  et  la  Note  relative  à  la  parallaxe  du 
Soleil  qui  réalise  la  promesse  faite  par  l'auteur  à  la  fin  du  premier 
volume. 

Les  deux  voliunes,  Aitronomie  iphérique  et  Astronomie  praiique, 
formant,  comme  on  le  voit,  un  ouvrage  complet  et  comblent  une 
lacune  regrettable  de  la  série  de  nos  ouvrages  classiques.  Les  traités 
de  MM.  Dubois  et  Liais,  quoique  remarquables  à  bien  des  égards, 
sont  insuffisants  au  point  de  vue  pratique^  aussi  les  deux  volumes 
dont  nous  venons  de  faire  une  brève  analyse,  et  que  la  maison 
Gauthier-Villars  a  imprimés  avec  la  perfection  qui  lui  est  propre, 
rendront-ils  d'utiles  services  aux  astronomes,  aux  ingénieurs  et  aux 
marins.  G.  Ratet. 
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MATHEMATISCHE   ANNALEN,  publiées  par  MM.  Clebsch  et 
NBUKÀirir  (*)• 

T.  n,  1870.  i*»^  Cahier. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  les  complexes  de  Plûeher.  (8p.) 
Soient  Xi^  x^^  x^^  x^  et  j^,  yt,  ys?  y^  les  coordonnées  de  deux 
points  \  les  coordonnées  de  la  droite  qui  les  joint  sont  données  par 
six  déterminants  JJ.y*  —  y,- a?*  formés  avec  les  x  et  les  y,  Téquation 
d'an  complexe  est  une  fonction  homogène  de  ces  quantités.  Mais 
entre  celles-ci  a  lieu  une  équation  identique  du  second  degré,  au 
moyen  de  laquelle  on  peut  changer  l'équation  d'un  complexe,  sans 
que  ce  complexe  lui-même  change.  Dans  le  présent  Mémoire,  l'au- 
teur fait  voir  qu'il  y  a  toujours  une  seule  manière  de  modifier  l'équa- 
tion du  complexe  d'ordre  nO  i)  de  telle  façon  qu'entre  les  coeffi- 
cients de  cette  équation  il  y  ait  les  mêmes  relations  linéaires  qu'entre 
ceux  de  l'expression  symbolique  (a^6^  —  fc^o^)".  Cette  farme  nor^ 
maie,  très-commode  dans  certaines  recherches,  est  appliquée  aux 
complexes  du  second  degré. 

Okatow  (M.).  —  Sur  V équilibre  d'un  fil  pesant,  dont  Vaxe  forme 
une  hélice.  (4  p*) 

La  forme  et  l'état  intérieur  du  fil  sont  déterminés  conformément  à 
la  théorie  des  tiges  très-minces  de  KirchhoflT. 

KoRKiifE  (A.).  —  Sur  les  intégrales  des  équations  du  mouvement  d'un 
point  matériel.  (28  p.  ;  fr.) 

L'auteur  donne  une  étude  complète  de  la  question  relative  à  l'en- 
semble des  problèmes  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface,  qui 
admettent  deux  intégrales  premières  données.  Il  fait  voir  que  ces 
intégrales  et  les  forces  agissantes  se  composent  au  moyen  de  certaines 
équations  aux  dérivées  partielles.  Ces  dernières  sont  résolues  dans 
le  cas  où  les  forces  ne  dépendent  que  des  coordonnées  du  point. 

KoBNDÔKFEB  (G.).  —  Représentation  d'une  surface  du  quatrième  de- 
gré  ayant  une  ligne  double  du  second  degré  et  un  ou  plusieurs  points 
singuliers.  (a4p.) 

*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  124. 
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('e  Mémoire,  comme  celui  du  même  auteur  (T.  I  des  Annalen)^ 
traite  de  quelques  cas  particuliers  assez  étendus  des  surfaces  du  qua- 
trième ordre,  à  ligne  double  du  second  degré,  dont  M.  Clebsch  a 
donné  la  représentation  pour  le  cas  général,  dans  le  T.  69  du  Journal 
de  Borchardt.  Les  cas  étudiés  sont  ceux  où  la  surlace  a,  en  outre, 
deux,  trois  ou  quatre  points  singuliers,  mais  où  la  ligne  double  n*est 
pas  spécialisée. 

GiJssFELDT  (P.).  —  Sur  les  eourbei  quiontunpôle  harmonique  et  une 
droite  hartnonique.  (63  p.) 

Steiner  a  donné,  dans  le  47^  volume  du  Journal  de  CreUe,  une 
longue  suite  de  propositions  relatives  en  partie  aux  courbes  al- 
gébriques à  un  centre,  en  partie  à  l'emploi  de  ces  courbes  dans  la 
théorie  des  courbes  en  général,  et  en  particulier  de  celles  du  troi- 
sième, du  quatrième  et  du  cinquième  degré.  M.  Gûssfeldt  ayant 
entrepris  de  démontrer  ces  propositions,  en  tant  du  moins  qu'elles 
sont  nécessaires  pour  l'application  aux  courbes  du  troisième  ordre, 
fait  usage  d'une  méthode  où  sont  mélangées  les  considérations  pure- 
ment géométriques  avec  les  applications  de  la  théorie  des  invariants 
et  un  emploi  remarquable  de  la  méthode  de  la  notation  symbolique. 
Pour  rendre  ces  applications  possibles,  la  condition  du  centre  d'une 
courbe  est  généralisée  projectivement,  et  remplacée  par  la  suivante  : 
il  existe  un  point  M  et  une  droite  G,  tels  que  tout  rayon  mené  par 
M  coupe  la  courbe  en  deux  points  qui  forment  avec  M  et  l'intersec- 
tion des  rayons  avec  G,  pris  comme  points  conjugués,  un  système 
harmonique.  M  est  alors  le  pôle  harmonique  et  G  la  droite  harmo- 
nique. 

Le  travail  se  compose  de  trois  Parties.  Dans  la  première,  l'auteur 
s'occupe  du  nombre  des  conditions  auxquelles  sont  assujettis  les 
coefficients  d'une  courbe  douée  d'un  pôle  harmonique  M  et  d'une 
droite  harmonique  G,  de  la  polaire  du  point  M,  des  singularités  d'une 
telle  courbe,  et  de  l'intersection  de  deux  courbes  qui  ont  le  même 
point  M  et  la  même  droite  G.  Enfin,  il  étudie  le  faisceau  des  pre- 
mières polaires  correspondantes  aux  points  de  G,  et  fait  voir  que 
2n —  a  courbes  de  ce  faisceau  ont  un  point  double  sur  G. 

La  seconde  Partie  du  travail  établit  l'équation  de  la  courbe  dési- 
gnée par  Steiner  sous  le  nom  de  polaire  interne.  Cette  courbe  passe 

par  les  — couples  de  points  d'une  courbe  générale  du  n'*** 
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degré  qui  sont  conjugués  par  rapport  à  un  point  M  et  à  une  droite  G 
choisis  à  volonté.  Elle  est  du  (n  —  i)»*™*  ordre,  et  ces  couples  de  points 
forment  son  intersection  complète  avec  la  courbe  donnée.  Les  coef- 
ficients de  Téquation  de  cette  courbe  sont,  comme  ceux  de  la  polaire 
ordinaire  (externe),  linéaires  par  rapport  aux  coefiicicnts  de  la 
coiwbe  donnée,  de  sorte  qu'à  un  faisceau  de  courbes  correspond  aussi 
un  faisceau  de  polaires  internes.  Â  cela  se  rattache  la  démonstration 
des  plus  importantes  propositions  données  par  Steiner  sur  ces  courbes. 

La  troisième  Partie  est  la  partie  principale  du  Mémoire,  et  con- 
tient la  démonstration  de  presque  tous  les  remarquables  théorèmes 
que  Steiner  a  déduits  de  ces  considérations  relativement  aux  courbes 
du  troisième  ordre  (§  i5  du  Mémoire  de  Steiner).  Les  courbes  du 
troisième  ordre  ont  encore,  en  général,  la  propriété  d'admettre  un 
point  M  et  une  droite  G,  et  ceux-ci  peuvent  être  choisis  de  neuf  ma- 
nières différentes  5  on  peut  prendre  pour  M  chacun  des  points  d'in- 
flexion, et  pour  G  la  droite  harmonique  correspondante,  qui  joint  les 
points  de  contact  des  tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  point 
d'inflexion.  Si  Ton  considère,  d'autre  part,  la  courbe  par  rapport  à 
un  point  M  et  à  une  droite  G  choisis  à  volonté,  la  polaire  interne  de 
M  sera  une  conique.  La  droite  G  restant  fixe,  il  y  a  une  conique  par- 
ticulière 9  =  0,  sur  laquelle  M  doit  être  situé,  pour  que  la  polaire 
interne  se  décompose  en  deux.  Les  droites  dans  lesquelles  elle  se  dé- 
compose enveloppent  une  courbe  de  sixième  classe  Si  =  o.  De  plus, 
les  points  de  G  jouissent  encore  eux-mêmes  de  cette  propriété,  que 
leur  polaire  interne  se  décompose  en  deux,  et  les  droites  dans  les- 
quelles elle  se  décompose  enveloppent  une  seconde  courbe  de  sixième 
classe  Ft  =  o. 

A  ces  courbes  s'en  joignent  encore  quelques  autres,  moins  faciles 
à  définir,  dont  la  classe.  Tordre  et  les  relations  mutuelles  sont  dis- 
cutés. Ces  courbes  sont  d'un  haut  intérêt,  tant  au  point  de  vue  géo- 
métrique qu'à  celui  de  l'algèbre  nouvelle.  Comme  elles  contiennent 
les  coordonnées  d'une  droite  fixe,  leurs  équations  sont  des  contreva- 
riants  {Zwischenformen)^  dans  le  sens  employé  par  M.  Aronhold, 
lorsqu'elles  interviennent  comme  exprimées  en  coordonnées  ponc- 
tuelles \  en  coordonnées  tangenticlles,  ce  sont  des  formes  adjointes  à 
deux  séries  de  coordonnées  tangenticlles.  Ainsi  9  =  o  est  exactement 
la  forme  ainsi  désignée  par  M.  Aronhold  dans  le  tome  55  du  Journal  de 
Crelle.  Soit  F  =  o  l'équation  de  la  courbe  du  troisième  ordre  en  coor- 
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données  tangcntielles,  a^k  un  coefficient  de  son  ^pation  en  coordon- 
nées ponctuelles,  et  soient  yi,  yt)  7t  les  coordonnées  de  G;  alors 
Si  :=  o  prend  la  forme  remarquable 

Drach  (v.).  —  Sur  la  théorie  de  la  droite  dans  Veifoce  et  des  corn- 
plexei  linéaires,  (i^  p.) 

Ce  Mémoire  traite  des  complexes  plûckériens  du  premier  degré, 
en  vue  de  quelques  relations  méiriquei  qui  s'y  rencontrent. 

Webkr  (H.).  —  Sur  un  problème  de  repréientation  conforme.  (3  p.) 
Ce  problème,  résolu  avec  une  remarquable  simplicité,  est  celui  de 
la  représentation,  avec  similitude  dans  les  éléments  infinitésimaux, 
de  la  surface  de  la  lemniscate  sur  un  cercle,  en  faisant  correspondre 
au  centre  du  cercle,  tantôt  le  centre  de  la  lemniscate,  tantôt  un  de 
ses  foyers. 

Mayer  (A.).  —  Le  théorème  du  Calcul  des  variations  qui  corres- 
pond au  principe  de  la  moindre  action.  (7p.) 

Les  problèmes  du  Calcul  des  variations  où  Ton  n*a  à  considérer 
que  des  intégrales  simples  peuvent  toujours  se  ramener  au  cas  où, 
sous  le  signe  d'intégration  aussi  bien  que  dans  les  équations  de  condi- 
tion, il  n'entre  que  les  premières  dérivées  des  fonctions  cherchées.  Si 
en  même  temps  la  variable  indépendante  elle-même  ne  se  présente 
nulle  part  explicitement,  et  que  les  équations  de  condition  ne  con- 
tiennent pas  les  dérivées,  on  voit  alors  que  les  équations  dilTéren* 
tielles  du  problème  admettent  une  intégrale  analogue  à  celle  du  prin- 
cipe des  forces  vives.  Si,  à  l'aide  de  cette  intégrale,  on  élimine  de 
partout  la  différentielle  elle-même  de  la  variable  indépendante,  les 
équations  différentielles  du  problème  se  trouvent  encore  des  équa- 
tions isopérimétriques  *,  mais  elles  se  rapportent  à  un  autre  pro- 
blème, dans  lequel  une  des  anciennes  fonctions  inconnues  joue 
maintenant  le  rôle  de  variable  indépendante.  En  appliquant  ces  con- 
sidérations a  la  Mécanique,  on  est  conduit  par  rintégrale/(T  +  U)  di, 
au  principe  de  la  moindre  action. 

Si  les  équations  de  condition  contiennent  aussi  les  dérivées,  l'inté- 
grale en  question  n'existe  plus;  mais  on  peut  alors  employer  une 
des  équations  de  condition  pour  éliminer  la  différentielle  de  la  va- 
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riable  indépendante  ;  les  équations  du  problème  conseirent  ainsi  leur 
caractère  isopérimétrique,  et  correspondent  encore,  après  l'élimina- 
tion, à  un  problème  dans  lequel  une  des  anciennes  fonctions  incon- 
nues joue  le  rôle  de  variable  indépendante. 

LiNDELÔF  (L.).  —  Propriétés  générales  des  polyèdres  qui,  sous  une 
étendue  superficielle  donnée,  renferment  le  plus  grand  volume  (  i  o  p.  ;  fr.) 

L'auteur  commence  par  donner  une  démonstration  élégante  de 
cette  proposition,  que,  parmi  tous  les  polyèdres  entièrement  convexes 
dont  la  direction  des  faces  est  donnée,  celui  qui  a  le  plus  grand  vo- 
lume, entre  tous  ceux  de  surface  donnée,  est  circonscrit  à  une  sphère. 
A  cette  proposition  se  rattache  la  démonstration  du  théorème  énoncé 
par  Steiner,  que,  si  Ton  fait  varier  aussi  la  direction  des  faces,  le 
polyèdre  de  volume  maximum  sous  une  surface  donnée  a  pour 
points  de  contact  avec  la  sphère  inscrite  les  centres  de  gravité  de  ses 
faces. 

LumBLÔp  (L.).  —  Sur  les  limites  entre  lesquelles  la  caténùïde  est 
une  surface  minima.  (7  p.  \  fr.) 

L'auteur  établit  d'une  manière  élémentaire  les  limites  entre  les- 
quelles la  chaînette,  par  sa  révolution  autour  de  sa  directrice,  en- 
gendre une  surface  minimum  (^ }.  On  obtient  ces  limites,  lorsque  les 
tangentes  menées  aux  extrémités  de  l'arc  générateur  se  coupent  sur 
la  directrice. 

RàDAu  (R.).  —  Les  équations  différentielles  de  la  Dynamique.  (i5  p.) 
L'auteur  traite  des  avantages  qui  peuvent  résulter  des  théories  de 

Hamilton,  de  Jacobi,  de  Bertrand,  dans  l'étude  du  mouvement  des 

planètes  et  dans  le  problème  des  trois  corps. 

Nbuxash  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  Véther  dans  les  cristaux, 
(5  p.) 
Note  sur  le  Mémoire  publié  par  l'auteur.  (  Math.  i4nn.,  T.  L)  (*  ). 

Heihs  (E).  —  Extraits  de  deux  lettres.  (5  p.) 

Le  premier  de  ces  Extraits  est  relatif  au  développement  de  cosnf 
suivant  les  puissances  de  cos(f  ^  le  second  à  une  démonstration  rigou- 
reuse des  principes  du  calcul  des  variations. 


(*)  Voir  LihdilOp  et  Moigro,  Leçons  sur  le  calcul  des  variations ^  p.  109. 
('}  Voir  Smlletùt,  t.  I,  p.  i3a. 
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Nedmann  (C.)  . — Sur  hi  produits  et  le$  carrés  des  foneHoms  de  Bessel. 

(«p.) 

L'auteur  donne  trois  théorèmes,  au  moyen  desquels  une  fonction 
uniforme  et  continue  à  Tintéricur  d'une  certaine  région  peut,  suivant 
qu'elle  est  paire  ou  impaire,  se  développer  suivant  les  carrés  ou  les 
produits  des  fonctions  de  Bcssel;  et  il  détermine,  en  même  temps,  la 
limite  de  la  région  de  convergence  de  ces  développements. 

2*  Cahier. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  formes  binaires  du  sixième  ordre, 
et  sur  la  trisection  des  fonctions  hyper  elliptiques.  (  5  p.) 

L'auteur  donne  un  extrait  d'un  Mémoire  plus  développé,  qui  a 
paru  dans  le  tome  XIV  des  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  de  Got^ 
tingue,  et  dont  nous  pouvons  rendre  compte  en  même  temps  que  de 
l'extrait. 

La  question  de  ramener  une  forme  binaire  du  sixième  ordre  /  à  la 
forme  u'  —  v*  est  un  problème  déterminé;  M.  Cayley  a  établi  com- 
plètement les  équations  qui  ont  lieu  entre  les  invariants  de  f  et  les 
invariants  simultanés  de  u  et  de  v.  Mais  il  s'agit  ici  du  nombre  et  du 
groupement  des  solutions  de  ce  problème.  U  se  trouve  ici  que  ce  pro- 
blème coïncide  avec  celui  de  la  trisection  des  fonctions  hyperellip» 

tiques  dont  l'irrationnalité  est  ^ .  Pour  cette  trisection,  M.  Camille 
Jordan  a  fait  voir  qu'elle  conduit  à  une  équation  du  4o*  degré,  qui  se 
résout  au  moyen  d'une  équation  du  27*  degré.  La  même  chose  est 
démontrée  ici  algébriquement  pour  le  problème  de  transformation  de 
f=u^  —  v^.Ce  problème  a  80  solutions  qui,  prises  deux  à  deux,  ne 
diflèrent  que  par  le  signe  de  v^  et  qui  n'en  forment  ainsi,  à  propre* 
ment  parler,  que  4o«  Si  l'une  d'elles  est  donnée,  la  recherche  des 
autres  n'exige  plus  qu'une  équation  Hessienne  du  9*  degré,  et  peut  se 
faire,  par  conséquent,  à  l'aide  de  radicaux.  En  étudiant  de  plus  près 
ces  relations,  on  voit  que  les  racines  de  l'équation  du  4o*  degré  ad- 
mettent un  groupement  de  2.40  groupes  de  quatre,  que,  par  suite,  l'é- 
quation du  40*  degré  conduit  à  une  autre  du  4^*9  qui  donne  les 
couples  de  groupes  quadruples;  mais  les  40  racines  de  la  première 
équation  peuvent  en  même  temps  être  formées  de  27  manières  an 
moyen  de  cinq  couples  de  groupes  quadruples,  ce  qui  donne  une 
réduction  de  l'équation  du  4o*  degré  à  une  du  27'. 
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Klein  (F.).  —  Sur  laihitme  des  complexes  de  lignes  du  premier  et 
du  second  degré.  (29  p.) 

L'équation  de  condition  du  second  degré,  qui  existe  entre  les 
six  coordonnées  de  la  ligne  droite  dans  l'espace,  peut  se  ramener, 
par  des  transformations  linéaires,  à  la  forme 

j?;  H-  «;  H-  «;  H-  a?J  -f-  arj  -4-  :t J  =  o. 

Les  variables  «,  égalées  à  zéro,  représentent  ici  six  complexes  li- 
néaires, qui  se  groupent  ensemble  d'une  manière  remarquable.  Rela- 
tivement à  ces  complexes,  les  droites  s'assemblent  3a  à  3a,  savoir, 
celles  dont  les  coordonnées  x  ne  diOerent  que  par  le  signe.  Si  l'une 
de  ces  3a  droites  tourne  autour  d'un  point,  la  même  chose  a  lieu 
pour  i5  des  autres;  les  16  restantes  se  meuvent  dans  des  plans.  On 
rencontre  un  exemple  de  cette  sorte  de  groupement  dans  les  16  points 
doubles  et  les  16  plans  doubles  des  surfaces  de  quatrième  ordre  et 
de  quatrième  classe  étudiées  par  Kummer. 

Soit  donné  maintenant  un  complexe  de  lignes  du  second  degré.  On 
peut  alors,  en  général,  déterminer  une  certaine  transformation 
linéaire,  qui  ramène  l'équation  de  condition  existant  entre  les  coor- 
données k  la  forme  précédente  et,  en  même  temps,  l'équation  du  com- 
plexe à  une  équation  correspondante.  De  là  résulte  qu'un  complexe 
du  second  degré  est  réciproque  à  lui-même  par  rapport  à  un  système 
de  six  complexes  linéaires  de  l'espèce  considérée.  Une  équation  a 
lien  pour  les  figures  covariantes  appartenant  au  complexe  et,  en 
particulier,  pour  la  surface  de  Kummer,  qui  est  le  lieu  des  points 
dont  le  cône  complexe  se  décompose  en  deux  plans,  et  qui,  en  même 
temps,  est  enveloppée  par  deux  plans  dont  les  courbes  complexes  se 
décomposent  en  deux  points.  On  obtient  par  là  une  série  de  théo- 
rèmes sur  les  complexes  du  second  degré,  et  en  particulier  aussi 
sur  la  surface  de  Kummer.  Par  exemple,  on  a  ces  deux  propositions  : 

c  Le  rapport  anhannonique  de  quatre  plans  tangents  d'une  sur- 
face de  Kummer  passant  par  une  droite  donnée  quelconque  est  égal 
ta  rapport  anharmonique  des  points  d'intersection  de  cette  ligne 
i?ec  la  surface.  » 

«  Si  d'un  point  de  la  surface  de  Kummer  on  mène  les  six  tan- 
gentes possibles  à  la  courbe  d'intersection;  que  pour  chacun  des 
points  de  contact  on  répète  cette  construction,  et  ainsi  de  suite  ;  on 
n'obtient  pas  ainsi  une  suite  infinie  de  points,  mais  un  système  ren- 
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trant  sur  lui-même  de  3  a  points  joaissant  de  propriétés  identi(pies, 
dont  chacun  est  lié  avec  six  des  autres  par  des  tangentes  doubles  de 
la  surface.   » 

La  représentation  algébrique  des  figures  en  (piestion  s'établit  très- 
simplement  dans  le  système  de  variables  pris  pour  base. 

GoKDAN  (P.).  —  Les  systèmes  simullanéi  de  formes  binaires.  (54  p.) 
Ce  Mémoire  est  un  des  plus  importants  qui  aient  paru  jusqu'ici 
sur  l'algèbre  des  formes  binaires.  La  question  de  savoir  si,  au  moyen 
iVun  nombre  fini  d'invariants  et  de  covariants,  on  peut  former  ra- 
tionnellement sans  dénominateurs  tous  les  autres  appartenant  à  une 
certaine  forme,  a  été  déjà  traitée  par  M.  Cayley  dans  ses  Mémoire 
upon  Quantics,  et  ce  géomètre  a  cru  devoir  se  prononcer  pour  la 
négative.  Dans  le  tome  69  du  Journal  de  Crelle,  M.  Gordan  a  repris 
cette  question,  en  tant  qu'elle  concernait  les  formes  binaires,  et  a  fait 
voir  qu'il  y  a  au  moins  un  système  de  formes,  au  moyen  desquelles 
tous  les  invariants  et  covariants  d'une  forme  binaire  peuvent  se  repré- 
senter par  des  fonctions  entières  à  coefficients  numériques. 

La  démonstration  compliquée,  donnée  dans  ce  premier  Mémoire, 
a  été  simplifiée  et  rendue  plus  claire  par  l'auteur  dans  son  nouveau 
travail,  et  il  a  en  même  temps  étendu  son  théorème  à  un  système 
quelconque  de  formes  binaires  simultanées.  11  prend  pour  point  de 
départ  la  définition  des  invariants  et  des  covariants  au  moyen  du 
théorème  démontré  par  M.  Clebsch,  que  tout  invariant  ou  cora- 
riant  rationnel  peut  se  représenter  par  une  somme  de  produits  de 
déterminants  symboliques  et  d'expressions  linéaires  symboliques. 
Cette  proposition  rend  tout  à  fait  inutile  l'usage  des  équations  aux 
différentielles  partielles,  et  l'on  n'a  besoin  d'employer  que  des  mé- 
thodes élémentaires.  Le  théorème  conduit  en  outre  à  démontrer  que 
tous  ces  invariants  et  covariants  résultent  de  superpositions  répétées  de 
formes  simples.  Par  la  k^^*  superposition  (  Uebereinanderschiefmng)  de 
deux  formes,  M.  Gordan  entend  l'opération  connue  par  laquelle,  au 
moyen  des  deux  formes  y*,  cp,  dont  les  expressions  symboliques  sont 

/=  (a,  ar.  -h  fl,  jr, )",     9  =  ( a,  x,  H-  a,  x^Y, 
on  forme  l'expression 

(a,  a,—  ata,)*(fl, x»  -h  «,*,)■-*(«, x,  4-  «,r,)*-*. 
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La  conception  d'un  système  de  formes  complet  joue  dans  cette  étude 
un  rôle  des  plus  importants.  Un  tel  système  jouit  de  la  propriété  que, 
de  quelque  manière  que  Ton  opère  les  superpositions  des  formes  du 
système,  on  retrouve  toujours  une  fonction  rationnelle  et  entière  des 
formes  elles-mêmes.  La  question  est  de  montrer  que,  pour  un  système 
quelconque  de  formes  fondamentales,  on  peut  toujours  construire  un 
système  de  formes  complet  et  fini.  M.  Gordan  démontre  d'abord 
l'existence  de  ce  système  de  formes  fondamentales,  toutes  les  fois 
que,  pour  chaque  forme  fondamentale  en  particulier,  il  existe  un 
système  de  formes  complet  et  fini  ;  puis,  pour  une  seule  forme  fonda- 
mentale donnée  quelconque  de  l'ordre  n,  et  ici  le  cas  où  le  nombre 
n  est  divisible  par  4  exige  des  considérations  particulières. 

Dans  les  applications  qui  viennent  ensuite,  M.  Gordan  établit  les 
systèmes  de  formes  complets  pour  les  formes  isolées  du  deuxième,  du 
troisième,  du  quatrième,  du  cinquième,  du  sixième  degré,  puis  aussi 
pour  des  combinaisons  de  formes  du  premier,  du  deuxième,  du  troi- 
sième, du  quatrième  degré,  et,  en  général,  pour  les  combinaisons  de 
systèmes  complets  donnés  arbitrairement  avec  les  formes  du  premier 
et  du  deuxième  degré. 

MîjLLBa  (H.).  —  Sur  une  affinité  géométrique  du  cinquième  degré 
(12  p.) 

Etant  donnés  deux  plans,  on  prend  sur  chacun  d'eux  cinq  points 

p,,Ps9---9Pi)  9n  9tv"9  9b-  ^^  1'^^  choisit  sur  le  premier  un  nouveau 
point  jp,  sur  le  second  un  nouveau  point  9,  q  sera  associé  d'une  ma- 
nière uniforme  {eindeutig)  à  p,  si  l'on  exige  que  le  faisceau  des 
rayons  menés  de  p  aux  points  Pi,  Pt?*  •  •)  Pi  soit  projcctif  de  celui 
des  rayons  menés  de  9  à  ^i,  ^av  •)  9s-  Cela  détermine  une  relation 
mutuelle  entre  les  points  des  deux  plans.  Si  p  se  meut  en  ligne 
droite,  q  décrit  une  courbe  du  cinquième  ordre,  qui  aura  ^i,  fi,. .  •, 
}s  pour  points  doubles,  et  de  plus  un  certain  sixième  point,  auquel 
alors  correspond  uniquement  la  conique  déterminée  par  cinq  points 

En  poursuivant  l'étude  de  cette  relation,  on  rencontre  une  suite 
de  remarques  intéressantes,  qui  sont,  en  partie,  étroitement  liées  à 
la  théorie  des  courbes  du  troisième  ordre. 

NôTHBK  (M.).  —  Sur  la  théorie  de  la  correspondance  uniforme  des 
formes  algébriques  d'un  nombre  quelconque  de  dimensions.  (  24  p) 
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La  division,  donnée  par  Riemann,  des  équations  algébriques  entre 
deux  variables  suivant  la  classe  p  des  fonctions  abéliennes  correspond 
dantes,  nous  apprend  que  les  courbes  de  même  nombre  p  (de  même 
genre]  peuvent  être  rapportées  uniformément  l'une  k  l'autre. 
M.  Clebsch  a  énoncé,  sans  démonstration,  comme  extension  de  cette 
proposition,  un  théorème  analogue  pour  les  surfaces  i  courbes 
doubles  quelconques,  dans  les  Comptes  rendus  de  décembre  1868. 

Le  Mémoire  de  M.  Nôther  complète  d'abord  ce  théorème,  en  pre* 
nant  aussi  en  considération  les  points  singuliers  d'ordre  supérieur 
de  la  surface,  et  en  donnant  la  démonstration  du  théorème.  I^Iais  fl 
va  beaucoup  plus  loin.  U  considère  des  équations  algébriques  entre 
des  variables  en  nombre  quelconque  et  montre  conmient  on  peut 
dans  chaque  cas  les  classer.  C'est  ce  qu'il  exprime  par  le  théorème 
suivant  : 

(c  Le  genre  d'une  équation  homogène  /(xi,  St,. . .,  ^t)  =  o  est 
le  nombre  des  constantes  arbitraires  qui  demeurent  dans  une  fonc- 
tion d(X|,  Xty, . .,  Xr+%)  àe  degré  n — r —  a,  qui  s'annule,  ainsi  que 
ses  (jx  —  r  +  h —  !)**««•  dérivées  pour  toutes  les  figures  algébriques 
contenues  dans  y*=  o,  pour  lesquelles  A  +  i  des  quantités  x  restent 
arbitraires,  et  les  dérivées  de  fy  jusqu'à  la  (fi  —  i  )'*■•  inclusivementt 
s'annulent.  Pour  fA  +  A<r,  il  n'y  a  aucune  condition  à  remplir.  » 

L'égalité  du  nombre  p  est  la  condition  préalable  nécessaire  pour 
que  deux  figures  algébriques  se  correspondent  d'vme  manière  uni* 
forme. 

Le  même  auteur  a  traité  dans  une  Note  (  *  )  les  siurfaces  du  genre 
p  =  o,  qui  possèdent  aussi  des  courbes  du  genre  p  =:  o^  et  il  fait 
connaître  dans  quels  cas  ces  surfaces  peuvent  fyre  représentées  uni- 
iormément  sur  un  plan,  en  indiquant  un  théorème  général  pour  effiso- 
tuer  cette  représentation. 

ScHEÔDxm  (E.).  -^Sur  ie$  ûlfmritimus  em  nombre  infim  pomr  la  rée^ 
luHcn  des  équations.  (49  p-) 

Ce  Mémoire  contient  une  théorie  générale  des  méthodes  de  réso- 
lution des  équations  algébriques  ou  transcendantes,  pourvu  que  la 
racine,  réelle  ou  complexe,  que  l'on  cherche  jouisse  de  cette  pro- 
priété, que  le  premier  membre  de  Téquation  soit  continu  dans  le 
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voisinage  immédiat  de  cette  racine.  Le  caractère  particulier  de  la 
méthode  considérée  consiste  en  ce  que  Ton  part  d'un  nombre  quel* 
conque,  et  que  Ton  va  en  s'approchant  de  la  racine  cherchée  par  une 
snite  d'opérations  telles,  par  exemple,  que  celles  de  la  méthode  con* 
nue  de  Newton.  L'auteur,  entre  autres,  reproduit  sous  une  forme 
concise  une  formule  pour  le  développement  en  série  d'une  racine, 
qoi  avait  été  déjà  donnée  par  Theremin,  du  moins  pour  les  équations 
algébriques.  Comparé  aux  séries  de  Lagrange  et  de  Bûrmann,  ce  dé- 
veloppement a  l'avantage  de  contenir  une  quantité  arbitraire,  par  le 
changement  de  laquelle  on  peut  obtenir  toutes  les  racines. 

n  faut  distinguer  entre  la  représentation  des  racines  par  des  séries 
et  par  des  expressions  analogues  (valeurs-limites,  etc.),  et  les  algo- 
rithmes proprement  dits  par  lesquels  on  obtient  des  valeurs  appro- 
chées par  une  suite  de  substitutions  successives.  L'auteur  discute  les 
espèces  les  plus  remarquables  de  ces  algorithmes,  qui  semblent 
avoir  en  grande  partie  échappé  a  l'attention  des  géomètres. 

Kusin  (F.).  —  La  transformation  linéaire  générale  des  coordonnées 
de  la  ligne  droite.  (5  p.) 

Les  coordonnées  de  la  ligne  droite  dans  l'espace  peuvent  toujours 
être  considérées  comme  des  variables  quelconques,  liées  entre  elles  par 
une  équation  de  condition  du  second  degré.  D'après  cela,  on  peut  se 
demander  quelle  est  la  signification  d'une  transformation  linéaire 
générale  de  ces  variables.  La  réponse  se  tire  de  la  forme  que  prend, 
dans  chaque  cas,  l'équAtion  de  condition. 

Kleih  (F.).  —  Sur  la  représentation  des  surfaces  complexes  de  qua- 
trième ordre  et  de  quatrième  classe.  {2  p.) 

Ces  surfaces  constituent  un  cas  particulier  des  surfaces  de  qua- 
trième ordre  à  une  droite  double,  dont  M.  Gebsch  a  donné  la  repré- 
sentation dans  le  tome  I  des  Annalen.  La  modification  que  subit  ici 
la  représentation  générale  est  indiquée  dans  ce  travail. 

Clebsch  (A.). —  Sur  la  possibilité  de  transformer  linéairement  runs 
dans  Vauire  deux  formes  linéaires  données.  (9  p.) 

Le  problème  exige  l'égalité  des  invariants  simultanés  ;  mais  cette 
^alité  n*est  pas  suffisante.  L'auteur  fait  voir  comment  on  peut  effec- 
tuer la  transformation  : 

I®  Lorsque,  jusqu'à  un  ordre  impair  2n  +  i,  les  deux  formes  ont 
des  couples  correspondants  de  covariants  linéaires,  a,  b  pour  fy  et 


i84  BULLETIN  DB5  SCIBNCB8 

a,  |3  pour  cp,  et  que  ni  le  déterminant  de  a,  6,  ni  celui  de  a,  ^  ne 
s'évanouissent  ] 

a^  Lorsque,  jusqu'à  un  ordre  pair  an,  il  existe  des  couples  corres- 
pondants de  covariants  quadratiques,  o,  h  pour/,  et  a,  |3  pour  f ,  et 
que  ni  la  résultante  de  a,  fr,  ni  celle  de  a,  ^  ne  s'évanouissent. 

L'auteur  indique  alors  quels  sont  les  cas,  dans  les  formes  du  cin* 
quième  et  du  sixième  ordre,  qui  restent  exclus  de  ces  considérations. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  déiermùMion  des  poinU  d^inflexicn  d'utu 
courbe  du  troisième  ordre.  (3  p.) 


MËLANGBS. 

m  m  itnoDi  hodtilu  tm  vtmi  m  conuis  nictis 
sDi  us  sDiFicn  iLGiiiKmn  (*). 

Le  Mémoire  de  M.  Clebsch  dont  nous  voulons  parler  a  pour 
titre  :  Ueber  die  Abbildung  (Ugehraiseker  Fldcken^  insbesondere  der  vier- 
ien  und  fûnften  Ordnung.  a  Sur  la  représentation  des  surfaces  algé- 
briques, et  en  particulier  des  surfaces  du  quatrième  et  du  cinquième 
ordre.  »  (Uatkematische  Annalen,  t.  I,  p.  a53.)  Ce  travail  considé- 
rable se  divise  en  plusieurs  paragraphes. 

Le  §  P''  est  intitulé  :  Sur  le  degré  de  la  courbe  double  d'une  sur- 
face  que  Ton  peut  représenter  sur  le  plan.  Imaginons  une  surface  d'or- 
dre N,  et  supposons  que  les  coordonnées  homogènes  d'un  de  ses 
points  soient  données  par  les  formules 

pjr,=/,(Ç„  Ç,,  Ç,), 

où  p  est  un  facteur  indéterminé,  et  les  quantités /des  fonctions  ho- 
mogènes d'ordre  n,  des  variables  (t)  (t)  (n  qtû  peuvent  elles-mêmes 
être  considérées  comme  les  coordonnées  d'un  point  dans  le  plan. 

(')  Voir  BulUti/t,  t.  U.  p.  a3. 


r 
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Alors,  si  l'on  coupe  la  surface  par  le  plan  dont  l'équation  est 

( 2)  ai Xi  -+•  a^Xi  -h  «s JT,  +  cCiXt  =  o, 

on  obtient  une  section  plane,  qui  correspond,  dans  le  plan,  à  la 
courbe  dont  l'équation  est 

(3)  a,/,  4-  atfi  -4-  «s/i  -4-  «4/4  =  o. 

On  Toit  donc  que  les  sections  planes  de  la  surface  sont  représentées 
par  les  courbes  d'ordre  n  du  plan  faisant  partie  du  système  à  trois  pa^ 
ramètres  défini  par  l'équation  (3). 

Ces  courbes  (3)  auront,  en  général,  des  points  conununs.  Dési- 
gnons par  ai  le  nombre  de  points  simples  communs,  par  af  le  nombre 
de  points  doubles,  et,  en  général  par  a/  le  nombre  des  points  mul- 
tiples et  fixes  d'ordre  t,  communs  à  toutes  les  courbes.  On  établit 
sans  peine  l'équation  suivante  entre  le  degré  N  de  la  surface  et  les 
nombres  précédents, 

(4)  N  =  ii*— £ii  —  4^«""9^8'"*  ••• 

On  obtient  encore  une  autre  équation  par  la  remarque  suivante, 
déjà  faite  et  utilisée  en  plusieurs  occasions  par  M.  Clebsch.  Les  sec- 
tions planes  de  la  surface  et  leurs  représentations  se  correspondent 
point  par  point;  elles  sont  donc  du  même  genre.  D'après  cela,  si  la 
surface  a  une  courbe  double  d'ordre  d  et  tme  courbe  de  rebrous- 
sèment  de  degré  r,  toute  section  plane  aura  précisément  d  points 
doubles,  r  points  de  rebroussement.  Son  genre  (^)  sera  donc 

(5)  (N-.)(N-.)_^_^^ 

21 

En  l'égalant  à  celui  de  la  représentation,  on  trouve 

(o)  Pi= '  —  «1—  3a,  — 6a,  — . ... 

Enfin,  on  obtiendra  une  inégalité  si  l'on  exprime,  comme  cela  doit 
être,  que  les  quatre  fonctions  fi  sont  distinctes,  qu'elles  ne  sont  pas 
liées  par  une  équation  linéaire  ;  car  il  faut  que  les  points  par  lesquels 
elles  sont  assujetties  à  passer  et  qui  ne  les  déterminent  pas  entière- 
ment soient  en  nombre  tel  que  quatre  coefficients  arbitraires  sub- 

(•>  Volf  BuU€iim,  1. 1,  p.  139.  l  .^_^,., 
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sistent  dans  Tëquation  de  la  courbe  tssnjettie  k  les  contenir,  chicim 
avec  le  degré  de  multiplicité  voulu.  Il  est  clair,  en  effet,  que,  s'il 
n*en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  toujours  établir  une  relation  linéaire 
entre  les  quatre  fonctions  fi  et,  par  conséquent,  entre  les  quatre 
coordonnées  œ^  ce  qui  est  absurde.  On  obtient  ainsi  l'inégalité 

que  Ton  peut  écrire,  en  tenant  compte  des  équations  (5)  et  (6), 

(8)  p.^N-.a, 
ou 

(9)  tf-*-r> ~ 

Cette  dernière  inégalité,  dans  laqueUe  le  premier  membre  est  le  de- 
gré de  l'ensemble  des  courbes  doubles  ou  de  rebroussement,  indique 
une  limite  inférieure,  que  ne  doit  pas  atteindre  le  degré  de  cette 
courbe  singulière,  toutes  les  fois  que  la  surface  peut  être  représentée 
sur  le  plan. 

D  y  a  cependant  un  cas  d'exception  qu*il  faut  signaler.  On  a  sup- 
posé que  les  points  par  lesquels  passent  les  courbes  f  sont  indépen- 
dants; mais  on  sait  que,  dans  certains  cas,  une  courbe  que  Ton 
assujettit  à  passer  par  certains  points  va  passer  par  d'autres  points 
dépendants  des  premiers;  par  exemple,  toutes  les  courbes  du  qua- 
trième ordre,  coupant  une  courbe  de  troisième  ordre  en  huit  points, 
vont  passer  nécessairement  par  un  neuvième  point  situé  sur  la  courbe. 
Ces  neuf  points  et  les  systèmes  analogues  forment  ce  que  M.  Qebsch 
appelle  un  système  de  points  d'intersection.  Il  est  clair  que  n  points 
formant  un  système  ne  tiennent  pas  lieu  de  n  conditions  ;  lorsque  la 
courbe  passe  par  un  nombre  déterminé  d'entre  eux  elle  passe  par  les 
autres.  Il  résulte  de  là  une  modification  de  l'équation  (4),  qui  devient 


d'où 


4  ? —  Hi  —  Sot  ""  6dt  —  .••-♦- 


a. 


L'équation  (9)  montre  qu'une  surface  du  quatrième  ordre  et  une  du 
cinquième  ordre  ne  seront  applicables  que  si  elles  ont  :  la  première 
une  droite  double,  la  seconde  une  courbe  double  du  troisième  ordre. 
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Mais  la  remarque  relative  au  système  complet  de  points  d'intersec- 
tion montre  que  déjà  une  surface  du  cinquième  ordre  sera  applicable, 
quand  elle  aura  une  courbe  double  se  composant  de  deux  droites  qui 
ne  se  coupent  pas.  C'est,  du  reste,  ce  que  la  Géométrie  rend  évident. 

Le  §  II  est  intitulé  :  Représentation  géométrique  des  surfaces  à  étu- 
dier sur  le  plan.  Laissant  de  côté  les  exemples  dont  nous  avons  dit 
quelques  mots,  nous  examinerons  spécialement  les  surfaces  suivantes  : 

I®  La  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une  droite  double.  —  On 
commencera  par  démontrer  que  cette  surface  contient  un  certain 
nombre  de  coniques,  rencontrant  la  ligne  double,  et  non  situées 
dans  un  même  plan  avec  elle.  Alors  les  droites,  coupant  la  conique 
et  la  droite  double,  rencontreront  la  surface  en  un  point  non  situé 
sur  ces  deux  lignes^  les  coordonnées  de  ce  point  se  détermineront 
individuellement. 

a^  La  surface  du  cinquième  ordre  ayant  deux  droites  doubles.  — 
Toute  droite  rencontrant  les  deux  droites  doubles  rencontrera  la  sur- 
face en  un  seul  point  non  situé  sur  les  deux  droites. 

3^  La  surface  du  cinquième  ordre  ayant  pour  courbe  double  une 
cubique  gauche.  —  On  sait  que,  par  un  point  de  l'espace,  on  peut 
mener  une  seule  droite  rencontrant  deux  fois  la  cubique  gauche. 
Cette  sécante  coupera  la  surface  en  tin  point  non  situé  sur  la  cubique 
gauche,  et  les  coordonnées  de  ce  point  se  détermineront,  par  exemple, 
en  fonction  des  deux  paramètres  des  points  où  la  sécante  rencontre  la 
cubique  gauche.  Cette  courbe  double  peut,  d'ailleurs,  se  décomposer 
en  une  droite  et  une  conique  qui  se  coupent,  etc.  \  mais,  M.  Clebsch 
fait  voir  que  l'on  ne  peut  substituer  à  la  cubique  gauche  une  autre 
courbe  de  troisième  ordre,  qui  n'en  serait  pas  un  cas  particulier,  par 
exemple,  la  courbe  formée  de  trois  droites  qui  ne  se  coupent  pas. 

Le  S  m  a  poiu*  titre  :  Surfaces  du  quatrième  ordre  avec  une  droite 
double.  Droites  et  coniques  de  cette  surface. 

L'équation  de  cette  surface  est 

(10)  A*(v—  aBAv-f-B*M  =  o, 

où  A,  B  sont  des  fonctions  linéaires  et  ti,  ç^,  w  des  fonctions  du 
second  degré  des  coordonnées;  cette  équation,  déjà  donnée  par 
M.  Kummer  (^),  résulte  de  l'élimination  de  X  entre  les  deux  équa- 

(*)  Monatihtr^  tUr  BtrL  Aead.t  séance  du  16  juillet  f863,  et  Journal  de  Borehardt, 
t.  64»  p.  66. 
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lions 

(il)  A-f-XB  =  o,    li-f-^Xc'-f-X'M^zzo. 

Ces  deux  équations,  quand  on  y  fait  varier  A,  représentent  une 
série  de  coniques,  dont  les  plans  passent  par  la  droite 

A  =  o,    B  =  o, 

qui  est  la  droite  double  ;  mais  la  surface  contient  encore  d'autres  coni- 
ques en  nombre  limité.  M.  Clebsch  démontre,  en  effet,  en  employant 
un  remarquable  théorème  de  M.  Lûroth,  la  proposition  suivante  : 

Il  y  a  64  plans  tangents  triples  qui  coupent  chacun  la  siu*facc  en  deux 
coniques.  Chaque  conique  coupe  la  droite  double  en  un  point,  etc.. 

Puisque  Ton  peut  prendre,  siu*  la  surface,  de  a. 64  manières  une 
conique  rencontrant  la  droite  double,  il  résuite,  conformément  à  ce 
que  nous  avons  dit  plus  haut,  autant  de  manières  d'effectuer  l'appli- 
cation de  la  surface  sur  un  plan.  L'équation  du  soixante-quatrième 
degré,  dont  dépendent  ces  64  coniques,  se  résout  au  moyen  d'une 
équation  du  huitième  et  de  plusieiu*s  équations  du  second  degré. 

Les  S§  IV  et  V  sont  consacrés  à  l'étude  de  la  surface  précédente, 
et  des  différents  moyens  de  la  représenter  sur  le  plan. 

Le  S  VI  est  intitulé  :  Généralités  relatives  aux  surfaces  applicables 
sur  le  plan.  Étude  de  leur  intersection  complète  avec  une  autre  surface. 
M.  Clebsch  commence  par  développer  les  principes  généraux  qui 
sont  indispensables  pour  l'étude  qui  va  suivre.  Soient  les  formides 
de  la  représentation 

(la)  pa:,  =/„    pxt=zfu    pxt=ft,    px^'=f,, 

et  supposons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  que  les  courbes 

(i3)  lot  fi  =  0, 

qui  représentent  les  sections  planes,  soient  du  degré  n,  aient  ai  points 
simples  communs,  a^  points  doubles,  etc.  Ces  points  s'appellent, 
nous  l'avons  déjà  dit,  les  points  fondamentaux  de  la  représentation. 
On  a  la  proposition  suivante  : 

Un  point  multiple  d'ordre  r  commun  à  toutes  les  courbes  (i3)  est 
la  représentation  d'une  inGnité  de  points  de  la  surface.  Ces  points, 
en  nombre  infini,  forment  une  courbe  d'ordre  r,  jouissant  de  cette 
propriété  spéciale  que  les  coordonnées  d'un  de  ses  points  s'expriment 
en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  variable. 


w 
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Cela  posé,  proposons-nous  le  problème  suivant  :  Étant  donnée 
une  courbe  d'ordre  m  passant  «i,  ««,...  fois  par  les  points  simples 
fondamentaux,  jS^,  (3tv  fois  par  les  points  doubles  fondamentaux, 
}fi,  jTf,...  fois  par  les  différents  points  triples,  etc.,  supposons  que  cette 
courbe  plane  ait,  en  outre,  d  points  doubles  et  r  points  de  rebrous- 
sement.  Elle  est  la  représentation  d'une  courbe  tracée  siu*  la  surface. 
Soit  M  l'ordre  de  cette  dernière,  on  a  les  équations 

(i4)  M  =  m/i— 2a  — 22(3  —  32y  — . .., 

(m-.)(m-a)_^_^ 

2 

^'*^  y«(«-l)       yP(P-,)       yy(y-,i) ^ 

^2  ^2  ^2 

auxquelles  il  faut  joindre  l'inégalité 

^(m-f-i)(m-f-2)     V<  g(g-f- 1) 

Voici,  maintenant,  les  formules  qui  donnent  les  singularités  de  la 
courbe  tracée  sur  la  surface.  On  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que 
la  surface  n'a  pas  de  courbe  de  rebrousscment. 

Soient  ]3  le  nombre  de  points  stationnaires  de  la  courbe  \ 

R  son  rang  \ 

K  sa  classe  \ 

Â  le  nombre  des  plans  osculateurs  coupant  en  quatre  points 

consécutifs. 
Ona 

B=r, 

R  =  2/?  — 2-t-2M  — B, 

K  =  2/?  —  2  -f-  2R  —  M, 
A  =  2/>— 2-f-2K  —  R; 
ou,  si  l'on  substitue  les  valeurs  de  ;>  et  de  M 

(17)  B=r, 

R  =m(m-— 3  +  211)  —  2d-—  3r 

-2a(a+i)-2p((3  +  3)-2y(y-f-5)--..., 

ç.    j  K  =  3m(/n  — 3  +  11)  — 6rf-8r 
^     '  ^  -  32«>-  32(3(P  -f- 1)  -  32y(y  +  2) . 

A  =  2m(3in-t-  211  —  9)—  '2^"—  *5r 

—  22a(3a  — II  — '>'^'^ ''''-•  **      -  ^-'^^i-/ a.  3^^.  ... 
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Ces  formules  prennent  une  forme  extrêmement  remarquable,  si 
l'on  suppose  que  la  courbe  d'ordre  M  tracée  sur  la  surface  soit  Tin- 
terseciion  complète  et  indécomposable  de  la  surface  arec  une  autre 
surface  d'ordre  L.  On  a  alors 

(19)  M  =  LN; 

(20)  p  =  L/i,  4-  ^^ ^ -'  -rf-  r, 

où  pt  a  la  signification  donnée  plus  haut  (  formule  6)  ; 

[  R  =  L*N-f-L(N-h2p,  —  2)  — arf— 3r, 
(ai)  K  =  3L'N-f-6L(/>.  — i)-6rf  — 8r, 

(  A  =6L»N-f-i2L(/?,— i)  — 2NL  — larf  — i5r, 

ce  qui  conduit  à  un  résultat  remarquable.  Les  singularités  de  la 
courbe  d'intersection  dépendent  uniquement  de  l'ordre  des  deux  sur- 
faces, du  genre  de  la  section  plane  de  la  surface  donnée  et  des 
nombres  d  et  r.  Le  premier  d  indique  en  combien  de  points  les  deux 
surfaces  sont  tangentes,  la  courbe  d'intersection  ayant  un  point 
double  au  point  de  contact;  le  nombre  r  indique  en  combien  de 
points  les  surfaces  ont  un  contact  d'ordre  supérieur,  le  point  de  con- 
tact étant  un  point  de  rebroussement  pour  la  courbe  d'intersection 
des  deux  surfaces. 

Cette  courbe  complète  d'intersection  de  deux  surfaces  peut  se  dé- 
composer. On  peut  signaler,  en  particulier,  le  théorème  suivant  : 

Si  la  représentation  sur  le  plan  de  la  courbe  d'intersection  d*une  sur- 
face  d'ordre  L  avec  la  surface  proposée  passe  rL  + 1  fois  par  un  point 
fondamental  multiple  d'ordre  r,  la  courbe  d'intersection  des  deux  sur- 
faces  se  décompose  en  deux  parties,  dont  l'une  est  la  courbe  de  la  surface 
correspondant  au  point  fondamental  considéré,  l'autre  a  pour  représenr 
talion  la  courbe  plane. 

Ce  théorème  est,  du  reste,  à  peu  près  évident,  d'après  ce  que  nous 
avons  déjà  dit.  Considérons,  par  exemple,  un  point  simple  fonda- 
mental. A  ce  point  simple  correspond  une  droite  entière  de  la  surface. 
Si  une  surface  d'ordre  L  coupe  la  surface  proposée,  suivant  une 
courbe  qui  ait  pour  représentation  une  court>e  plane  douée  d'un 
point  multiple  d'ordre  L-4-i^  au  point  fondamental^  la  surface 
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d'ordre  L  devra  couper  la  droite  en  L  -H  i  points  et,  par  conséquent, 

la  contiendra  tout  entière. 
Le  §  VU  a  pour  titre  :  Généralités.  Représentation  de  la  courbe  double. 
Reprenons  les  formules  qui  donnent  â^i,  x%^  Xz^  x^^ 

que  Ton  peut  écrire,  en  adoptant  avec  M.  Clebsch  une  abréviation 
commode  et  déjà  souvent  employée, 

Il  est  clair  que  si,  pour  deux  systèmes  de  valeurs  des  ^,  ^1,  ^s,  |t; 
^1)  ^'tf  Tfii^  on  a 

à  ces  deux  systèmes  de  valeurs  correspondra  le  même  point  de  la  sur- 
face ;  et  d'ailleurs,  pour  des  valeurs  très- voisines  des  |,  on  n'obtien- 
dra pas,  en  général,  le  même  point  de  la  surface  que  pour  un  système 
de  valeurs  voisines  des  y].  Le  point  unique  correspondant  aux  deux 
systèmes  Ç,  yj  appartiendra  donc  à  deux  nappes  de  la  surface  ^  ce  sera 
un  point  de  la  courbe  double.  M.  Clebsch  se  propose  de  déterminer 
le  degré  et  les  équations  de  cette  courbe. 

En  supposant  que  la  surface  n'a  pas  de  courbe  de  rebroussement, 
et  qu'il  n'y  a  pas  de  point  de  la  surface  correspondant  à  une  infinité 
de  points  du  plan,  on  est  conduit  au  résultat  suivant  : 

La  représentation  de  la  courbe  double  est  une  courbe  plane  d'ordre 
(N  —  4) **  "H  3?  c^te  courbe  plane  passe  (N  —  4)  •^  + 1  fois  par  un 
point  fondamental  d'ordre  r.  Le  genre  p'  de  cette  courbe  est  donné 
par  la  formule 

Comme  chaque  point  de  la  courbe  double  se  trouve  sur  deux 
nappes  de  la  surface,  et  a  pour  représentation  deux  points  du  plan, 
la  représentation  d'une  courbe  double  est  donc  dans  une  relation 
tonte  particulière  avec  la  coiu*be  double  de  Tespace.  Mais  nous  n'in- 
sistons pas  sur  cette  remarque  de  Tauteur. 

Les  §5  Vin,  IX,  X  sont  employés  à  l'étude  développée  de  la  surface 
du  quatrième  ordre  ayant  une  droite  double.  Les  sections  planes  sont 
représentées  par  des  courbes  du  quatrième  ordre,  ayant  8  points 
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simples,  et  i  point  double  communs.  La  surface  contient  i6  droites, 
une  série  de  coniques  et  128  coniques  en  dehors  de  cette  série  ^  la 
droite  double  a  pour  représentation  la  courbe  du  troisième  ordre  pas- 
sant par  les  9  points  fondamentaux,  etc.  Pour  toutes  ces  questions 
nous  pouvons  renvoyer  au  Mémoire  original. 

Les  SS  XI,  Xn,  Xm,  XIV,  XV,  XVI  sont  consacrés  à  l'étude  de 
la  surface  du  cinquième  ordre  ayant  une  ligne  double  du  troisième 
ordre.  Les  sections  planes  sont  représentées  par  des  courbes  du  qua- 
trième ordre.  Ces  courbes  n'ont  pas  de  points  doubles  et  elles  passent 
par  1 1  points  fondamentaux.  La  surface  contient  1 1  droites,  55  co- 
niques :  la  courbe  double  contient  10  points,  dans  lesquels  les  plans 
tangents  aux  deux  nappes  de  la  surface  coïncident.  Elle  est  touchée 
suivant  des  courbes  du  dixième  ordre  par  une  série  de  surfaces  du  qua- 
trième ordre;  en  un  mot,  l'étude  est  complète. 

Les  derniers  §§  XVII,  XVUI,  XIX  sont  consacrés  à  l'étude  de  la 
surface  du  cinquième  ordre  ayant  deux  droites  doubles.  Ici  la  com- 
plication est  plus  grande.  Les  sections  planes  ont  pour  représentation 
des  courbes  du  cinquième  ordre  ayant  en  commun  i  a  points  simples 
et  a  points  doubles  a,  b.  Ces  points  fondamentaux,  s'ils  étaient  arbi- 
traires, équivaudraient  à  18  conditions,  et  conmie  une  courbe  du 
cinquième  ordre  est  déterminée  par  ao  points,  il  se  présenterait  la 
difficulté  signalée  dans  le  S  P'.  Mais  les  points  fondamentaux  for- 
ment l'intersection  complète  de  deux  courbes  du  quatrième  ordre, 
ayant  un  point  double,  l'une  en  a,  l'autre  en  6.  La  surface  contient 
i3  droites,  a6  coniques,  etc.,  etc. 

En  terminant  son  Mémoire,  M.  Qebsch  fait  remarquer  que  les 
considérations  précédentes  s'appliquent  seulement  aux  surfaces  les 
plus  générales  satisfaisant  aux  définitions  posées.  Si  ces  surfaces 
acquièrent  des  points  multiples,  des  courbes  de  rebroussement,  etc., 
un  nouvel  examen  devient  nécessaire  ]  il  est  clair  que  l'on  obtiendra 
une  série  de  cas,  si  variée,  qu'il  est  même  difficile  de  se  rendre  compte 
de  leur  multiplicité.  Dans  un  Mémoire,  inséré  aux  Mathematiêehe 
Annalen,  1. 1,  p.  Sga,  et  t.  Il,  p.  41 9  M.  Komdôrfer  s'est  précisément 
occupé  de  questions  de  ce  genre  ;  il  a  étudié  par  la  méthode  précédente 
quelques  variétés  de  la  surface  du  quatrième  ordre  à  conique  double. 

G.  D.     {A  êuwre.) 
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REVUE  RIRLI06RAPHIQUE. 

TRAITE  DE  Mêcahique  rationicelle,  à  l'usage  des  candidats  «1  la 
licence  et  a  l'agrégation;  par  H.  Lavreivt,  lieutenant  du  Génie, 
répétiteur  d'Analyse  a  TÉcole  Polytechnique.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars}  prix  :  la  francs,  a  vol.  in-8^,  1870. 

Donnons  d*abord  une  indication  sommaire  des  Parties  et  des  Chapi- 
tres ;  on  pourra  ainsi  saisir  parfaitement  le  plan  de  l'ouvrage  et  l'idée 
qui  a  dirigé  aon  développement. 

Paehièiib  Partie.  —  Cinématiqtte.  —  Mouvement  d'un  point  maté- 
riel. —  Étude  du  mouvement  d'un  corps  solide.  —  Théorie  des 
mouvements  relatifs. 

Dbuxièicb  Partie.  ^-^  Statique.  — Statique  du  point  matériel.  — 
Théorie  de  l'équilibre.  —  Équilibre  des  corps  solides.  —  Centres 
de  gravité.  —  Mouvements  d'inertie.  —  Équilibre  des  fils  et  des 
cordons.  —  Sur  l'attraction. 

TroisiIhe  Partie.  —  Dynamique  du  point  matériel.  —  Équations 
du  mouvement.  —  Étude  de  quelques  mouvement  rectiligncs.  — 
Étude  de  quelques  mouvements  curvilignes. — Mouvement  des  points 
assujettis  à  rester  sur  des  courbes  ou  des  surfaces. 

Quatrième  Partie.  —  Dynamique  générale.  —  Principes  géné- 
raux de  la  dynamique.  —  Equations  canoniques  du  mouvement.  — 
Mouvement  des  solides.  —  Hydrostatique  et  hydrodynamique.  — 
Théorie  des  petits  mouvements  et  de  la  stabilité  de  l'équilibre.  — 
Application  des  principes  de  la  mécanique  rationnelle  à  la  théorie 
des  machines. 

L4dée  d'étudier  les  mouvements  indépendamment  des  forces, 
émise  par  Camot,  il  y  a  longtemps  déjà,  dans  son  Essai  sur  les  ma- 
chines  en  général,  fut  reprise  par  Ampère  dans  son  Essai  sur  la  philo- 
sophie des  sciences  (yoir  Bulletin,  t.  P**,  p.  297).  Le  mouvement  peut 
s'étudier  géométriquement,  se  mesurer  \  on  arrive  ainsi  à  un  ensem- 
ble de  propositions,  n'empruntant  rien  à  l'observation,  qui  constitue 
la  Cinématique^  il  est  donc  très-rationnel  de  prendre  la  cinématique 
comme  point  d'appui  de  la  statique  et  de  la  dynamique.  Cette  pre- 

BuU,  des  Sciences  mûthim.  et  astroit.,  i.  11.  (Jaillet  1871.)  l3 
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mièrc  étude  faite,  quelques  principes  généraux  dont  l'idée,  sinon  la 
démonstration  complète,  est  empruntée  à  rexpérience,  nous  per- 
mettent de  comparer  et,  par  suite,  de  mesurer  les  causes  de  cet 
mouvements,  causes  dont  ressence,  d'ailleurs,  nous  échappe  complè- 
tement. On  peut  alors  considérer  les  forces  en  elles-mêmes,  en  fai- 
sant abstraction  des  effets  qui  nous  ont  servi  k  les  mesurer,  et  com- 
biner ces  forces  entre  elles  \  on  aura  la  Statique. 

Ces  deux  études  faites,  on  a  pu  aborder  ce  problème  général  : 
Quel  est  le  mouvement  que  produisent  des  forces  données  ?  Quelles 
sont  les  forces  qui  produisent  un  mouvement  observé  ?  La  I)yiMi- 
miquCy  par  une  synthèse  d'mie  admirable  simplicité,  a  pu  renfermer 
dans  une  seule  formule  la  solution  de  cette  double  question;  c'est  à 
l'analyse,  seule  en  jeu  maintenant,  qu'il  appartient  de  la  dégager. 

Cet  ordre  d'idées,  qui  nous  semble  parfaitement  logique,  est  celui 
que  l'auteur  du  Traité  que  nous  analysons  a  adopté  ;  c'est  là  un  pre- 
mier titre,  très-sérieux,  par  lequel  se  reconmiande  son  ouvrage; 
car,  la  plupart  de  nos  traités  de  Mécanique  rationnelle  ont  conservé 
l'ancien  ordre  d'idées,  et  il  était  indispensable  d'en  avoir  un  qui, 
tout  en  restant  dans  le  programme  des  matières  exigées  pour  la 
licence,  se  développât  dans  le  sens  que  nous  venons  d'indiquer. 

Mais  ce  n'est  pas  là  le  scid  des  mérites  du  nouveau  Traité.  M.  Lau- 
rent a  eu  l'excellente  idée  de  donner  les  équations  canoniques  du 
mouvement  ;  et,  sans  entrer  dans  tous  les  détails  que  comporte  cette 
théorie,  il  donne  assez  de  développements  pour  faire  bien  connaître 
et  apprécier  les  travaux  de  Lagrange,  Ilamilton,  Jacobi,  Bertrand, 
Bour,  etc.  Ce  sont  des  questions  qu'un  licencié  ne  devait  pas  igno- 
rer, et,  cependant,  il  ne  les  rencontrait  dans  aucun  des  traités  élé- 
mentaires de  Mécanique  rationnelle. 

Si,  abandonnant  la  vue  d'ensemble,  nous  considérons  les  détails 
de  l'ouvrage,  nous  devrons  signaler  particulièrement  :  la  théorie  de 
l'attraction,  Tétude  du  mouvement  elliptique,  celle  du  mouvement 
de  rotation  d'un  corps  autour  d'un  point  Gxe,  les  applications  faites 
à  l'aide  des  formes  canoniques,  etc.  Tout  en  se  maintenant  dans 
les  limites  du  prograumie  de  licence,  l'auteur  a  su  donner  à  ci*s 
im];K>rtantes  questions  plus  d'étendue  qu'on  ne  le  fait  habituel- 
lement. 

La  théorie  de  l'attraction,  réduite  avec  raison  «i  ses  parties  prin- 
cipales, est  nettement  discutée.  Pour  obtenir  les  formides  de  Jacobi, 
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l'auteur  suit  la  méthode  de  Dirichlet  ;  celte  méthode  est  simple  et 
élégante  \  il  nous  semble,  néanmoins,  qu'on  aurait  pu  y  joindre  le 
développement  des  calculs  classiques  qu'il  est  également  bon  de 
connaître. 

Le  mouvement  elliptique  est  étudié  aussi  complètement  que  le 
demande  un  traité  théorique  élémentaire  qui  ne  doit  pas  s'appesantir 
sur  des  questions  spéciales. 

La  question  du  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  autour 
d'un  point  fixe,  qui  a  été  l'objet  d'un  si  grand  nombre  de  travaux, 
où  les  transformations  analytiques  de  Jacobi  disputent  d'élégance  avec 
les  méthodes  géométriques  de  Poinsot,  a  été  présentée  avec  soin. 
Sans  pousser  très-loin  la  discussion  de  cette  question,  l'auteur  en  dit 
assez  pour  la  faire  bien  comprendre  et  faire  naitre  le  désir  d'étu- 
dier plus  à  fond  les  travaux  des  illustres  géomètres  qu'on  vient  de 
citer. 

La  question  des  mouvements  relatifs  est,  comme  dans  l'ouvrage  de 
Coriolis,  abordée  par  le  calcul  ;  nous  trouvons  que  l'auteur  a  raison  en 
cela  ;  car  cette  marche  est,  quoi  qu'on  en  dise,  logique  et  lumineuse  ; 
nous  pensons  cependant  qu'il  aurait  pu  y  joindre  une  démonstration 
géométrique.  Systématiquement,  M.  Laurent  demande  à  l'Analyse, 
aux  méthodes  générales,  la  solution  des  problèmes  de  la  Mécanique, 
et  nous  adoptons  parfaitement  son  opinion  sur  ce  sujet  ;  mais,  comme 
on  ne  doit  pas  être  exclusif,  nous  admettons  des  exceptions.  Et, 
quoiqu'il  ne  faille  pas  abuser  de  la  superposition  des  démonstrations 
qui,  comme  les  démonstrations  analytiques  et  les  démonstrations 
géométriques,  sont  aussi  distinctes  par  leur  essence  que  par  leur 
origine,  la  question  des  mouvements  relatifs  a  une  telle  importance, 
qu'on  pouvait  se  permettre,  en  sa  faveur,  une  dérogation  à  la  règle 
générale. 

L'auteur  a  encore  introduit  dans  son  Traité,  ce  que  nous  serions 
tenté  d'appeler  des  innovations  :  il  a  donné  des  exercices  et  cité 
assez  souvent  les  mémoires  originaux. 

Les  exercices  qu'il  propose  sont  bien  choisis,  mais  le  nombre  en 
est  trop  restreint.  En  Mécanique,  comme  dans  toutes  les  parties  de 
la  science  quand  il  s'agit  des  éléments,  on  ne  doit  pas  craindre  de 
multiplier  les  exercices  ;  les  uns  permettent  de  mettre  eu  œuvre  les 
méthodes  générales,  de  se  rendre  compte,  soit  du  mécanisme  analy- 
tique, soit  des  propriétés  dynamiques  des  forces,  des  réactions,  des 

i3. 
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percussions,  etc.  ;  les  autres  font  connaître  des  propositions,  on 
utiles  ou  intéressantes,  qu'on  ne  peut  pas  développer  dans  un  traité 
didactique,  nécessairement  limité. 

Quant  aux  citations  des  mémoires  originaux,  l'auteur  a  encore 
été  beaucoup  trop  sobre  de  détails  ;  il  y  a  toujours  avantage,  même 
pour  celui  qui  commence  l'étude  d'une  science,  à  être  parfaitement 
renseigné  sur  les  sources  où  il  peut  puiser  et  compléter  les  notions 
sommaires  qu'on  lui  donne.  Dans  plusieurs  circonstances,  M.  Lau- 
rent renvoie  à  d'autres  traités  pour  y  recueillir  les  indications  rela- 
tives aux  mémoires  originaux  ;  dans  d'autres,  les  citations  qu'il  fait 
sont  incomplètes.  Or  le  lecteur  ne  peut  qu'âtre  reconnaissant  des 
indications  nombreuses  qu'on  lui  fournit  et  qui  lui  évitent  un  tra- 
vail pénible  de  recherches. 

Une  autre  qualité  de  l'auteur,  c'est  de  toujours  insister  sur  la  suite 
des  idées,  de  toujours  signaler  ce  qu'il  y  a  d'incomjdet  dans  cer- 
taines démonstrations,  de  préciser  les  restrictions  qui  se  trouvent 
imposées.  Sans  adopter,  d'une  manière  absolue,  toutes  les  critiques 
qu'il  fait,  nous  devons  cependant  reconnaître  qu'il  a  souvent  raison, 
et  qu'il  est  toujours  bon  d'appeler  l'attention  du  lecteur  sur  les  points 
délicats  que  peut  présenter  soit  une  théorie,  soit  une  démonstration. 

Après  cet  aperçu  sur  les  quantités  d'ensemble,  nous  prierons 
l'auteur  de  vouloir  bien  nous  permettre  quelques  observations  sur 
les  détails. 

M.  Laiu*ent  a  souvent  cherché  la  concision,  soit  dans  les  démons- 
trations, soit  dans  l'écriture  des  formules  ;  il  nous  semble  que  l'excès 
contraire  est  préférable  dans  un  traité  qui  s'adresse,  d'après  les 
intentions  de  l'auteur,  à  ceux  qui  commencent  l'étude  de  la  Méca- 
nique. De  plus,  la  discussion  d'un  certain  nombre  de  questions 
n'est  pas  poussée,  selon  nous,  aussi  loin  qu'elle  devrait  l'être. 

Nous  sommes  obligés  de  dire  qu'il  reste  dans  l'ouvrage  un  asseï 
grand  nombre  de  fautes  d'impression,  et  quelques-unes  sont  assex 
graves  pour  créer  quelques  embarras  au  lecteur  novice  \  il  est  vrai 
qu'il  est  difGcile  d'échapper  aux  fautes  d'impression,  mais  en6n  il 
faut  faire  la  part  du  feu  aussi  petite  que  possible. 

Nous  avons  aussi  remarqué,  dans  plusieurs  problèmes,  quelques 
inadvertances.  Ainsi,  jMur  le  problème  IV,  t.  I,  p.  i53,  plusieurs 
facteurs  numériques  sont  inexacts  \  mais  la  forme  essentielle  du  ré- 
sultat n'est  pas  atteinte. 
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Dans  la  recherche  du  centre  de  gravité  du  cylindre  tronqué, 
t.  I,  p.  i39,  les  constantes  a,  |3,  y  ne  doivent  plus  avoir,  à  la  fin 
du  calcul  la  même  signification  qu'au  commencement,  ce  qui  est 
un  inconvénient  assez  grave,  et  Tauteur  n'en  avertit  pas.  Il  est  d'ail- 
leurs facile  de  remédier  au  mal  ;  il  suffit  de  faire  le  choix  d'axes 
convenables  dès  le  commencement  du  calcul,  et  de  définir  alors,  par 
rapport  à  ces  nouveaux  axes,  le  plan  de  troncature 

xcosa-f- jcos(3-f-2cosy  —  p  =  o; 

le  calcul,  d'ailleurs  fort  simple,  qui  se  trouve  dans  l'ouvrage,  se  dé- 
veloppe alors  sans  modification  aucune,  et  les  résultats  sont  parfaite- 
ment exacts.  L'auteur  aurait  pu  faire  remarquer  que  les  coordonnées 
du  centre  de  gravite  vérifient  l'équation 

X  cos  a-hy  cos  ^-h  z  cos  y  —  £  =  o. 

Dans  un  certain  nombre  de  problèmes,  l'auteur  suppose  la  masse 
égale  i  l'unité  \  c'est  là  une  simplification  illusoire  qui  nous  parait 
présenter  plus  d'inconvénients  que  d'avantages. 

Enfin,  nous  remarquerons,  contrairement  à  l'assertion  de  M.  Lau- 
rent, que  l'intégrale  1     aTdt  avait  été  désignée  par  Hamilton  sous  le 

nom  de  fonction  caraetéristique^  et  non  sous  celui  de  fonction  prin- 
cipale [PhihsopMcal  Transactions,  1834)  p*  aSa). 

Parmi  les  nombreuses  démonstrations  que  comporte  une  même 
proposition,  M.  Laurent  a  toujours  eu  le  soin  de  choisir  la  plus 
simple,  tout  en  se  rapprochant  autant  que  possible  des  méthodes 
directes.  Cependant  il  nous  semble  que,  dans  certains  cas,  le  choix 
pouvait  être  différent. 

Ainsi,  pour  le  théorème  (a,*,  aj)  ==  const.,  la  démonstration  de 
Donkin  {Philosophical  Transactions,  i854)  nous  parait  préférable  i 
k  celle  de  Cauchy. 

Quant  à  la  résolution  des  équations  (2'  vol.,  p.  1 18} 

* 

Cl -h  Ai      «a  -f-  A|  aft-\-  Ai 

il  y  a  une  méthode  tout  aussi  directe  que  celle  de  Jacobi  et  beaucoup 
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plus  simple.  Il  sufBt  de  remarquer  que  Tëquation  en  X 

-^ -f- -^ -f- . . . -f- -^  =  I 

admet  pour  racines  :  Xi,  Xtv^  K»  Si  Ton  pose  alors  ai  -f-  2  =  t,  les 
racines  de  l'ëquation 

V,     ,     Ç| Vn  _  . 


fli  —  a,  -+-  T  <i»  —  tf  I  -f-  T 

seront  ai  +  ^^  ai  +  %tv9  ^i  +  ^«î  ^i^  prenant,  dans  cette  éqna* 
tion,  le  produit  des  racines,  on  tronve,  sans  qu'il  soit  besoin  d*ei]'ec- 
tuer  aucun  calcul, 

(a»—  a,){a,  — a,  )...(«,  — a,)' 

Ce  procédé  est  attribué,  croyons-nous,  à  Chelini. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  questions  de  détail.  Si 
nous  n'avons  pas  craint  de  formuler  un  certain  nombre  de  critiques, 
qui  ne  portent  d'ailleurs  que  sur  des  parties  accessoires,  c'est  que 
nous  avons  considéré  ce  Traité  comme  un  livre  très-sérieusement 
fait.  Le  cadre  en  est  bien  dessiné  \  les  idées  sont  amenées  dans  leur 
ordre  logique;  les  démonstrations  sont  bien  choisies,  et  l'auteur, 
tout  en  restant  dans  les  limites  étroites  du  programme  de  licence,  a 
su  placer  son  ouvrage  à  la  hauteur  des  connaissances  nouvelles.  Ce 
Traité,  qui  doit  devenir  classique  et  qui  se  perfectionnnera  certaine- 
ment dans  de  nouvelles  éditions,  a  le  grand  mérite  de  faire  pénétrer 
dans  l'enseignement  élémentaire  de  la  Mécanique  des  théories 
importantes,  des  méthodes  fécondes  qu'on  ne  saurait  trop  propager. 

L.  P. 

BALTZER  (R.).  Théorie  und  A^wendung  dee  Deteexinintev. 
Dritte  verbessertc  Aullage,  Leipzig,  Hirzel ,  1870.  —  In-8*, 
a37  p.  (•). 

Un  compte  rendu  détaillé  de  l'ouvrage  de  M.  Baltzer  serait  par- 
faitement  inutile,  et  nos  lecteurs  connaissent  soit  la  traduction 


(*)  BALTiia  (ii«)«  Théorie  et  appiietitioMS  dêt  déurmimmu;  3*  éditioD,  renia  et  aof- 
aentés. 
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française  due  à  notre  collaborateur  M.  Hoûel,  soit  les  deux  éditions 
originales  publiées  par  l'auteur  en  Allemagne.  La  troisième,  que 
nous  avons  sous  les  yeux,  se  distingue  des  précédentes  par  d'im- 
portantes additions.  L'auteur  a  utilisé  en  particulier  d'excellentes 
remarques  qui  lui  ont  été  communiquées  par  MM.  Borcbardt,  Kro- 
necker,  Weierstrass;  plusieurs  Chapitres  de  l'ouvrage  ont  été  re- 
maniés, surtout  dans  la  partie  consacrée  aux  applications.  Nous  si- 
gnalerons, en  particulier,  un  résumé  des  recherches  de  M.  Borchardt 
sur  les  tétraèdres  de  volume  maximum  parmi  ceux  dont  les  faces 
ont  des  aires  données.  Lagrange,  dans  l'étude  de  cette  question, 
avait  été  conduit  à  une  équation  du  quatrième  degré,  qu  il  n*a  pas 
discutée  complètement.  M.  Borchardt  a,  depuis,  repris  la  question, 
en  la  généralisant,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin^  et  c'est 
un  extrait  de  ses  recherches  que  nous  présente  M.  Baltzer.  Le  Cha- 
pitre sur  les  déterminants  fonctionnels  a  été  beaucoup  augmeuté; 
nous  sommes  étonné  seulement  que  M.  Baltzer  n'ait  pas  mis  à  profit 
la  lumineuse  exposition  de  cette  théorie  qu'a  donnée  M.  Bertrand 
dans  le  Journal  de  Liouville.  La  définition  qu'adopte  M.  Bertrand 
a  l'avantage  de  se  rattacher  aux  propriétés  les  plus  élémentaires  des 
déterminants  ;  elle  fournit  la  démonstration  immédiate  intuitive  de 
tous  les  théorèmes  relatifs  aux  déterminants  fonctionnels,  et  éclaircit 
beaucoup  la  théorie  de  la  transformation  des  intégrales  multiples. 
Ajoutons  que  M.  Kronecker  a  fait  paraître,  dans  le  Journal  de  Bor- 
chardty  t.  72,  p.  i52,  une  Lettre  à  M.  Baltzer,  qui  contient  une  foule 
de  remarques  intéressantes  sur  différents  points  de  la  théorie  des 
déterminants.  C'est  là  un  témoignage  mérité  d'estime  qui  nous  dis- 
pense de  louer  M.  Baltzer.  G.  D. 


GRAINDORGE.  —  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  de 
LA  Mécanique;  dissertation  inaugurale  présentée  pour  l'obtention 
du  diplôme  de  docteur  spécial  en  sciences  physico-mathématiques. 
Bruxelles,  1871. 

M.  Graindorge  s'est  proposé,  dans  cette  thèse,  de  résumer  les  tra- 
vaux de  Lagrange,  Hamilton,  Jacobi,  Bertrand,  Bour,  etc.,  sur  l'in- 
tégration des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
Parmi  les  démonstrations,  souvent  nombreuses,  des  théorèmes  prin- 
cipaux qui  se  présentent  dans  cette  théorie,  l'auteur  a  su  choisir  les 
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plus  simples.  Son  Mémoire  rendra  donc  service  i  ceux  qui  veulent 
aborder  rétude  des  mémoires  originaux  se  rapportant  à  cotte  belle 
question.  L.  P. 


»o< 


RBVUE  DES  PUBLIGATIOHS  PÉRIODIQUES. 

TRANSACTIONS  of  thc  Royal  Socibtt  of  EoivBvaGH  (*). 

T.  XXVI,  I"  partie,  1869.70. 

Maxwell  (J.-C).  —  Sur  les  figures,  charpentes  et  diagrammes^ 
réciproques  des  forces.  (4o  p.) 

Deux  figures  reclilignes  sont  réciproques^  lorsque  chaque  ligne 
de  Tune  est  perpendiculaire  à  la  ligne  correspondante  de  l'autre,  et 
que  les  lignes  concourant  en  un  point  dans  Tune  des  figures  corres- 
pondent à  des  lignes  formant  un  polygone  fermé  dans  Taulrc.  Si  Ton 
suppose  que  l'une  des  figures  réciproques  représente  un  système  de 
points  soumis  à  des  tensions  ou  pressions  dirigées  suivant  les  lignes 
de  la  figure,  et  que  les  forces  qui  agissent  suivant  ces  lignes  soient 
représentées  en  grandeur,  comme  elles  le  sont  en  direction,  par  les 
lignes  correspondantes  de  Tautre  figure,  alors  chaque  point  de  la 
première  figure  sera  en  équilibre. 

Si  la  première  figure  représente  une  charpente  dont  les  pièces 
soient  considérées  comme  réduites  a  des  lignes,  l'autre  figure  repré- 
sentera un  système  de  forces  qui  tiendrait  la  charpente  en  équilibre  ; 
et  si  Ton  a  les  données  nécessaires  pour  déterminer  ces  forces,  on 
pourra  tracer  la  figure  réciproque  de  manière  à  représenter,  sur  une 
échelle  connue,  les  valeurs  actuelles  de  toutes  ces  forces.  On  obtient 
ainsi  une  méthode  graphique,  qui  peut  remplacer  le  calcul,  en  four- 
nissant beaucoup  plus  rapidement  une  approximation  suffisante  (*}. 

Le  but  du  présent  Mémoire  est  de  développer  l'idée  des  figures  ré- 
ciproques, d'en  démontrer  la  connexion  avec  l'idée  des  polaires  réci- 
proques en  mathématiques,  et  de  l'étendre  à  des  figures  à  trois  dimen- 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  iSq. 

(*)  Foir  un  Mémoire  da  M.  Fleeming  JenklD  daot  le  Tolone  préeédent  def  Trmmu 
tioHS  of  tke  M,  Soe,  of  EtUnhurgk,  [BmllHim,  t.  f,  p.  iCi.) 
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sions  et  à  des  cas  où  les  efforts,  au  lieu  de  s'exercer  suivant  des 
lignes,  se  distribuent  d'une  manière  continue  à  l'intérieur  d'un  corps 
solide.  L'auteur  a  été  conduit  à  reconnaître  la  liaison  de  cette  théo- 
rie avec  celle  d'une  fonction  très-importante,  introduite  par  M.  Airy 
dans  son  Mémoire  :  On  the  slrains  in  the  interior  of  beams  (^).  Une 
longueur  proportionnelle  à  cette  fonction  de  V effort  étant  portée  sur 
une  perpendiculaire  élevée  en  chaque  point  d'une  tranche  plane  en 
équilibre  sous  l'action  des  efforts  intérieurs,  on  peut,  à  l'aide  de  la 
surface  ainsi  obtenue,  construire  simplement  la  résultante  des  efforts 
exercés  par  une  portion  de  la  tranche  sur  l'autre  portion.  Cette 
fonction  sert  à  former  les  équations  d'équilibre  d'un  corps  élastique, 
principalement  dans  le  cas  des  poutres  homogènes. 

Sàhg  (E.).  —  Sur  V extension  de  la  méthode  de  Brouncker  à  la 
comparaison  de  plusieurs  grandeurs.  (10  p.) 

Lorsque  le  rapport  de  deux  grandeurs  dépend  d'une  équation  du 
second  degré  à  coefficients  entiers,  ce  rapport  peut  se  développer  en 
fraction  continue  périodique,  d'où  l'on  tire  une  loi  récurrente  pour 
la  formation  des  termes  des  fractions  qui  expriment  les  valeurs  indé- 
finiment approchées  de  ce  rapport.  M.  Sang  a  fait  voir  que  si  l'on 
renverse  la  loi  de  récurrence  qui  sert  à  former  les  termes  des  fractions 
qui  tendent  vers  l'une  des  racines  de  l'équation  du  second  degré,  on 
obtiendra  les  termes  des  fractions  qui  convergent  vers  l'autre  racine. 

L'algorithme,  tiré  primitivement  de  la  considération  des  fractions 
continues  périodiques,  et  qui  permet  de  calculer  des  expressions  in- 
définiment approchées  des  racines  d'une  équation  du  second  degré, 
peut  être  étendu  de  manière  à  fournir  des  valeurs  approchées  de  la 
plus  grande  et  de  la  plus  petite  racine  d'une  équation  de  degré  quel- 
conque à  coefficients  entiers. 

Les  fractions  continues  et  les  racines  des  équations  du  second  de- 
gré qu'elles  expriment  ont  pour  origine  la  comparaison  de  deux 
quantités  A,  B,  faite  au  moyen  des  équations 

A  =  ;i,B^-C,    B  =  p,C4-D,     C=/?,D  4-E,. .., 

qui  conduiraient  à  la  plus  grande  commune  mesure,  si  A  et  B  étaient 

p 
des  quantités  commensurables  entre  elles.  Si  Ton  désigne  par  jr  9 

(*)  Sur  Ut  efforts  à  l'intérieur  des  poutres  {Phiiosophical  Transactions^  i863). 
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g7>  i=p  trois  fractions  convei^ntes  consécativcs  de  la  fraction  con- 
tinue ainsi  obtenue,  on  a,  conune  on  sait, 


P  P' 
QQ' 


P'  P' 

QQ' 


=  ±1. 


Considérons  maintenant  trois  quantités  A,  B,  Q  et  formons,  par 
un  algoritlune  analogue,  les  équations 


A: 

=p,B-f-g,C4-D, 

B: 

=  PiC-»-ç,D-»-E, 

C: 

•   • 

=  ;^»Dh-^iE-+-F, 

P 

P* 

V 

P'    P*    P* 

Q 

Q* 

Q' 

=  + 

Q'  Q'   Q* 

R 

R' 

R' 

R'    R'    R* 

J9|,  Pi,  Psv  ^tant  des  entiers  tous  différents  de  zéro;  fi,  f,,  fiv 
des  entiers  pouvant  s'annuler.  Au  moyen  de  ces  entiers,  on  pourra 
former  trois  suites  de  nombres,  dont  les  termes  correspondants  se- 
ront dans  des  rapports  qui  convergeront  vers  ceux  de  Â,  B,  C.  Si 
P,  Q,  R  ;  F,  q\  R'  -,  P^  Q^  R''  ;  P^  Q'\  R''^  sont  quatre  systèmes 
consécutifs  de  termes  correspondants,  on  aura  entre  ces  termes  les 
relations 


=  -+- 1. 


La  comparaison  de  trois  quantités  pouvant  conduire  à  la  résolmion 
d'une  équation  du  troisième  degré,  comme  l'auteur  l'a  montré  dans 
un  précédent  Mémoire,  on  a  ainsi  un  procédé  pour  le  calcul  approxi- 
matif des  racines  de  ces  équations.  Cette  méthode  peut  s'étendre  à  la 
comparaison  d'un  nombre  quelconque  de  grandeurs. 

Tait.  —  Sur  le  ihéarime  de  Green  el  tur  d'auirei  théorimei  qui  t*y 
rattachent.  (i6  p.) 

L'auteur  a  pour  but,  dans  ce  travail,  de  combler,  au  moins  en 
partie,  une  lacune  qu'il  a  remarquée  depuis  longtemps  dans  la  théo- 
rie des  quatemions.  Pour  appliquer  cette  théorie  aux  recherches 
générales  concernant  l'électricité,  le  mouvement  des  fluides,  etc.,  il 
faut  avoir  les  moyens  de  comparer  les  intégrales  quaternionaires 
prises  sur  une  torface  fermée  avec  les  intégrales  prises  i  l'intérieur 
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de  cette  surface  ;  ou  encore  les  intégrales  prises  sur  une  portion  non 
fermée  de  surface  avec  les  intégrales  prises  le  long  de  son  contour. 
M.  Tait  s*est  aperçu  que,  dans  des  Mémoires  publiés  dans  le  Quar- 
terly  Math.  Journal  et  dans  les  Proceedings  de  la  Société  Royale 
d'Edimbourg,  il  avait  déjà  presque  résolu  la  question,  dont  il  donne 
maintenant  la  solution  complète. 

Deàs  (Fr.).  —  Sur  les  spectres  formés  par  le  passage  de  la  lumière 
polarisée  à  travers  les  cristaux  doublement  réfringents.  (8p.) 

Maxwell  (C).  —  Appendice  au  Mémoire  précédent.  (4  p.) 


COMPTES  RENDUS  HEsnoMADAiREs  UES   sÉAircEs  DE  l'académie 
DES  Sciences,  publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  ('). 

Tome  LXXn. 
N<>  I.  SésBce  4i  2  juiier  1811. 

Tvoif  ViLLARCEAD.  —  Étudcs  sur  le  mouvement  des  meules  horizon- 
tales de  moulins  à  blé  et  méthodes  pour  les  équilibrer, 

La  théorie  du  mouvement  des  meules  horizontales  est  à  peine  ef- 
fleurée dans  les  traités  de  Mécanique  appliquée^  cette  étude  ofire 
une  application  importante  de  la  théorie  du  mouvement  de  rotation 
d*un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe.  M.  Villarceau  aborde  la 
question  a  l'aide  des  formules  données  par  Lagrange  et  déduit  de  son 
calcul  deux  méthodes  pour  équilibrer  les  meules  horizontales. 

Le  Mémoire  de  M.  Villarceau  se  trouve  publié  in  extenso  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville. 

BiEifATMÉ. —  Rectification  de  listes d^ articles  détachés  de  M.  Caucht, 
publiées  dans  deux  catalogues  différents  y  et  restitution  à  M.  Couxitot 
de  quelques-uns  de  ces  articles. 

«  Lorsque  les  Comptes  rendus  de  cette  Académie  n'existaient  pas, 
notre  illustre  confrère  M.  Cauchy  a  souvent  enrichi  le  Bulletin  des 
Sciences  de  M.  de  Férussac  par  des  Communications  d'oeuvres  de  sa 

(•)  Voir  BuUetim,  t.  l,  p.  177. 
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plume  féconde.  C'étaient  parfois  des  Mémoires  entiers,  ou  des  Rap* 
ports  faits  à  l'Académie,  parfois  de  simples  Extraits  de  ses  travaux. 
M.  Cauchy  attachait  toujours  son  nom  à  ses  publications,  et  il  n'est 
pas  possible  de  s'y  méprendre.  Eîn  France,  personne  ne  pourrait  lui 
attribuer  d'autres  articles,  quelque  remarquable  que  pût  en  être  le 
sujet.  Mais,  à  l'étranger,  on  a  pu  se  tromper  sur  ce  point,  parce  qu'on 
lit  aussi,  dans  le  même  Bulletin,  un  assez  grand  nombre  d'articles 
souscrits  de  deux  lettres  Â.  C,  et  parce  que  notre  confrère,  qui  por- 
tait les  prénoms  à* Augustin- Louis,  signait  habituellement  Augustin 
Cauchy  ou  A.  Cauchy.  Aucun  des  articles  signés  A.  C.  n'appartient  à 
M.  Cauchy;  et  il  est  si  riche  en  ce  genre,  qu'on  ne  saurait  lui  faire  le 
moindre  tort  en  restituant  au  véritable  auteur  quelques-unes  de  ces 
pièces  qui  ont  été  comprises  par  erreur  parmi  les  siennes  dans  des 
listes  très-utiles  aux  hommes  studieux,  dressées  en  Angleterre  et  en 
Italie. 

»  C'est  d'abord  dans  le  Catalogue  ofscientific  Papers,  publié  par  la 
Société  Royale  de  Londres,  i*^  vol.,  1867,  que  se  sont  produites  quel- 
ques confusions  de  cette  espèce.  On  trouve  dans  les  467  numéros 
aifectés  au  seul  M.  Cauchy,  17  aiticles  du  Bulletin  de  M.  de  Férussac. 
Sur  ce  dernier  nombre  6  sont  souscrits  A.  C,  et  ils  sont  la  propriété 
de  M.  Coumot,  dont  le  nom  est  bien  connu  de  l'Académie.  M.  Cour- 
not  a  reçu  les  prénoms  à^ Antoine- Augustin,  et  il  signe  habituellement 
Augustin  Cournot  ou  A.  Coumot.  Dans  le  Bulletin  de  M.  de  Férussac, 
il  mettait  simplement  A.  C.  au  bas  des  nombreuses  Notes  qu'il  don- 
nait à  ce  Recueil.  Mais,  avec  un  peu  d'attention,  les  rédacteurs  du 
Catalogue  de  la  Société  Royale  auraient  trouvé  son  nom  tout  entier 
dans  les  tables  du  Bulletin,  à  l'indication  des  articles  les  plus  impor- 
tants, qui  sont  précisément  ceux  parmi  lescpiels  ils  en  ont  choisi 
quelques-uns  pour  les  attribuer  à  notre  éminent  confrère. 

»  Voici  la  Notice  exacte  des  six  articles  en  question,  qu'on  peut 
voir  dans  les  pages  consacrées  à  M.  Cauchy  dans  le  Catalogue  de  la 
Société  Royale  de  Londres  : 

»  N®  34  du  Catalogue;  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  VI,  p.  i  : 

»  Sur  le  calcul  des  conditions  d'inégalité  annoncé  par  M.  Fourier. 

»  Cet  article  rend  compte  de  ce  qu'on  pouvait  savoir  du  projta  de 
M.  Fourier  par  le  peu  que  l'illustre  auteur  et  M.  Navier  en  ont  dit. 
Des  remarques  judicieuses  y  sont  développées  par  M.  Cournot.  On 
ignore  malheureusement  encore  quel  devait  être  le  procédé  simple  et 
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uniforme  que  M.  Fourier  annonçait  pour  la  résolution  des  inégalités 
linéaires. 

»  L'article  porte  les  lettres  A.  C.  Il  n'y  a  pas  d'autre  indication 
dans  la  table  du  Cahier  du  Bulletin.  Dans  la  table  du  volume,  le  nom 
de  M.  Coumot  se  lit  en  entier. 

»  N^  37  du  Catalogue;  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  Vil,  p.  4 
et  85: 

»  Sur  les  percussions  entre  deux  corps  durs  qui  se  choquent  en  plu- 
sieurs points, 

»  Ce  travail,  coupé  en  deux  articles,  oilrc  plus  d'une  vue  originale 
propre  à  M.  Coumot. 

»  n  est  signé  A.  C  ;  mais,  dans  les  tables  des  Cahiers  et  dans  celle 
du  volume,  se  trouve  le  nom  de  M.  Coumot. 

»  N°  38  du  Catalogue;  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  VIII, 
p.  i65: 

»  Extension  du  principe  des  vitesses  virtuelles  au  cas  où  les  conditions 
de  liaison  du  système  sont  exprimées  par  des  inégalités. 

»  C'est  un  article  original  souscrit  des  lettres  A.  C.  Mais  le  nom 
de  l'auteur,  M.  Coumot,  est  indiqué  dans  les  tables  du  Cahier  et  du 
volume  du  Bulletin. 

»  N®  42  du  Catalogue;  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  IX,  p.  lo  : 

»  Sur  la  théorie  des  pressions. 

»  L'auteur  traite  dans  ce  morceau  très-intéressant  du  cas  d'équi- 
libre dont  les  pressions  restent  indéterminées  si  l'on  se  borne  aux 
conditions  purement  statiques.  H  rappelle  les  idées  qu'il  a  émises 
dans  les  articles  précédents  du  tome  VII  du  Bulletin  (ci-dessus  n^  37). 
Il  a  appris  postérieurement,  dit-il,  qu'Euler  et  Lambert  avaient  envi- 
sagé les  cas  dont  il  s'agit  sous  le  même  point  de  vue.  Cela  l'engage  à 
développer  le  principe  d'expérience,  ou  de  raison^  sur  lequel  il  s'ap- 
puie, et  qui  constituerait  ce  qu'il  appelle  une  Dynamique  latente.  U 
parait  que  bien  plus  récemment  le  savant  M.  Ménabrea  a  fait  usage 
du  même  principe,  sous  le  nom  de  principe  d'élasticité. 

»  Les  lettres  A.  C.  sont  seules  à  la  fin  de  l'article.  Le  nom  de 
Coumot  est  en  entier  dans  les  tables. 

»  N^  43  du  Catalogue;  Bulletin  de  M.  de  Férussac,  vol.  IX,  p.  i58  : 

»  Observations  sur  les  conditions  d'équilibre  des  fluides. 

n  Ce  court  article  rappelle  la  remarque  de  d'Alembert  sur  l'insuf- 
fisance de  la  condition  d'intégrabilité  pour  l'équilibre  d'un  fluide,  et 
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fait  voir  que  cette  remarque  est  une  conséquence  naturelle  de  la  mé- 
thode d'Euler  qui  est  suivie  ordinairement  dans  les  traités  de  Méca- 
nique. 

»  Les  lettres  A.  C.  à  la  fin  de  Tartide  et  le  nom  de  Coumot  dans 
les  tables  en  indiquent  clairement  Tauteur. 

»  JN^  61  du  Caialogue^  Bulktin  de  M.  de  Férussac,  vol.  XVI, 
p.  3: 

»  Solution  d'un  problème  d'Algèbre  légale. 

»  11  s'agit  de  l'application  de  Tarticle  ySy  du  Code  civil  sur  Théri- 
tage,  qui  réduit  le  droit  de  Tenfant  naturel,  dans  le  cas  d'existence 
d'enfants  légitimes,  au  tiers  de  ce  qu'il  aurait  eu  s'il  eut  été  légi- 
time. 

»  On  sait  que  cet  article  du  code  est  d'iuie  rédaction  obscure  tout 
au  moins  et  qui  met  en  évidence  combien  peu  le  raisonnement  ma- 
thématique avait  pénétré  dans  les  esprits  des  jurisconsultes  de  Té- 
poque.  Aujourd'hui  même  on  parait  ignorer  quelle  est  la  multiplicité 
des  afiaires  dont  la  solution  équitable  dépend  des  connaissances 
arithmétiques,  algébriques  ou  géométriques  des  juges.  Ainsi  toutes 
les  questions  tant  discutées  de  l'intérêt  de  Targent  seraient  depuis 
longtemps  résolues,  si  des  idées  nettes  et  précises  sur  la  nature  de 
l'intérêt  entraient  dans  l'éducation  générale.  Mais  ce  n'est  pas  le  lieu 
d'insister  sur  ce  point. 

»  La  solution  de  M.  Coumot  parait  satisfaisante. 
»  L'article,  quoique  signé  A.  C,  porte  par  erreur  dans  la  petite 
table  du  Cahier  le  nom  de  M.  Francœur  \  mais  la  table  générale  du 
volume  XVI  le  restitue  à  M.  Cournot.  On  sait  d'ailleurs  que  cette  so- 
lution est  bien  de  lui. 

»  U  est  aisé  de  reconnaître,  même  par  ces  courtes  indications,  que 
les  articles  de  M.  A.  Coumot  pouvaient  être  distingués  de  ceux  de 
M.  A.  Cauchy,  et  en  même  temps  que  le  sujet  de  plusieurs  de  ces  ar- 
ticles n'était  nullement  indigne  d'attirer  l'attention  toujours  en  éveil 
de  notre  illustre  géomètre.  U  était  dès  lors  possible  que  les  étrangers 
s'y  trompassent,  en  compilant  de  nombreuses  collections  de  Mé- 
moires détachés  pour  en  former  l'immense  Catalogue  de  pièces  scien- 
tifiques mis  par  les  soins  et  la  libéralité  de  la  Société  Royale  d(* 
Londres  à  la  disposition  du  public. 

»  Les  mêmes  erreurs  ont  été  reproduites  dans  un  tableau  qui  fait 
suite  à  une  analyse  complète  de  l'ouvrage  de  M.  Valson  sur  la  Vie  et 
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k$  Travaux  de  M.  Cauchy,  publié  par  le  prince  Boncompagni.  Ce 
tableau  a  été  rédigé  par  M.  Narducci  et  se  trouve,  après  l'analyse  de 
M.  Boncompagni,  dans  la  livraison  de  février  1869  du  Bulletin  de 
Bibliographie  et  d'Histoire  des  Sciences  mathématiques  et  physiques 
{BuUeUino di  Bibliografia e  di  Storia  délie  Scienze matematiche  e  fisiche) 
qui  parait  à  Rome.  On  sait  que  le  prince  en  fait  généreusement  les 
frais,  et  qu'on  y  voit  les  recherches  les  plus  curieuses  sur  d'anciens 
ouvrages  pour  la  réunion  desquels  il  n'épargne  ni  les  soins  ni  les  dé- 
penses. 

»  II  suffira  de  peu  de  mots  pour  rapprocher  les  numéros  du  tableau 
de  M«  Narducci  des  indications  du  Catalogue  de  la  Société  Royale  de 
Londres.  Mais  il  est  nécessaire  de  signaler  auparavant  une  faute 
d'impression  qui  égarerait  le  lecteur  du  tableau. 

»  M.  Narducci  a  classé  les  pièces  de  notre  illustre  confrère  non  pas 
seulement  par  ordre  chronologique,  comme  l'a  fait  le  Catalogue  an- 
glais, mais  en  réunissant  toutes  celles  qui  ont  été  insérées  dans  le 
même  Recueil.  Ainsi,  sous  le  titre  Bulletin  de  Férussac,  il  donne 
l'indication  de  vingt-deux  articles  de  ce  Bulletin. 

n  La  faute  d'impression  consiste  en  ce  qu'au  lieu  de 

NO  5  _  Vol.  VU,  p.  i65  du  Bulletin f 
NO  6  _  Vol.  Vin,  p.  333  du  Bulletin; 

il  faut  lire 

^o 5  _  Vol.  Vn,  p.  333  du  Bulletin; 
NO  6.  —  Vol.  VIU,  p.  i65  du  BuUetin. 

»  L'article  du  vol.  VU  du  Bulletin,  p.  333,  est  en  effet  une  Note 
de  M.  Cauchy  en  réponse  à  une  remarque  précédente  d'un  autre 
illustre  Membre  de  TÂcadémie,  M.  Poinsot. 

»  L'article  du  vol.  VIII  du  Bulletin,  p.  i65,  appartient  à  M.  0)ur- 
not,  et  c'est  celui  qui  a  été  indiqué  ci-dessus  comme  correspondant 
au  n^  38  du  Catalogue  de  la  Société  Royale  de  Londres. 

»  Cette  rectification  faite,  les  articles  3,  4 7  6,  7,  8  et  20  du  tableau 
de  M.  Narducci  sont  ceux  qui  ont  été  rapportés  précédemment  sous 
les  n««  34,  37,  38,  42,  43  et  61  du  Catalogue, 

»  11  est  juste  de  faire  observer  que  M.  Narducci,  tout  en  suivant 
ce  Catalogue  y  a  du  constater  directement  l'existence  de  toutes  les 
pièces  qu'il  cite,  car  il  a  soin  d'avertir  que  ces  six  articles  sont  signés 
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A.  C.  seulement,  et  en  outre,  il  donne  une  liste  de  quatre-vingt- 
onze  autres  pièces  portant  la  même  signature  dans  le  Bulletin  de 
Férussac.  S'il  avait  consulté  les  tables  de  cette  collection,  il  aurait, 
sans  nul  doute,  opéré  lui-même  la  rectification  que  cette  Note  a  pour 
objet  d'effectuer,  et  restitué  au  savant  M.  Coumot  des  morceaux  de 
grand  intérêt  dont  la  réputation  universelle  de  M.  Cauchy  n'avait 
nullement  besoin.  » 

NO  2.  Séuca  4i  9  juiier  1811. 

Delàuhay.  —  Lettre  de  Coismî  IV  au  comte  d'Angivilters^  com- 
muniquée par  M,.  Delàuhàt. 

La  Lettre,  dont  une  copie  est  présentée  par  M.  Delaunay  à  l'Aca- 
démie, est  une  de  celles  que  Cassini  IV  a  dû  écrire  pour  arriver  à  la 
restauration  de  TObservatoire. 

Labrousse.  —  Sur  un  appareil  d'hélice  à  nacelle,  emporté  par  un 
ballon  qui  s* est  élevé  de  Paris  le  g  janvier. 
Lettre  de  M.  Labrousse  à  M.  le  Président. 

NO  3.  Scaice  di  16  juvier  1811. 

Momif  (Le  Général).  —  Sur  les  cheminées  d'appartement, 
]\L  le  général  Morin  discute  les  propriétés  de  deux  types  de  che- 
minées à  l'aide  des  formules  qu'il  a  données  dans  ses  Études  sur  la 
ventilation. 

Chàsles.  —  Note  relative  d  V établissement  de  r Observatoire, 
M.  Chasles  présente,  à  cette  occasion,  quelques  observations  cri- 
tiques relativement  à  la  Lettre  communiquée  dans  la  séance  précé- 
dente par  M.  Delaunay. 

N»  4.  Séaice  di  2S  jurier  1811. 

Delaun AT.  —  Réponses  aux  observations  de  M.  Chasles,  relatives  d 
la  Lettre  de  Cassini  IV  au  comte  d'Àngivillers. 

N'  6.  Séuce  di  31  jufier  1811. 

Lb  Hia  adresse  une  nouvelle  Note  relative  a  Taérostation. 
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N<>  6.  Séace  di  6  féfrier  1871. 

Chasles.  —  Réflexions  sur  les  observations  de  M.  Delaunay  rela- 
iives  à  la  Lettre  du  comte  de  Cassini, 

Le  VEAU  (G).  —  Éléments  et  éphémérides  de  la  petite  planète  @ 
Héra. 

M.  Lcvcau  joint,  à  réphéméridc  qu'il  présente  pour  la  planète  (<j^, 
les  positions  de  la  planète  pour  l'année  1 87 1 . 

NO  7.  Séuee  4i  13  fémer  1871. 

NO  a  8&nce  4i  21  Téfrier  1871. 

Meuhiee  (Stan.).  —  Situation  astronomique  du  globe  d'où  dérivent 
les  météorites. 

FonviELLE  (W.  de).  —  Observations  à  propos  de  l'expédition  du 

ballon  LE  DUQUESKE. 

N^*  9.  Séaice  do  27  TéTrier  1871. 

jANssEif .  —  Lettre  de  M.  Janssen  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel  sur 
les  résultats  du  voyage  entrepris  pour  observer,  en  Algérie,  l" éclipse  de 
Soleil  du  22  décembre  dernier. 

M.  Jansscn,  qui  avait  reçu  de  l'Académie  la  mission  d'observer 
cette  éclipse,  est  parti  en  ballon  de  Paris,  le  a  décembre  1870,  à 
6  heures  du  matin  \  il  arriva  à  Or  an  le  10  décembre.  Toutes  les  pré- 
cautions les  plus  habiles  avaient  été  prises  pour  observer  le  phéno- 
mène général  de  l'auréole,  en  obtenir  l'image  spectroscopique  et 
saisir  l'aspect  précis  des  formes  de  l'auréole  aux  divers  points  de  la 
ligne  centrale^  on  avait  eu  le  soin  de  multiplier  les  chances  de  suc- 
cès. Mais  un  temps  exceptioimellement  mauvais  rendit  inutiles  tous 
ces  préparatifs;  aucune  observation  ne  fut  possible. 

Flammarion  (C).  —  Observation  de  la  lumière  zodiacale,  le  20  fé- 
vrier 1871. 

FoMviELLE  (W.  de).  —  Halo  lunaire  vu  de  deux  stations  diffé- 
rentes. 

JJull.  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  II.  (Juillet  1871.)  14 
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N<>  10.  Séace  h  10  mm  1871. 

M.  BosRAMiER  soumet  au  jugement  de  rÂcadémie  le  manuscrit 
d'un  opuscule  qu'il  se  propose  de  publier  sous  le  titre  :  a  Tables  nou- 
velles des  logarithmes  des  nombres  et  des  lignes  trigonométriques  à 
quatre  et  sept  décimales,  comprenant  un  recueil  de  formules,  des 
tables  usuelles  et  les  logarithmes  d'addition  et  de  soustraction.   » 

Hekînessy  (H.).  —  Remarqties  à  propos  d'une  Communication  de 
M.  Delài;nay,  sur  les  résultats  fournis  par  VAstronomie,  concemani 
V épaisseur  de  la  croûte  solide  du  globe. 

La  Communication  de  M.  Delaunay  a  été  faite  dans  la  séance  du 
1 3  juillet  1 866  ;  les  remarques  de  M.  Uennessy  portant  sur  la  question 
de  priorité. 

M.  Ejlie  de  Beaumont  présente,  à  cette  occasion,  plusieurs  obser- 
vations sur  le  refroidisseuieut  du  globe  terrestre. 

IIenou.  —  Sur  les  aurores  boréales  observées  à  Vendôme  en  1870. 

BounniN  (J.).  —  Sur  un  instrument  analogue  au  compas  aéronau^ 
tique,  décrit  par  M.  Janssen. 

M.  Janssen  avait  donné  la  description  de  cet  instrument  dans  la 
séance  du  27  février  1871. 

N^  11.  Séance  da  13  mm  1871. 

Delauivày. —  Observations  relatives  à  V hypothèse  de  la  fluidité  in- 
iérieure  du  globe  terrestre,  à  l'occasion  de  la  Lettre  récente  de 
M.  Heni^essy. 

«c  La  Communication  que  j'ai  faite  à  l'Académie,  dans  sa  séance 
du  1 3  juillet  1868,  relativement  à  l'hypothèse  de  la  fluidité  intérieure 
du  globe  terrestre,  n'avait  pas  }K)ur  objet  de  faire  connaître  un  ré- 
sultat nouveau  que  j'aurais  trouvé.  Je  me  proposais  seulement  de 
combattre  quelques  idées  qui  me  semblaient  erronées,  et  qui  étaient 
de  nature  à  jeter  quelque  trouble  dans  l'esprit  de  ceux  qui  s'occu- 
pent de  l'étude  de  la  constitution  de  notre  globe.  Aussi  ne  me  suis-je 
nullement  préoccupé  de  rccherrher  si  les  considérations  que  je  vou- 
lais mettre  en  avant  avalent  déjà  été  produites  par  d'autres.  Je  suis 
heureux  d'apprendre,  par  la  Lettre  de  M.  Hennessy,  insérée  au  der- 
nier Compte  rendu,  qu'il  avait  déjà  combattu,  eu  iSSi,  les  idées  de 
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.  Hopkins,  contre  lesquelles  je  me  suis  élevé  en  1868.  Mais  le  fait 
que  ces  idées  préoccupaient  encore  quelques  géologues  dans  ces  der- 
nières années,  d'autant  plus  qu'elles  avaient  été  fortement  appuyées 
|itr  M.  W.  Thompson  en  i863,  montre  que  la  Communication  que 
j*ai  faite  à  T Académie  sur  ce  sujet  était  loin  d'être  inutile.  » 

JoRDAïf  (C).  —  Sur  la  résolution  des  équations  les  unes  par  les 
ÊUlres. 

Une  des  questions  les  plus  générales  que  l'on  puisse  se  proposer 
fur  les  équations  est  la  suivante  : 

Déterminer  les  types  les  plus  généraux  adéquations  irréductibles  dont 
la  résolution  équivaut  à  celle  d 'équations  auxiliaires  appartenant  toutes 
à  un  même  type  donné  T  {ou  à  certains  types  donnés  T,  T',.-*)- 

M.  C.  Jordan  énonce  plusieurs  théorèmes  généraux,  applicables  à 
tous  les  cas  du  problème,  et  qui  resserrent  notablement  la  question. 
Ce  problème  général  donne  lieu  d'ailleurs  à  une  inûnité  de  questions 
particulières,  dont  chacune  exige,  pour  être  résolue  en  entier,  des 
considérations  spéciales. 

M.  C.  Jordan  ajoute  ensuite  plusieurs  remarques  nouvelles  sur  le 
problème  de  la  résolution  des  équations  par  radicaux,  et  donne  les 
trois  tables  numériques  suivantes  : 

Table  A.  —  Du  nombre  M  des  types  résolubles  et  primitifs  de  degré  p 

[jusqu'au  millionième  degré) -^ 

Tabxjs  B.  —  Du  nombre  total  N  des  types  résolubles  de  degré  a  (jusqu'au 

dix-milliéme  degré)  \ 

Table  C. —  Des  congruences  irréductibles  que  servent  à  réduire  en  nom- 
bres la  formule  qui  donne  les  substitutions  du  groupe 
résoluble  {jusqu'au  degré  12000}. 

Jàhssen.  —  Note  sur  le  compas  aéronautique. 
N^"  12.  Siace  do  21  mm  1871. 

LvTHBB  (RO*  —  M-  -ï^^tettnay  annonce  à  TAcadémie  qu'une  nou- 
îellc  planète  vient  d'être  découverte  le  12  de  ce  mois,  à  Bilk,  par 
M«  A.  Luther. 

Apparition  d'un  météore  lumineux  dans  la  soirée  du  vendredi  1 7  mars; 
obsenralions  faites  par  MM.  Xambeu  et  Crevaux. 

14. 
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N^*  13.  Séuce  do  27  mm  1871. 

SAiNT-VENAifT  (de).  —  Formulcs  donnant  ks  pre$sions  ou  force$ 
élastiques  dans  un  solide^  qiMnd  il  y  en  avait  déjà  en  jeu  d'une  intemUé 
considérable  avant  les  petites  déformations  qu'on  lui  a  fait  éprouver. 

Navicr,  en  1821,  et,  plus  tard,  Lamé  et  Clapeyron,  ont  établi  1<^ 
équations  et  les  formules  des  forces  élastiques  des  solides  pour  le  seul 
cas  où  ces  corps,  avant  les  petits  déplacements  relatifs  supposés  subis 
par  leurs  points,  se  trouvaient  dans  l'état  dit  naturel,  où  aucune 
pression  ou  tension  ne  s'exerce  à  leur  intérieur.  Dans  l'intervallo, 
Cauchy  et  Poisson  établirent  des  formules  plus  générales,  applicables 
lorsque  des  pressions  d'une  intensité  quelconque  étaient  antérieure- 
ment en  jeu.  Celles  de  Cauchy  conviennent  à  des  corps  non  isotropes 
ou  de  contexture  quelconque.  Tel  est  l'historique  que  M.  de  Saint- 
Venant  donne  de  la  question  actuelle. 

Dans  les  formules  de  Cauchy,  que  M.  de  Saint- Venant  prend 
comme  point  de  départ,  entrent  certains  coefficients,  dits  coefficienis 
d^élasticité  qui  dépendent  des  distances  où  se  trouvaient  les  molé- 
cules les  uns  des  autres,  au  moment  où  agissaient  les  forces  élastiques 
ou  pressions  intérieures  initiales.  Il  était  indispensable,  surtout 
pour  le  problème  actuel,  d'exprimer  ces  coefficients  en  fonction  des 
pressions  initiales  et  d'autres  coefficients  d'élasticité,  de  valeur  fixe. 

C'est  la  recherche  de  ces  expressions  qui  est  l'objet  de  la  Note  de 
M.  de  Saint-Venant^  il  obtient  ainsi  des  formules  complètement  gé- 
nérales, donnant  les  com}K)santes  des  pressions  et  ne  renfermant 
plus,  comme  coefficients  d'élasticité,  que  des  quantités  mesurées  pour 
un  état  constant. 

Secchi  (Le  P.).  —  Nouveaux  résultats  d* observations,  concernant  la 
constitution  physique  du  Soleil. 

Curie.  —  Sur  la  théorie  de  la  poussée  des  terres. 

M.  Curie,  en  présentant  à  l'Académie,  un  Ouvrage  sur  la  théorie 
de  la  poussée  des  terres,  ouvrage  qui  reproduit,  à  quelques  modiOca- 
tions  de  détail  près,  un  Mémoire  qu*il  avait  présenté  dans  la  séance 
du  ai  décembre  1868,  adresse  une  JNote  ayant  pour  but  de  fairt?  voir 
que,  dans  le  cas  d'un  remblai  ordinaire  dépourvu  de  cohésion,  tel  par 
exemple  qu'un  sable  parfaitement  sec,  lc*s  théorèmes  de  Cauchy, 
énoncés  par  M.  de  Saint- Venant  (Comptée  rendus,  1870,  p.  220),  ne 
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sont  pas  tous  trois  applicables.  M.  de  Saint- Venant  avait  rappelé 
ces  théorèmes  dans  un  Rapport  sur  une  autre  théorie  relative  à  la 
poussée  des  terres,  due  k  M.  Maurice  Levy,  dans  laquelle  Tauteur  se 
fonde  sur  les  trois  théorèmes  en  question. 

LoEWY  ctTissERANn.  —  Observattons  de  la  nouvelle  planète  Luthek, 
faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  {Voir  la  dernière  séance.) 

Communications  diverses  relatives  à  l'apparition  du  bolide  du 
ly  mars. 

M<>  14.  Séuce  do  3  anil  1871. 

Saikt-Veitant  (de).  —  Formules  donnant  les  pressions  ou  forces 
élastiques  dans  un  solide,  quand  il  y  en  avait  déjà  enjeu  de  considérables 
avant  les  petites  déformations  qu'on  lui  a  fait  éprouver. 

M.  de  Saint-Venant  établit  par  une  seconde  méthode  les  formules 
générales  qu'il  avait  déjà  démontrées  dans  la  séance  précédente  et 
signale  plusieurs  cas  intéressants  où  elles  se  réduisent  à  une  forme 
plus  simple. 

Chàsles.  —  Détermination,  par  le  principe  de  correspondance,  de  la 
classe  de  la  développée  et  de  la  caustique  par  réflexion  d'une  courbe 
géométrique  d'ordre  met  de  la  classe  n. 

M.  Chasles  précise  d'abord  le  nombre  des  normales  menées  d'un 
point  à  une  courbe  ^  et  formule  cette  proposition  : 

Le  nombre  des  normales  menées  d'un  point  P  à  une  courbe  U^,  d'or^ 
dre  met  delà  classe  n,  est  (m  +  n). 

Lorsque  la  courbe  U^  a  un  point  multiple  d'ordre  r  en  chacun  des 
deux  points  circulaires  à  l'infini,  le  nombre  des  normales  qu'on  peut  lui 
mener  d'un  point  donné  est  réduit  d  (m  4-  w  —  2r). 

Quand  la  courbe  U^  touclie  la  droite  de  l'infini  en  un  seul  point,  le 
nombre  des  normales  est  réduit  d  (m  +  n —  i). 

M.  Chasles  établit  très-simplement  ces  diverses  propositions  par 
le  principe  de  correspondance;  nous  devons  ajouter  que  l'Analyse  al- 
gébrique en  fournit  des  démonstrations  également  fort  simples. 

Passant  à  la  réflexion  sur  une  courbe  Uj,,  M.  Chasles  énonce  et 
démontre  le  théorème  général  suivant  : 

Lorsque  des  rayons  émanés  d'un  point  Q  se  réfléchissent  sur  une 
courbe  Uj^,  les  réfléchis  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  m-^  2n, 
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Newcomb  (S.)*  —  Théorie  des  perturbations  de  la  Lune  qui  sont 
dues  à  V action  des  planètes. 

L'extrait  suivant,  présente  par  M.  Newconib,  donnera  une  idée 
de  Tobjet  de  son  Mémoire  : 

«  On  a  coutume  de  considérer  le  problème  du  mouvement  de  la 
Lune  autour  de  la  Terre  comme  consistant  à  déterminer  les  pertur- 
bations du  mouvement  elliptique  de  ces  deux  astres  autour  de  leur 
centre  commun  de  gravité.  Quand  nous  ne  considérons  que  Taction 
perturbatrice  du  Soleil,  cette  méthode  est  la  plus  simple  que  les  géo- 
mètres ont  imaginée  jusqu'ici.  Mais  lorsqu'on  considère  l'action  d'un 
quatrième  corps,  tel  qu'une  planète,  elle  est  sujette  à  plusieurs  in- 
convénients, dont  je  ne  signalerai  que  celui-ci  :  que  la  force  pertur- 
batrice du  Soleil  étant  sensiblement  difl*érente  à  cause  des  perturba- 
tions que  peut  produire  la  planète  dans  le  mouvement  de  la  Lune,  il 
faut  tenir  compte  des  produits  de  la  force  perturbatrice  de  la  planète 
par  les  puissances  successives  de  la  force  perturbatrice  du  Soleil,  ce 
qui  rend  une  solution  rigoureuse  du  problème  fort  difficile. 

»  Dans  le  Mémoire  que  j'ai  l'honneur  d'offrir  à  TÂcadémic,  j'ai 
tâché  d'éviter  ces  difficidtés  en  regardant  la  force  perturbatrice  du 
Soleil  comme  Tune  des  forces  principales,  et  en  posant  le  problème 
comme  il  suit  : 

»  Le  problême  des  trois  corps  étant  résolu,  trouver  les  perturbations 
de  leurs  mouvements  qui  sont  produites  par  Vaction  d*un  quatrième 
corps,  par  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  du  moU" 
vement,  en  faisant  usage  des  formules  générales  de  Lagrange,  » 

M.  BonssiNESQ.  —  Étude  nouvelle  sur  V équilibre  et  le  mouvement  des 
corps  solides  élastiques  dont  certaines  dimensions  sont  três^peUtes  par 
rapport  à  d'autres.  Premier  Mémoire  :  Des  tiges. 

Ce  Mémoire  a  été  publié  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de 
M.  Liouville  année  1871  ;  il  en  sera  rendu  compte  dans  ranalyscde 
ce  journal. 
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MÉLANGES. 

DÉlOnSTUTIOll  DE  U  COSTHIIIITÉ  DIS  MCINES  DUNE  ÉQUiTIOn  ilGiBUQIIE; 

Par  M.  OSSIAN  BONNET. 

Le  théorème  sur  la  continuité  des  racines  d'une  équation  algé- 
brique a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  Cauchy,  dans  les 
nouveaux  Exercices  d* Analyse  et  de  Physique  mathématique,  t.  II, 
p.  109;  mais  la  démonstration  de  l'illustre  géomètre,  fondée  sur  la 
considération  des  contours  imaginaires,  n'est  pas  de  nature  à  trou- 
ver place  dans  les  éléments.  Depuis,  et  quoiqu'il  s'agisse  d'une 
propriété  tout  à  fait  fondamentale  sur  laquelle  reposent  plusieurs 
théories  importantes,  notanmient  celle  des  asymptotes  aux  courbes 
algébriques  de  degré  quelconque,  aucun  auteur,  que  je  sache,  n'a 
essayé  de  parvenir  plus  simplement  au  but.  Je  pense  donc  faire  une 
chose  utile  en  publiant  ici  une  démonstration  qui  ne  suppose  que 
les  notions  élémentaires  relatives  à  la  composition  des  équations. 

Je  commencerai  par  bien  préciser  le  sens  que  l'on  doit  attacher  à 
la  continuité  des  fonctions. 

DiPiHiTiaEf  I.  —  Étant  donnée  une  fonction  réeUe  ou  imaginaire, 
motf  bien  déterminée,  cp  (u  )  d'une  variable  réelle  ou  imaginaire  u,  on 
du  :  i^  que  cette  fonction  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  Â,  à 
meeure  que  u  tend  vers  une  valeur  particulière  11'  (*),  lorsqu* après 
avoir  fixé  arbitrairement  un  nombre  réel  et  positif  t  aussi  petit  que  Von 
veut,  il  est  possible  de  trouver  un  autre  nombre  réel  et  positif  h,  tel  que, 
pour  toute  valeur  de  «,  dont  la  différence  avec  u'  a  un  module  différent 
de  ïérOf  mais  inférieur  à  h^  la  valeur  correspondante  de  (f(u)  ait 
ave€  A  une  différence  dont  le  module  soit  compris  entre  zéro  et  e  ;  a®  que 
<f  («)  tend  vers  Vinfini  à  mesure  que  u  tend  vers  u',  lorsqu'aprés  avoir 
fixé  un  nombre  réel  et  positif  A  aussi  grand  quon  le  veut^  il  est  possible 
de  trouver  un  autre  nombre  réel  et  positif  A,  tel  que^  pour  toute  valeur 
de  il  dont  la  différence  avec  u'  a  un  module  différent  de  zéro,  mais  infé- 

(  )  Nout  supposons  u'  fini;  si  Ton  avait  u'  =  oo  on  poserait  k  =  -9  et  alors,  regardant 
la  ftinction  commmo  dépendant  de  v^  on  ferait  tondre  9  vers  séro. 
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rieur  à  A,  Id  valeur  correspondante  de  f  (u)  ait  un  module  toujours  su- 
périeur àï.. 

Définition  II.  —  9  (u)  et  u  étant  la  même  fonction  et  la  même  va- 
riable que  dans  la  définition  précédente^  on  dit  que  ff  {u)  est  continue  par 
rapport  à  u  pour  u  =  u',  ou  dans  le  voisinage  deu^u',  lorsque  7  (u  ) 
a  pour  u=^u'  une  valeur  finie  et  déterminée^  et  que  cette  valeur  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  (f  (u)  lorsque  u  (end  vers  u'. 

Cela  posé,  voici  comment  on  peut  énoncer  le  théorème  sur  la  con- 
tinuité des  racines  d'une  équation  algébrique. 

Théorème.  —  Soit  une  équation  algébrique  de  degré  m 

(i)  A.z*-!- A,s"-*4- AtZ-^'-f-. .  .4-  A«_,  5  -4- Ai»  =  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  Âq,  Ai^...,  A^.!,  A^^  réels  ou  imaginaires^ 
sont  des  fondions  d'une  variable  réelle  ou  imaginaire  u,  continues  par 
rapport  d  u  pour  u  =  u^  Faisons  dans  cette  éqtAation  u  =  u%  ce  qui 
donne  une  nouvelle  équation  à  coefficients  numériques  bien  détermines  et 
finis 

(2)      a;  z-  -I-  a;  2— •  4-  a;  2— >  4-. .  :  4-  a;^-..  ^  4- a'^^  =  o. 

Deux  cas  pourront  se  présenter  :  ou  bien  A\  étant  différent  de  xéro^ 
celle  seconde  équation  sera  de  degré  m  comme  l'équation  (i)  ;  ou  bien, 
quelques-uns  des  coefficients  A\^  A',,  A',,...  s* annulant^  le  degré  de 
r équation  (a)  s'abaissera  et  deviendra  m  —  n^par  exemple.  Dans  le 
premier  cas,  les  m  racines,  fonctions  deu  de  l'équation  (i),  tendront,  à 
mesure  que  u  tendra  vers  u',  vers  des  limites  finies  et  déterminées,  tt  ces 
limites  seront  respectivement  égales  aux  m  racines  de  l'équation  (2); 
dans  le  second  cas,  n  racines  de  V équation  (1)  tendront  vers  rinfni, 
et  les  m  —  n  autres  tendront  respectivement  vers  les  m  —  n  racinet  de 
V  équation  (1). 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  une  série  de  lemnes 
que  nous  allons  successivement  examiner. 

Lemme  I. —  Lorsque  les  coefficients  A^,  A,,  Ai,...^  A«,  du  prenicr 
membre  d'une  équation  algébrique 

(1)  A,  «- 4- A,  r»-»  4- .  ..4- A».i-8  H- A.  =  0, 
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foncHùfis de u  coniinuei  ou  non  continues  par  rapport  à  u  pouruz=:u\ 
tendent  cependant  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée^  à  mesure 
que  u  tend  vers  u',  si  la  limite  vers  laquelle  tend  le  premier  coefficient  A^ 
est  nuUe  une  des  racines  au  moins  de  VéqtMtion  tend  vers  l'infini  d  me- 
sure  que  u  tend  vers  u'. 

Supposons  d'abord  que  la  limite  vers  laquelle  tend  A^  ne  soit  pas 
nulle.  Après  avoir  fixé  un  nombre  réel  et  positif  i  aussi  grand  qu'on 
voudra,  et  un  autre  nombre  positif  k  plus  petit  que  le  module  de  la 
limite  de  A^^  il  sera  possible  de  trouver  un  nombre  positif  h  tel  que, 
pour  toute  valeur  de  u  dont  la  dififérence  avec  u'  aura  un  module 

diflerent  de  zéro,  mais  inférieur  à  A,  le  module  a^  de  A^^  soit  <^  r^» 

et  le  module  a^  de  A«  soit  >  k.  Or,  en  appelant  pi,  pi,...,  p^  les 
modules  des  racines  de  l'équation  (i),  on  a,  quel  que  soit  u, 

am 

p,  p, . . .  p«  =  —  ; 

par  conséquent ,  quand  tt  sera  tel  que  le  module  de  sa  diflérence 
avec  I*'  soit  <  ft,  on  aura 

Pi  P2  • .  •  p«  >  X", 

et,  par  suite,  l'un  au  moins  des  modules  pi,  p^,...,  p^,  sera  plus  grand 
que  X,  ce  qui  prouve  le  lemme  énoncé. 

Supposons  en  second  lieu  que  la  limite  de  A^  soit  nulle.  Appe- 
lons z^  un  nombre  réel  ou  imaginaire  tel  que  l'expression 

A, z7  -I-  A,  2^-'  -h ... 4-  A««,  z.  -f-  A«, 

qui  tend  évidemment  vers  une  limite  déterminée  et  finie,  ne  tende 
pas  vers  zéro,  à  mesure  que  u  tend  vers  u';  substituons  à  l'équa- 
tion (i)  celle  que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  son  premier 
membre  z  par  z-h  Zq^  et  que  nous  appellerons 

(a)  B.z"-i-B,js— »  -f-...-f-B«-.,2-i-B«  =  o) 

les  racines  de  cette  nouvelle  équation  seront  celles  de  l'équation  (i), 
diminuées  chacune  de  Zq  ;  donc  leurs  modules  seront  respectivement 
inférieurs  aux  modules  des  racines  de  l'équation  (i),  augmentés 
chacun  du  module  de  Zo  \  par  conséquent ,  pour  démontrer  qu'une 
racine  au  moins  de  l'équation  (i)  tend  vers  l'infini  à  mesure  que  u 
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tend  vers  u',  il  suffira  de  démontrer  que  la  même  chose  a  lieu  pour 
une  racine  de  l'équation  (2).  Or  les  coefficients  B^,  B| ,.•••>  B»->m 
B,H)  qui  sont  des  fonctions  linéaires  de  A09  Ai,.* m  A«,^i,  A^,  tendent 
chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée  à  mesure  que  u  tend  vers  v^\ 
Bq,  qui  est  égal  à  Ao,  a  pour  limite  zéro  ;  enfin  B..,  qui  est  égal  à 

A» 3,  -+- A,«7"'-4-..  •-4- A.-i*, -4- A», 

a  une  limite  difiérente  de  zéro;  donc... 

LéImme  II.  —  Lorsque  lei  eoeffleienU  At,  Af^o  A^  ^^  premier 
membre  d^une  équation  algébrique  de  degré  m 

A.  2"  -+-  Al  -S*-*  -f- . . .  H-  A«  =  o, 

fonctions  de  u  continues  ou  non  continues  par  rapport  à  u  pour  u  =  u\ 
tendent  cependant  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée^  d  mesure  que 
u  tend  vers  u',  si  la  limite  vers  laquelle  tend  le  dernier  coefficient  A„  est 
nulle  y  une  des  racines  au  moins  de  l'éqiMtion  tend  vers  zéro,  d  mesure 
que  u  tend  vers  u'. 

En  cflfet,  dans  lequation  aux  inverses  des  racines  de  l'équation 

proposée 

A«5*-f-  A»_i«*-'  -+-. .  .4-  A,2  -4-  A.  =  o, 

une  des  racines  au  moins  tend  vers  l'infini  i  mesure  que  u  tend 
vers  ti'. 

Lemme  ni.  —  Lorsque  les  coefficients  A^y  Ai,...,  A^  du  premiet 
membre  d*une  équation  algébrique  de  degré  m 

A.  j*  -+-  Al  «"•-'  4-. . .  4-  A«-,  1  -4-  A.  =  o, 

fonctions  de  ti,  continues  ou  non  continues  par  rapport  à  u  pour  u  =  u', 
tendent  cependant  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  à  mesure 
que  u  tend  vers  u\  si  les  limites  respectives  vers  lesquelles  tendent  les  n 
derniers  coefficients  A^^n^.!,  A«,.i^.a)...,  A^  sont  nulles,  n  racines  de 
Véquation  tendent  vers  zéro,  d  mesure  que  u  tend  vers  u'. 

11  résulte  d'abord  de  ce  que  le  dernier  terme  A«  tend  vers  zérOt 
qu'un  certain  nombre  de  racines  de  l'équation  tendent  aussi  vers 
zéro.  Cela  posé,  il  suffit  évidemment^  pour  établir  la  propriété  énon- 
cée, de  démontrer  U  réciproque  de  cette  propriété|  c'est-i-dire  de 
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faire  voir  que  si  n  racines  de  réquation  tendent  yers  zéro  à  mesure 
que  u  tend  vers  u'^  les  n  derniers  coeflBcients  de  l'équation  ont  aussi 
zéro  pour  limite.  Soient  donc  j?j,  Zw»^  ^n?  ^  racines  de  Téquation 
proposée  tendant  vers  zéro  à  mesure  que  u  tend  vers  u',  les  m  —  n 
autres  n'étant  assujetties  qu'à  la  condition  de  ne  pas  tendre  vers  zéro, 
et  pouvant  dès  lors,  ou  ne  tendre  vers  aucune  limite,  ou  bien  avoir 
une  limite  différente  de  zéro.  Posons 

(2—  z,){z  —  2t)..  .(z  — z„)=2'-+-B,«"-»-l-B,z*-«H-.  ..-I-  B».|ZH-Bii, 

et 

A,«"-4-A|Z"^'-h. . . -4- A«-.,  z  -+- A«, 

=  (z"  -f-  B,2— '  -f-. . .-+- B„)(A.z"— -i-C,  z^— '-+-..  .-h C«-,). 

Les  coefficients  B|,  Bt>...,  B^,  qui  sont  des  fonctions  entières  et  ho- 
mogènes de  Zi,Zt,...,jr„,  tendront  tous  vers  zéro,  et  les  coefficients 
Ci,Cs,...,  Cm.»)  qui  sont  des  fonctions  entières  de  Ao,  Ai,...,  A^, 
Bi,  Bfl,...,  On)  tendront  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée, 
à  mesure  que  tt  tendra  vers  u\  De  plus,  la  limite  de  C„,_„  ne  sera 
pas  nulle,  sans  quoi  l'équation  proposée  aurait  plus  de  n  racines  ten- 
dant vers  zéro.  Mais  en  égalant  les  coefficients  des  (n  •+- 1)  derniers 
termes  des  deux  membres  de  la  dernière  égalité,  on  a 

A.,  =   B„  Cm-hI9 

A««|  =  B»-i  Cm-m  -I-  B»  C«,_Hi-.|, 

A»_j  =  B»-!  C.I-JI  -f-  B»-i  Cm-Hi-i  -h  Bu  CM.Hi.t9 


> 

Am   m.i=  B|  Cm-hi  +  Bt  Cm-^—i  ~f~  B|  Cl   M.  1  +  .  .  •  y 
Am^hi  =  Cm— m  "4-  B|  Cm.4h-i  *4-  Bt  Cw  ,  n»t  +  •  •  .  • 

De  là  résulte  que  A^^  A„^i,...,  A,m.i,4.i  tendent  vers  zéro,  mais 
que  Am..  ne  tend  pas  vers  zéro,  lorsque  u  tend  vers  u^     c.  q.  f.  d. 

Leicme  IV.  —  Lorsque  fes  coefficients  A^,  Ai,...,A,«  du  premier 
membre  d*une  équation  algébrique  de  degré  m 


A»  J"  -4-  Ai  Z*^'  -h  ...  -4-  Am-i  JS  -f-  A«  =  O, 

fonctions  de  u ,  conlinues  ou  non  continues  par  rapport  d  u  pour  u  =1  u'y 
tendent  cependant  chacun  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  d  mesure 
que  u  tend  vers  u'j  si  les  limites  respectives  vers  lesquelles  tendent  les  n 


120  BULLETIN  DBS  SCIENCES 

premiert  coeJficienU  A^,  Â|,...,  A..i  umi  nuUe$y  n  racines  de  V équa- 
tion tendent  ven  /'în/inî  à  mesure  que  u  tend  vers  u'. 

En  eiTet,  dans  l'équation  aux  inverses  de  la  proposée 

\m  z"  -f-  A»-,  a"-'  -f-...4-A,z-+-A,  =  o, 

n  racines  tendent  vers  zéro,  à  mesure  que  u  tend  vers  u'. 

Les  lemmcs  qui  précèdent  conduisent  immédiatement  au  tliéo- 
rème  sur  la  continuité  des  racines,  énoncé  ci-dessus. 

Reprenons  Téquation 

(i)  A.z*-f- A,z*-«4-.. .-+- A«»,z-4-  A«=o, 

dans  laquelle  nous  supposerons  maintenant  les  coefficients  continus 
par  rapport  à  u  pour  u  =  u',  et  Téquation 

(a)  A',  2-  -f-  A',  2—»  -+-... 4-  A;«_.  z  4-  A'^  =o, 

obtenue  en  faisant,  dans  la  première,  u  =  tt^  Si  Ton  a  d'abord 

A'.  =  A'.=...  =  A;..  =  o    et    A:>o; 

à  cause  de  la  continuité,  les  n  premiers  coefBcients  A^,  A|,.. .,  A..| 
de  Téquation  (i)  tendront  vers  zéro  à  mesure  que  u  tendra  vers  ii'; 
donc  n  racines  de  cette  équation  tendront  vers  Tinfini  à  mesure  que 
u  tendra  vers  m'  (Icmme  IV  ).  On  verrait  de  même,  par  le  lemme  III, 
que  si  A'^  =  A'^_,  =  .. .  =  A'„^^,=  o  avec  A'^_„^o,  c'est-à- 
dire  si  l'équation  (2)  a  n  racines  nulles,  l'équation  (1)  a  n  racines 
qui  tendent  vers  zéro,  à  mesure  que  u  tend  vers  u^  Mais  il  faut  en- 
core faire  voir  que  si  l'équation  (2)  a  fi  racines  égales  à  un  nombre 
quelconque  réel  ou  imaginaire,  l'équation  (i)  a  n  racines  qui  tendent 
vers  le  nombre,  a  mesure  que  u  tend  vers  tt^  En  eilct,  remplaçons, 
dans  les  équations  (i)  et  (a),  js  par  jt  -H  ^o?  ce  qui  donnera 

(3)  B.  2" -f- B,  2*-« -4- . . . -f- B«_,  2  H-  B«  =  o 

à  la  place  de  (i),  et 

(  4  )  B*.  3-  4-  B'.  3  —  H- . . .  -f-  B:„  _ .  z  4-  B'^  =  o 

i  la  place  de  (2).  L'équation  (4),  ayant  pour  racines  celles  do  (2) 
diminuées  chacune  de  Zo,  aura  n  racines  nulles*,  mais  cette  équation 
est  ce  que  devient  (3)  quand  on  y  remplace  u  par  u'.  D'ailleurs,  les 
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coefficients  Bq,  Bi,...,  B„.  du  premier  membre  de  Téquatiou  (2), 
fonctions  linéaires  de  A^,  Af,...,  A^  sont  continus  par  rapport  à  u 
pour  u  =  u';  donc  Téquation  (3)  a  n  racines  qui  tendent  vers  zéro,  à 
mesure  que  u  tend  vers  u'  :  donc  l'équation  (i),  qui  a  pour  racines 
celles  de  (3)  augmentées  chacune  de  z^,  a  n  racines  qui  tendent 
vers  jr«.  c.  q.  f.  d. 


SDR  UNI  liTHODI  ROOVELU  PODB  l  ÉTUDE  DIS  COURBES  TRACÉES 
SUR  LES  SURFACES  ALGÉBRIQUES  (<). 

Avant  de  parler  des  recherches  nombreuses  qu'ont  suscitées  sur 
le  sujet  dont  nous  nous  occupons  (représentation  des  surfaces  sur  un 
plan]  les  beaux  travaux  de  MM.  Chasles,  Clebsch,  Cremona,  nous 
devons  parler  de  l'extension  toute  récente  et  très-importante  que 
M.  Clebsch  a  donnée  à  ses  méthodes,  en  ce  qui  concerne  la  repré- 
sentation d'une  surface,  sur  un  plan.  Pour  faire  comprendre  les 
principes  nouveaux  que  nous  avons  à  développer,  il  est  nécessaire 
d'insister  sur  la  remarque  suivante,  qui  fera  bien  comprendre  le  ca- 
ractère des  nouvelles  études  publiées  par  Témincnt  géomètre  de 
Gottingue. 

Si  nos  lecteurs  veulent  bien  se  reporter  aux  deux  articles  qui  pré- 
cèdent, ils  verront  que,  alors  même  que  la  représentation  sur  un  plan 
est  possible,  cette  représentation,  pour  être  elTectuée,  suppose  qu'on 
ait  résolu  d'abord  un  certain  nombre  d'équations  algébriques.  C'est 
ainsi  que  la  représentation  d'une  surface  du  troisième  ordre  ne  peut 
être  développée  que  si  Ton  connaît  deux  droites  de  la  surface  ne 
se  coupant  pas,  et,  par  suite,  la  détermination  de  tous  les  modes 
de  représentation  exige  la  résolution  préalable  de  l'équation  aux 
27  droites  de  la  surface.  Pour  la  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une 
conique  double,  il  faut  commencer  par  trouver  les  16  droites  de  la 
surface,  problème  qui  se  ramène  à  la  résolution  d'une  équation  du 
cinquième  ordre  et  à  celle  de  plusieurs  équations  quadratiques.  Pour 
la  surface  du  quatrième  ordre  ayant  une  droite  double  sans  autre 
singularité,  on  a  à  déterminer  64  coniques  isolées  de  la  surface,  in- 
dépendantes de  la  série  de  coniques  dont  les  plans  passent  par  la 

(*)  Voir  Bulletin^  t.  II,  p.  a3. 
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droite  double,  et  nous  avons  vu  que  ce  problème  se  ramène  à  la  rë* 
solution  d'une  équation  du  8*  degré. 

11  est  vrai  qu'à  côté  des  surfaces  de  ce  genre  viennent  s*en  placer 
d'autres^  ]>our  lesquelles  la  représentation  est  possible  d'une  seule 
manière.  Par  exemple,  une  surface  d'ordre  «,  ayant  un  point  mul- 
tiple d'ordre  n  —  i ,  peut  être  projetée  sur  un  plan  par  des  droites 
contenant  le  point  multiple,  et  ce  mode  de  représentation  est  en  gé- 
néral le  seul  au  moyen  duquel  la  surface  puisse  être  représentée  sur 
le  plan.  De  même  pour  la  surface  du  cinquième  ordre  ayant  deux 
droites  doubles,  qu'on  projette  sur  un  plan  au  moyen  de  droites 
rencontrant  les  deux  droites  doubles,  etc. 

Ainsi  les  surfaces  représentées  stir  le  plan  se  divisent  en  deux 
classes.  Pour  les  premières,  la  représentation  se  fait  d'une  seule  ma- 
nière; et  comme  la  représentation  est  unique,  elle  n'exige,  pour 
être  cfTectuce,  aucune  recherche  préalable,  ni  la  résolution  d*aucune 
équation  compliquée.  Pour  les  autres,  au  contraire,  qui  sont  les  plus 
importantes,  la  représentation  ne  peut  être  eiTectuée  qu'après  une 
détermination  préalable  de  certains  éléments  géométriques.  Cette 
détermination  s'elTectue  par  la  résolution  d'une  équation  algé- 
brique, et  Ton  peut  dire  que  c'est  l'étude  de  cette  équation  qui  con- 
stitue la  principale  difficulté  du  problème  de  la  représentation. 
D'ailleurs,  quand  cette  équation  est  résolue,  elle  fournit  un  nombre 
déterminé  de  représentations  équivalentes  de  la  surface.  C'est  ainsi 
que,  lorsqu'on  connaît  les  27  droites  de  la  surface  du  troisième  ordre, 
on  peut  en  employer  deux  quelconques  ne  se  coupant  pas,  ou  em- 
ployer des  séries  de  coniques  A,  B,  telles  que  deux  coniques  appar- 
tenant à  deux  séries  différentes  se  coupent  en  un  point  unique,  etc. 

Toutes  ces  difficultés  ne  se  présenteraient  pas  évidemment,  si,  tout 
en  représentant  une  surface  sur  le  plan,  on  n'exigeait  pas  qu'a  un 
point  du  plan  correspondit  un  seul  point  de  la  surface.  Supposons^ 
par  exemple,  qu'on  projette  tout  point  de  la  surface  du  troisième 
degré  F|  sur  un  plan  P  par  des  droites  menées  d'un  point  O.  Alors, 
à  tout  point  de  Ft,  correspond  un  seul  point  du  plan  P;  mais  la  ré- 
ciproque n*est  pas  vraie.  A  tout  point  du  point  M  du  plan  P  corres- 
pond une  droite  OP,  qui  coupe  la  surface  en  trois  points  M',  M^,  M** 
correspondant  tous  les  trois  au  même  point  M  du  plan  P.  Si  l'on 
considère,  par  une  image  commode,  le  plan  P  comme  composé  de 
trois  feuilles,  le  point  M  de  ce  plan  pourra  être  considéré  comme  la 
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réunion  de  trois  points  situés  chacun  dans  une  feuille,  et  qui  corres- 
pondent respectivement  aux  trois  points  M',  M^',  M'^  de  la  sur- 
face. On  dit  alors  que  la  surface  est  représentée  sur  un  plan  triple, 
et  cette  représentation  s'eÛectue  sans  difficulté  et  d'une  infinité  de 
manières,  suivant  la  position  choisie  pour  le  point  O.  Remarquons 
que,  si  le  point  O  se  trouve  sur  la  surface  t\,  toute  droite  passant 
par  O  coupe  la  surface  en  deux  nouveaux  points,  et  celle-ci  est  alors 
représentée  sur  un  plan  double,  c'est-à-dire  qu*à  un  point  du  plan  P 
ne  correspondent  que  deux  points  de  la  surface. 

Ce  second  mode  de  représentation  sur  un  plan  multiple  a  été, 
comme  le  premier,  employé  depuis  longtemps  pour  les  surfaces  du 
second  ordre.  C'est  surtout  M.  Chasles  qui  a  étudié  les  propriétés 
auxquelles  îl  donne  lieu.  Si  nous  ne  nous  trompons,  les  premiers 
travaux  de  M.  Chasles  sur  cette  question  datent  de  1828,  et  sont 
insérés  dans  le  tome  XIX,  n^*  5  et  6,  des  Annales  de  Gergonne,  Nous 
ne  mentionnerons  ici  qu'une  propriété  très-simple  :  c'est  que  les 
sections  planes  de  la  surface  se  projettent  suivant  des  coniques  ayant 
un  double  contact  avec  la  courbe  de  contour  apparent  de  la  surface, 
en  sorte  que  toute  conique  ayant  un  double  contact  avec  la  conique 
de  contour  apparent  sera  la  projection  de  deux  sections  planes  de  la 
surface.  Si,  comme  nous  l'avons  dit  plus  plus  haut,  le  plan  est  con- 
sidéré comme  composé  de  deux  feuilles,  ces  deux  feuilles  viendront 
se  réunir  l'une  à  l'autre  en  tous  les  points  de  la  courbe  de  contour 
apparent  (car  à  ces  points  correspondent  deux  points  confondus  de 
la  surface).  Cette  courbe  et  celles  qui  jouisssent  de  la  môme  pro- 
priété dans  toutes  les  représentations  sur  un  plan  multiple  sont 
appelées,  par  M.  Clebsch,  courbes  de  passage  (Uebergangscurven). 
Sans  image,  la  courbe  de  passage  est  le  lieu  des  points  pour  lesquels 
deux  des  points  de  la  surface  qui  correspondent  à  un  point  du  plan 
viennent  se  confondre. 

Quelle  est  Futilité  de  ce  nouveau  mode  de  représentation  ?  Il  est 
facile  de  répondre  à  cette  question.  Dans  tout  mode  de  représen- 
tation de  cette  nature,  les  sections  planes  se  représentent  par  des 
courbes  qui  peuvent  passer  par  des  points  tixes,  ou  avoir  des  points 
multiples  en  des  points  fixes,  mais  qu'on  achève  de  déterminer  par 
cette  condition  que  ces  courbes  représentatives  doivent  être  tangentes  à 
la  courbe  de  passage  en  un  certain  nombre  de  points.  Or  M.  Clebsch  a 
montré  que  tous  les  problèmes  de  cette  nature  se  ramènent  à  la  bis- 


aa4  BULLETIN  DES  SCIENCES 

section  (les  fonctions  abclicnncs.  On  voit  donc  que  Tctudc  des  équa- 
tions algébriques  déterminant  les  droites,  coniques,  sections  planes 
particulières  des  surfaces  applicables  sur  le  plan  est  ramenée  à  l'étude 
des  équations  algébriques  qu'on  rencontre  dans  la  bissection  des 
fonctions  abélicnncs  (').  M.  Clebsch,  fidèle  à  sa  méthode  constante, 
a  commencé  par  développer  des  cas  particuliers,  en  ne  considérant 
que  la  représentation  sur  un  plan  double,  et  des  surfaces  déjà 
presque  toutes  étudiées  par  lui.  Mais  il  est  facile  d'embrasser  dès  a 
présent  toute  l'étendue  du  champ  nouveau  de  recherches  dans  lequel 
nous  introduisent  ces  travaux  du  géomètre  allemand.  Nous  allons 
maintenant  examiner  en  détail  les  deux  Mémoires  que  M.  Clebsch 
consacre  à  la  représentation  sur  un  plan  double  des  surfaces  qu'on 
peut  déjà  représenter  sur  un  plan  simple.  G.  D. 

{À  suivre.) 
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RIEMANN  (B.).  — Partielle  Differentialgleichungen  und  deren 
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Voici  un  Livre  utile,  et  dont  l'équivalent  n'existe  pas  en  français. 
Nous  avons  sans  doute  d'excellents  ouvrages  sur  les  diverses  parties 
de  la  Physique  mathématique,  qui  dépendent  des  équations  aux  dif- 
férentielles partielles  -,  nous  n'en  avons  pas  où  ces  diverses  parties  se 
trouvent  systématiquement  coordonnées,  et  présentées  sous  un  même 
point  de  vue,  de  manière  à  former  un  corps  de  doctrine.  Celui  que 
M.  HattendorlT  offre  au  public  est  le  résumé  des  leçons  professées  par 
Riemann,  à  l'Université  de  Gœttingue,  pendant  les  hivers  de  1 854-^5 
et  de  1860-61,  et  pendant  l'été  de  1862.  L'éminent  géomètre  avait 
l'intention  de  rédiger  lui-même  son  cours;  mais,  enlevé  par  une  mort 
prématurée,  il  n'a  laissé  que  des  fragments  détachés,  et  même,  sur 
beaucoup  de  points,  de  simples  notes,  destinées  à  servir  de  texte  à  un 
développement  oral,  et  non  préparées  pour  l'impression.  M.  Hatten- 
dorff,  un  de  ses  auditeurs  les  plus  distingués,  a  recueilli  pieusement 
les  manuscrits  de  son  maître,  et,  en  les  complétant  par  ses  souvenirs 
personnels,  il  en  a  composé  un  tout  homogène,  sans  soudures  ap- 
parentes. 

L'ouvrage  se  divise  en  six  Parties  : 

Les  deux  premières  constituent  une  sorte  d'introduction  au  sujet 
principal.  Elles  comprennent  :  1°  la  théorie  des  intégrales  définies,  et 
la  détermination  de  celles  de  ces  intégrales  qui  se  rencontrent  le  plus 
fréquemment  dans  la  Physique  mathématique;  2^  le  développement 
des  fonctions  en  séries  trigonomctriques,  et  la  célèbre  formule  de 
Fourier. 

La  troisième  Partie  traite  de  l'intégration  des  équations  linéaires 


(*  )  Leçons  de  B,  Riemann  sur  les  équations  aux  différentielles  partielles  et  sur  leur  ap' 
plication  aux  problèmes  de  phjrtique^  publiées  par  K.  HATTEiOMiirF.  Brunswick,  ches 
Fr.  Vieweg  et  fils;  1869.  Id-S»;  3i5  p. 
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à  une  seule  variable  indépendante,  et  de  celle  des  équations  aux  dii- 
fércntiellcs  partielles  du  second  ordre.  L'auteur  considère  spéciale- 
ment les  deux  équations  fondamentales 

du        ^d*u      ^    d*u        ^d*u 
ai  ax*  at*  âx* 

qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  dans  celle  des 
cordes  vibrantes. 

La  quatrième  Partie  est  consacrée  au  mouvement  de  la  chaleur 
dans  les  corps  solides.  Après  avoir  établi,  à  peu  près  conune  Fourier, 
Téquation  générale  du  problème,  Tauteiu*  développe  avec  beaucoup 
de  soin,  sur  de  nombreux  exemples,  la  manière  d'avoir  égard  aux 
conditions  initiales  et  aux  conditions  limites^  il  aborde  ensuite  la 
question  de  la  température  de  la  Terre,  et  le  cas  général  d'une  sphère 
primitivement  échauflee  d'une  manière  quelconque.  Toute  cette  expo- 
sition est  d'une  netteté  parfaite,  et  témoigne  que  Riemann  joignait  a 
l'esprit  inventif  du  géomètre  le  talent  du  professeur.  Nous  regrettons 
toutefois  qu'il  n'ait  pas  cru  devoir  étendre  son  analyse  à  la  propaga- 
tion de  la  chaleur  dans  les  corps  cristallisés,  et  qu'il  ait  entièrement 
négligé  les  belles  recherches  de  M.  Duhamel,  dont  les  expériences  de 
Sénarmont  ont  encore  accru  l'intérêt.  Nous  ignorons  aussi  pourquoi 
il  n'a  pas  jugé  à  propos  de  faire  connaître  à  ses  auditeurs  ou  i  seê 
lecteurs,  au  moins  sommairement,  la  théorie  des  surfaces  isothermes 
du  second  degré,  qui  a  fourni  à  Lamé  la  matière  d'un  livre  si  origi- 
nal. 

Les  vibrations  des  corps  élastiques  sont  l'objet  de  la  cinquième 
Partie.  L'auteur  débute,  avec  raison,  par  l'étude  des  vibrations 
des  cordes,  et  il  retrace  en  quelques  pages  l'histoire  de  ce  fameux 
problème,  qui  a  été  l'origine  des  travaux  des  géomètres  sur  les 
équations  aux  différentielles  partielles.  Pour  les  idées  fondamentales, 
mais  seulement  pour  celles-là,  l'ordre  historique  est  celui  qui  con- 
vient à  l'enseignement.  Après  ce  préliminaire  en  quelque  sorte  obligé, 
l'auteur  établit  les  équations  générales  de  l'élasticité,  par  la  considé- 
ration du  parallélépipède  et  du  tétraèdre  élémentaire.  Eu  suivant  une 
marche  plus  rapide  que  Lamé,  il  parvient  aux  mêmes  résultats,  qui 
d'ailleurs  avaient  déjà  été  indiqués  par  Cauchy.  Ainsi,  dans  le  cas 
des  corps  d'élasticité  constante,  il  exprime  les  trois  composantes  nor- 
males et  les  trois  composantes  tangeutielles  des  forces  élastiques  au 
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moyen  de  deux  coefficients  X  et  |ui,  qui  restent  à  déterminer  par  Tex- 
périence,  et  non  au  moyen  d'un  seul  coefficient,  comme  le  Toulait 
Poisson.  Quand  un  prisme  droit  est  soumis  à  une  traction  normale  à 
ses  bases,  les  coefficients  de  sa  dilatation  cubique  et  de  sa  dilatation 
linéaire  ont  respectivement  pour  expressions 


et 


i-f-- 
t 


3X -h  2/X  3X-f-2|Ul 

Selon  Poisson,  qui  suppose  implicitement  la  continuité  de  la  ma- 
tière, on  aurait  X  =  /:a-,  le  coefficient  de  dilatation  cubique  serait  la 
moitié  du  coefficient  de  dilatation  linéaire,  et  ce  résultat  du  calcul  * 
avait  paru  confirmé  par  une  expérience  bien  connue  de  Cagniard^ 
Latour.  Mais  cette  expérience,  qui  est  sujette  à  de  nombreuses  causes 
d'erreur,  mérite  peu  de  confiance.  Des  expériences  plus  récentes  de 
Wertheim  ont  fourni  pour  le  second  coefficient  une  valeur  triple  de 

celle  du  premier^  ce  qui  donnerait  X  =  2|ui.  Mais  si  le  rapport- 
er 
était  exactement  égal  à  im  nombre  entier  tel  que  2,  ce  serait  un  théo- 
rème de  la  plus  haute  importance,  dont  il  faudrait  chercher  la  raison 
mathématique  dans  une  hypothèse  plausible  sur  la  constitution  de  la 
matière,  ou  sur  la  loi  des  forces  moléculaires.  Il  est  probable  que  ce 
rapport  est  un  nombre  incommensurable,  voisin  de  2  ;  en  tous  cas 
c'est  un  point  qui  reste  à  examiner,  et  que  Ricmann  ne  discute  pas. 
En  laissant  ce  rapport  indéterminé,  Ricmann  se  borne  à  traiter  les 
problèmes  très-simples  de  la  traction  et  de  la  torsion  d'un  cylindre, 
et  les  vibrations  d'une  membrane  tendue,  rectangulaire  ou  circulaire. 
Ici  encore  il  a  peut-être  un  peu  trop  limité  son  programme,  en  se 
préoccupant  exclusivement  des  corps  dont  l'élasticité  est  la  même 
dans  toutes  les  directions.  Il  ne  donne  pas  même  l'équation  de  l'el- 
lipsoïde de  Fresnel.  Or  l'état  cristallin  est  réellement  l'état  normal 
des  corps  solides;  rellipsoïdc  inverse  des  racines  carrées  des  forces 
élastiques  joue,  dans  la  mécanique  intérieure  des  corps,  un  rôle  au 
moins  aussi  important  que  l'ellipsoïde  des  moments  d'inertie  dans  ce 
que  l'on  peut  appeler  par  opposition  la  mécanique  extérieure^  et 
quoique  l'Optique,  dans  son  ensemble,  ne  puisse  pas  encore  prendre 
rang  parmi  les  branches  de  la  Physique  mathématique,  il  nous  est 
difficile  de  comprendre  que,  dans  un  cours  de  Physique  mathéma- 

i5. 
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tique,  la  théorie  de  la  double  réfraction  doive  être  entièrement  pas- 
sée sous  silence. 

Enfin,  la  sixième  et  dernière  Partie  est  consacrée  au  mouvement 
des  fluides.  L'auteur  établit  les  éqiutions  générales  de  l'Hydrodyna- 
mique ]  il  en  déduit  les  lois  de  la  propagation  des  vibrations  dans  on 
milieu  compressible,  c'est-à-dire  les  lois  de  la  propagation  des  ondes 
sonores  ;  il  termine  par  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide,  et 
particulièrement  d'une  sphère,  dans  un  fluide  incompressible  et  indé- 
fini, problème  résolu  pour  la  première  fois  par  Dirichlet. 

On  voit  par  cette  courte  analyse  que  l'ouvrage  publié  par  M.  Hat- 
tendorû*  peut  être  considéré  comme  un  traité  élémentaire  de  Physique 
mathématique.  Rédigé  avec  clarté  et  précision,  il  sera  extrêmement 
utile  aux  jeunes  géomètres,  en  les  introduisant  de  plain-pied  dans 
un  domaine  d'im  accès  difficile,  et,  pour  cette  unique  raison,  trop  pen 
fréquenté.  Malheureusement  l'auteur  ne  conduit  pas  ses  lecteurs 
assez  loin^  il  les  abandonne  avant  de  leur  avoir  ouvert  toutes  les 
routes  et  donné  toutes  les  clefs.  Riemann,  s'il  eût  vécu,  atu*ait  sans 
doute  complété  son  Cours  ;  mais  ce  Cours,  tel  que  nous  l'avons  sous 
les  yeux,  nous  laisse  regretter  l'absence  de  plusieurs  notions  essen- 
tielles, qui  ont  acquis  droit  de  cité  dans  la  science  depuis  Tépoquede 
Poisson,  et  qui,  jointes  aux  données  récentes  de  la  Physique  expéri- 
mentale, doivent  servir  de  point  de  départ  pour  toutes  les  recherches 
ultérieiures.  Ch.  S. 


MEYER  (G. -F.). — Vorlesun gen  îjber  die  Tueoeie  der  bestixhtes 
Intégrale  zwischen  reellem  Grenzen,  mit  vorzûglicher  Bcruck- 
sichtigung  der  von  P.-G.  Lejeume-Dirichlet  im  Sommer  i858 
gchaltenen  Vortrâge  ûbcr  bestimmte  Intégrale.  —  Leipzig,  B.-G. 
Teubncr,  1871  ^  in-8«,  xviii-6a8  p.  —  Prix  :  4  Thlr  (*). 

Le  titre  que  nous  venons  de  transcrire  indique  d'une  manière  pré- 
cise le  but  et  le  plan  de  M.  Mcyer.  C'est  un  traité  des  intégrales 
définies  prises  entre  des  limites  réelles,  traité  dans  lequel  l'auteur  a 
mis  en  œuvre  tous  les  matériaux  que  pouvaient  lui  fournir  non- 


(*  )  Mktui,  Leçons  sur  la  théorie  des  intigraUs  dèfiMes  prises  entre  des  limites  réelles^ 
d'aprh  tes  Ufons  professées  par  P.-G.  htitnnt'DlriMtii  pendant  Vété  de  i858. 
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seulement  les  leçons,  mais  encore  les  Mémoires  de  l'illustre  succes- 
seur de  Gauss  dans  la  chaire  de  l'Université  de  Gôttingue. 

On  voit  que  Ton  n'est  pas  en  présence  d'une  œuvre  originale  de 
Dirichlet,  ni  même  d'une  reproduction  pure  et  simple  de  ses  leçons 
i  l'Université;  M.  Meyer,  en  disciple  fidèle,  a  utilisé  toutes  les  pro- 
ductions du  maître  se  rapportant  à  son  sujet;  il  y  a  même  ajouté  des 
développements  qui  lui  appartiennent  et  qui  sont  brièvement  signa- 
lés dans  la  préface  du  livre. 

Une  analyse  rapide  des  matières  traitées  par  l'auteur  indiquera 
d'une  manière  précise  ce  que  le  lecteur  trouvera  dans  le  livre  si 
étendu  et  si  consciencieusement  travaillé  de  M.  Meyer. 

L'Ouvrage  se  divise  en  deux  Livres  : 

Le  premier  traite  des  intégrales  définies  simples. 

La  première  section  est  consacrée  aux  principes.  Quelques-unes 
des  questions  examinées  dans  cette  partie  et,  en  particulier,  la  défini- 
tion par  l'analyse  pure  d'une  intégrale  définie,  ne  nous  ont  pas  paru 
traitées  avec  les  développements  qu'exige  un  livre  destiné  à  des 
élèves.  Signalons  une  formule  remarquable,  identique  à  celle  de 
M.  Boui^et  (^),  qui  donne  toutes  les  formes  connues  du  reste  de  la 
série  de  Taylor. 

La  deuxième  section  du  premier  Livre  est  consacrée  à  des  inté- 
grales définies  particulières.  On  y  remarque  surtout  une  étude  très- 
complète  des  intégrales  eulériennes.  L'auteur  étudie  d'abord  les 
fonctions  B(a,  6),  qu'il  représente  par  un  produit  infini;  mais 
il  laisse  de  côté  les  développements  en  produits  infinis  des  in- 
tégrales eulériennes  pour  s'attacher  plus  spécialement  aux  dé- 
monstrations tirées  du  calcul  intégral.  Un  paragraphe  curieux  est 

I )    est 

égale  à  e""',  m  et  ;r  augmentant  tous  les  deux.  Par  ime  méthode  très- 
ingénieuse,  il  est  établi  que  toutes  les  fois  que  x  croit  moins  rapide- 
ment que  ^,  on  a 


(-^r= 


•'(i-+-e), 


c  tendant  vers  o  quand  m  augmente  indéfiniment.  Ce  résultat  et 


(«)  Voir  BuVetin,  t.  II,  p.  81. 
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quelques  autres  qui  s'y  rattachent  est  appliqué  i  la  détermination  de 
l'intégrale 

Xv.(.-i)-*. 

lorsque  m  augmente  de  manière  k  dépasser  toute  limite. 

Indiquons  encore  la  démonstration  donnée  par  Dirichlet  (  *)  de  la 
formule  de  Gauss 

r(a)r(aH-^y..r(a4-î^^)==r(iki).n"~"^î(a7r)^- 

Un  chapitre  spécial  est  consacré  au  développement  de  logr(a}  en 
série  et  se  termine  par  la  démonstration  de  la  formule  de  Raabc 


X 


Zr( «  -f-  A-  -+-  i)rfx  =  -  logair  H-  (Ar  4- 1)  log( Ar  -h  i )  —  ( Ar  -4- 1). 

o  ^ 


Un  chapitre  étendu  est  aussi  consacré  au  développement  des  fonc- 
tions en  séries  trigonométriques  et  a  la  méthode  si  rigoureuse  que 
Dirichlet  a  développée  pour  la  première  fois  dans  le  Journal  de  CreUe. 
Ces  études  générales  et  étendues  peuvent  être  plus  facilement  signa- 
lées qu'une  foule  de  formules  élégantes  dues  à  Gauss,  Cauchy,  Euler, 
Laplace;  à  MM.  Kummer,  Liouville,  Scrrct,  etc.,  etc.  L'auteur  ne 
pouvait  d'ailleurs  oublier  les  belles  méthodes  de  Dirichlet  pour 
l'évaluation  des  sonmies  de  Gauss, 


>      cos >      >      sm ; 


et  l'application  de  ces  formules  i  la  démonstration  de  la  loi  de  réci- 
procité dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques. 

Enfin,  la  section  consacrée  aux  intégrales  simples  se  termine  par 
l'étude  du  développement  des  fonctions  de  deux  angles  au  moyen  des 
fonctions  Y„  de  Laplace,  que  quelques  auteurs  français  appellent,  k 
l'exemple  des  Allemands,  les  fanctiom  ipKériquei, 

Le  second  Livre  est  consacré  aux  intégrales  multiples.  Signalons 

(•)  Jommtl  de  CrêUe,  t.  t5. 
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le  calcul  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  parla  méthode  de  M.  Catalan, 
Tattraction  des  ellipsoïdes,  les  théorèmes  de  Maclaurin  et  d'Ivory 
'  et  difTérentes  formules  dues  à  Cauchy,  à  MM.  Winckler,  Schlômilch, 
Liouville,  Catalan,  pour  la  réduction  des  intégrales  multiples  et  leur 
transformation  en  intégrales  simples. 

En  résumé,  TOuvrage  de  M.  Meyer  nous  parait  contenir  un  recueil 
précieux  de  formules  bien  enchaînées  et  relatives  aux  intégrales  défi- 
nies. Nous  regrettons  seulement  que  le  cadre  adopté  par  Tauteur  ne 
lui  ait  pas  permis  d'employer  la  théorie  des  variables  complexes  due 
à  Cauchy,  et  qui  permet  de  rattacher  à  un  principe  uniforme  la  dé- 
termination de  presque  toutes  les  intégrales  définies  connues. 

G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODigOES. 


ASTRONOMISCHE  NACHRICHTEN  (*). 
T.  LXVn  (fin); n^«  1838-1848. 

MôLLER  (A.).  —  Observations  de  petites  planètes  et  de  la  comète 
de  Coggia  (II,  1870),  faites  à  Lund,  en  1870;  l'auteur  a  retrouvé 
la  planète  Diane. 

Luther  (R.)  et  Borgen  (C).  —  Observations  de  la  planète  @, 
faites  à  Bilk  et  à  Leipzig. 

Pàlisà  (J.).  —  Observations  des  comètes  (l,  1870)  et  (II,  1870}, 
faites  à  Vienne.. 

Grint  (R.).  —  Observations  de  petites  planètes  et  de  Neptune, 
faites  â  Glasgow. 

Gaspàris  (A.  de).  —  Eléments  approchés  de  Camille,  planète 
perdue. 

(*)  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  87,  380»  363. 
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Màtwàld.  —  Ëphëméride  pour  l'opposition  de  ^  Laetitia, 
en  1871. 

MôLLCR  (A.).  —  Élëmenu  et  ëphëméride  de  @  Hëlcne.  —  Elé- 
ments ,  ëphëméride  et  observations  de  @  Amalthëe. 

TiETJEN  (F.)  et  Oppolzer.  —  Observations,  éléments  et  éphémé- 
ride  de  (^  Amalthëe. 

TiETJEif  (F.).  —  Observations  et  ëphëméride  de  («)  Hera. 

RuMKEE  (G.).  —  Observations  des  comètes  (H,  lU,  IV,  1870). 

WiNifECKE  (A.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  comète  5  éléments 
de  cette  comète. 

TiELB  (B.),  Bruhks  (C),  Vogel  (H.),  Peters  (C.-F.-W.), 
RiJMKER  (G.)  et  Oppolzer.  —  Observations,  éléments  et  éphéméride 
de  la  comète  (I,  187 1). 

Oppolzer.  —  Cet  astronome  a  retrouvé  la  planète  Hélène. 

Luther.  —  Communication  des  éléments  de  la  comète  de  Tuttle, 
trouvés  dans  les  papiers  de  Tischler,  et  calciil  de  réphéméride  de 
cette  comète  pour  187 1 . —  Nota.  Cette  comète  vient  d*être  retrouvée 
à  Marseille,  par  M.  Borrelly. 

Kaiser  (F.).  —  Observations  de  planètes,  d*étoiles  de  comparai* 
son,  d*occultations,  faites  à  Leyde. 

Stephan  (E.).  —  Lettre  annonçant  la  découverte  d'une  comète, 
par  M.  Borrelly.  (Cette  comète  est  la  même  que  celle  de  Winnecke.) 

Spôrer.  —  Observations  des  taches  du  Soleil. 

Palisa  (Z.)  et  Luther  (R.).  —  Observations  de  @  Amalthëe. 

Bruhns  (C.)   et  Tietjeh  (F.).  —   Observations   de   la   comète 

(1, 1871). 

Vogel    (H.)   —    Observations    spectroscopiqucs   de   la    comète 
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(I,  1871)5  deux  raies  brillantes,  d'éclats  très-différents,  ont  été  ob- 


servées. 


VoGEL  (H.).  —  Description  de  l'Observatoire  de  Bothkamp.  — 
Latitude  de  l'Observatoire  5  sa  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la 
mer.  —  Sa  différence  de  longitude  avec  celui  d'Altona.  —  Dimensions 
de  l'équatorial^  chambre  noire  5  appareils  photographiques  et  spec- 
troscopiques.  —  L'instrument  est  bien  réglé,  et  M.  Vogel  pense 
qu'on  pourrait  l'employer  à  des  déterminations  de  positions  absolues, 
sans  avoir  à  craindre  d'erreurs  supérieures  à  10  secondes.  La  puis- 
sance de  la  lunette  a  été  essayée  sur  de  faibles  nébuleuses  et  sur  des 
étoiles  doubles  très-voisines  5  elle  ne  laisse  rien  à  désirer. 

TiETJBW  (F.).  —  Éléments  de  @  Iphigénic. 

Secchi  (Le  P.  A.).  —  Découverte  d'une  nouvelle  combinaison 
spectroscopique  permettant  de  voir  en  même  temps  les  images  des 
taches  et  des  protubérances  solaires  avec  les  raies  spectrales.  Les  pro- 
tubérances se  dessinent  comme  des  lignes  brillantes  5  on  peut  mesurer 
avec  précision  leur  hauteur  et  leur  position  par  rapport  aux  taches 
et  aux  facules.  —  Le  P.  Secchi  a  examiné  le  spectre  de  la  comète  de 
Winnecke,  et  a  trouvé  qu'il  consiste  en  une  bande  de  coideur  verte  \ 
il  est  du  reste  de  même  nature  que  celui  des  comètes  déjà  étudiées. 

Birmingham  (J.).  —  Observations  des  bandes  de  Jupiter^  leurs 
changements  d'aspect.  Observations  d'étoiles  variables. 

HoRifSTEiN  (C).  —  Calcul  de  l'orbite  de  la  comète  de  Hind, 
de  i847)  pi*ésenté  comme  exemple  de  l'extension  que  l'auteur  a 
faite  de  la  méthode  d'Olbers  au  cas  d'une  orbite  elliptique  très- 
allongée. 

Bruhhs  (C).  —  Observations  de  petites  planètes,  et  des  comètes 
de  Coggia  (II,  1870),  de  d'Arrest  et  de  Winnecke  (1870). 

Geelmuyden  (H.).  —  Observations  de  la  comète  de  Coggia,  faites 
à  Christiania. 

Oppolzer.  —  Sur  la  comète  de  Winnecke  (III,  1819).  —  M.  Op- 
polzer  a  voulu  voir  si  les  observations  de  cette  comète,  comme  celles 
de  la  comète  d'Encke,  conduiraient  à  l'existence  d'un  milieu  résistant. 
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A  cet  effet,  il  est  parti  des  éléments  de  la  comète  conclus  des  ob- 
servations de  1819,  i858  et  1869^  et  il  a  cherché  les  perturbations 
de  ces  éléments,  causées  par  Jupiter  et  Saturne,  en  neigeant  tou- 
tefois le  carré  des  forces  pertubatrices,  ce  qui  lui  a  permis  de  grandes 
simplifications  dans  le  calcul.  Il  a  trouvé  que  le  moyen  mouvement 
déduit  des  observations  de  i858  à  1869  ^^^  (comme  cela  doit  être 
dans  rhypothèse  d'un  milieu  résistant)  plus  fort  que  celui  déduit 
des  observations  de  18 19  à  i858,  mais  d'une  si  petite  quantité  que  la 
différence  peut  être  attribuée  à  Teffet  des  termes  négligés,  de  telle 
sorte  qu'on  ne  peut  pas  formuler  de  conclusion  rigoureuse. 

Durer  (PI.)  —  Observations  du  compagnon  de  Sirius,  et  compa- 
raison avec  l'éphéméride  d'Âuwers. 

Hall  (A.).  —  Observations  et  éléments  de  la  comète  (I,  1871}. 

Màthiessen  (L.).  —  Observations  et  orbite  du  bolide  du  27  sep- 
tembre 1870. — Ce  magnifique  bolide,  dont  le  diamètre  apparent  était 
les  deux  tiers  environ  de  celui  de  la  Lune,  a  pu  être  observé  avec 
soin  en  plus  de  quarante  stations.  Ce  riche  matériel  d'observations  a 
permis  à  M.  Màthiessen  de  se  livrer  k  une  discussion  approfondie  do 
phénomène;  l'extrémité  de  la  trajectoirt»  visible,  ou  le  point  où  a  ca 
lieu  Texplosion  était  à  une  hauteur  d'environ  deux  milles  gé<^a- 
phiques;  pendant  une  partie  de  sa  course,  le  bolide  a  suivi  à  p*u  près 
une  ligne  droite  ;  ce  n*est  qu'en  pénétrant  dans  les  couches  plus  den54*s 
de  l'atmosphère  que  la  courbure  de  la  trajectoire  s'est  accentuée 
de  plus  en  plus;  la  vitesse  moyenne  du  météore  était  de  neuf  milles 
par  seconde;  son  diamètre  réel,  de  laoo  pieds.  Le  mouvement  géo- 
centrique  est  représenté  par  une  hyperbole,  et  le  mouvement  hélio- 
centriquc  aussi  ;  l'auteur  en  conclut  que  ce  corps  est  étranger  à  notre 
système  solaire,  et  qu'il  a  dû  venir  d'une  des  constellations  du  ciel 
austral. 

Oppolzer.  —  Éléments  et  éphémérîde  de  (j^  Amalthée. 

KowALczYK.  —  Kléments  corrigés  de  (S)  Hespérie,  déduits  d'ob- 
servations faites  pendant  huit  oppositions.  —  Obser\ations  de  petites 
planètes,  faites  à  Varsovie. 

MôLLER  (A.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  i  Lund. 
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Zehker  (W.).  —  Observations  des  protubérances  solaires,  dans 
une  lumière  monochromatique.  —  L'appareil  de  M.  Zenker  est  un 
spectroscope  ordinaire  auquel  on  a  ajoute  une  deuxième  fente, 
placée  entre  l'objectif  et  le  plan  focal;  la  largeur  de  cette  fente 
varie  à  la  volonté  de  Tobservatcur.  Avec  un  tel  spectroscope,  on  peut 
voir  dans  son  ensemble  l'image  d'une  protubérance,  ce  qui  ne  pou- 
vait se  faire  facilement  dans  la  méthode  de  ZôUner;  enfin,  on  peut 
adapter  l'instrument  à  des  télescopes  de  grande  distance  focale,  sans 
avoir  recours  aux  forts  oculaires  de  ZôUner. 

Plumher  (J.).  —  Observations  de  petites  planètes,  faites  à 
Durham. 

ScHULHOF  (L.).  —  Éphémérides  hypothétiques  pour  l'opposition 
de  @)  Maïa,  en  1871.  —  En  vue  de  retrouver  cette  planète,  aujouif- 
d'hui  perdue,  M.  Schulhof  donne  cinq  systèmes  d'éléments  différents 
les  uns  des  autres,  et  représentant  néanmoins  assez  bien  les  obser- 
vations connues  de  la  planète,  et  il  construit  les  éphémérides  cor- 
respondantes. 

Tempel.  —  Découverte  d'une  nouvelle  comète  à  l'Observatoire  de 
Milan. 

WmiiECKE  (A.),  Bruhns  (C),  Weiss  (E.),  Schulhof  (L.)  et 
RÛMRER  (G.).  —  Observations,  éléments  et  éphéméride  delà  comète 
(H,  1871). 

Sàhdberg  (  A.-J.).  —  Éphéméride  pour  l'opposition  de  @  Ondine, 
en  1871.  T.  F. 


MATHEMATISCHE  ANNALEN,  publiées  par  MM.  Clebsch  (A.) 
elJSEVMkJxv  (C.)  (*). 

Reiss  (M.).  —  Études  de  géométrie  analytique.  (4a  p*) 
L'auteur,  enlevé  malheureusement  depuis  à  la  science,  étudie  par 
la  géométrie  analytique  les  relations  entre  des  points  situés  sur  des 

(•)  Voir  BttUeiin,  t.  Il,  p.  178. 


!i36  BULLETIN  DES  SCIENCES 

courbes  ou  dans  le  plan.  C'est  ainsi  que  sont  développées  les  rela- 
tions entre  six  points  sur  une  conique,  dix  points  d'une  courbe  du 
troisième  ordre,  etc.,  et  ces  relations  sont  mises  sous  une  forme  qui 
les  rend  indépendantes  du  choix  des  axes. 

Thomae  (J.).  —  Sur  ks  séries  hypergéoméiriquei  supérieures,  et  en 
particulier  sur  la  série 

a^OiO^      ^  fli(a«-4-i)fl,(fl, -f-i)flt(flfH)  ^  , 

(18  p.) 

L'auteur  part  de  l'équation  linéaire 

<'-*)(rflog*x)*-+-^-^'-"''^rfJogxV' 
+  (A.- B,x)  ^-^^^,4-. . .  +  [(- i)*A»-B*x]r  =  o. 

Si  l'on  pose  (*) 


/«,  a',  a",...,«(»-)    \ 


n  = 


Y  (  — i)*"j*n(i  — a)...n(c  — a(*-*))n(  — i  — p)...n(— i  — p(*"')) 

R  =  O 

l'équation  différentielle  est  satisfaite  par  aft  de  ces  fonctions  t\  con- 
venablement choisies.  Ces  2 h  séries  sont  appelées  par  M.  Thomae 
séries  hypergéométriques  d^ordre  h.  L'auteur  étudie,  en  particulier, 
celles  du  troisième  ordre,  au  sujet  desquelles  il  donne  le  théorème 
suivant  : 

Toutes  les  séries  hypergéométriques  du  troisième  ordre  dont  les  expo^ 
sants  différent  de  nombres  entiers  s'expriment  en  fonction  linéaire  et 
homogène  de  trois  quelconques  d^entre  elles,  les  coefficients  de  la  relation 
linéaire  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Clebsch  (â.).  —  De  la  représentation  sur  le  plan  des  surfaces  réglées 
du  quatrième  ordre,  qui  possèdent  une  courbe  double  du  troisième 
degré.  (22  p.) 


(■)Oàn  6ti  le  ligne  enployé  par  GftVM  pour  latlaléfrtlitMMriaB 
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L'auteur  détermine  d'abord  les  expressions  des  coordonnées,  soit 
d'un  point,  soit  d'un  plan  tangent  de  la  surface  en  fonction  de  deux 
paramètres.  Par  exemple,  les  coordonnées  homogènes  Xi  d'un  point 
de  la  surface  sont  données  par  les  formules 

pxi  =  ai'h'kbi'h  X' Ci  +  fx (a*- -I-  Xp, -h  X* y, ). 

Ces  formtiles  se  déduisent  immédiatement  de  la  définition  que 
M.  Cremona  a  adoptée  pour  ces  surfaces  dans  les  Mémoires  de  rAca- 
demie  de  Bologne  (t.  VIU).  Les  formules  qui  déterminent  le  plan 
tangent  sont  de  la  même  forme  que  les  précédentes,  ce  qui  doit 
paraître  évident  d'après  les  deux  théorèmes  suivants  que  démontre 
M.  Clebsch  : 

La  surface  est  formée  par  celles  des  cordes  d'une  cubique  gauche 
donnée  qui  appartiennent  à  un  complexe  linéaire.  La  cubique  gauche 
est  la  courbe  double  de  la  surface. 

La  surface  est  le  lieu  des  intersections  des  plans  oscillateurs  d'une 
cubique  gauche  qui  appartiennent  à  un  complexe  linéaire . 

La  surface  développable  formée  par  les  plans  oscillateurs  est  la 
développable  des  plans  tangents  doubles  de  la  surface. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'étude  détaillée  et  complète  des  divers 
éléments  géométriques  se  rapportant  à  la  surface. 

Brioschi  (F.).  —  Des  substitutions  de  la  forme 


e{ 


r)^e  ^r"^^-^  ar  »   / 


pour  un  nombre  n  premier  de  lettres.  (4  p-  \  fr.) 
L'auteur  établit  le  théorème  suivant  : 

Les  substitutions  de  la  forme  précédente  ne  peuvent  être  des  substitua 
tions  conjuguées  que  dans  les  deux  cas  de  n  =  7,  n  =  11 . 

Pour  f>  =  7,  on  aura  un  système  de  4 •6. 7  substitutions  conju- 
guées, et  les  fonctions  invariables  par  ce  système  ne  pourront  avoir 
que  3o  valeurs. 

Pour  n  =  II ,  il  y  a  un  système  de  6.  lo.  1 1  substitutions  conju- 
guées, et  une  fonction  de  1 1  lettres  invariable  par  ce  système  ne 
pourra  avoir  que  60 480  valeurs. 

Bhill  (A.).  —  Deuxième  Note  relative  atAX  modules  d'une  classe 
d'équaiioni  algébriques.  (4  p.) 
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Cette  Note  contient  une  démonstration  nouvelle  des  résultais  éta- 
blis par  MM.  Cremona  et  Casorati  dans  une  Note  intitulée  :  Otter- 
vaxioni  intamo  al  numéro  dei  moduli  dette  equasioni,  etc.,  et  com- 
muniquée à  rinstitut  de  Milan.  Dans  leur  livre  sur  les  fonctions 
abéliennes,  MM.  Clebsch  et  Gordan  avaient  adopté,  pour  les  courbes 
de  même  genre,  des  formes  normales  différentes  de  celles  qui  avaient 
été  choisies  par  Riemann.  M.  Cremona  a  donné  les  formules  de 
transformation  de  ces  formes  normales  pour  les  cas  de  p  =  4)  ^)  ^* 
M.  Brill  établit  les  mêmes  résultats  par  une  voie  purement  ana- 
lytique. 

Reye  (Th.).  —  Les  surfaces  algébriques,  leurs  courbes  d^imiersee- 
lion  et  leur  génération  par  des  faisceaux  projectifs.  (29  p.) 
Désignons  par 

F"  une  surface  d'ordre  n  ; 

O*'^  l'intersection  de  deux  surfaces  P*,  F^  ; 

[n,  p,  g]  les  points  communs  à  F",  F^,  F*  ^ 

N  (n)  le  nombre  de  points  déterminant  une  F"  \ 

nombre  des  points  d'une  F''  déterminant  une  coiu4>e 

G"'''  sur  F''  5 

N  I )  le  nombre  des  points  d'une  C»^  par  lequel  un  groupe 

(n,  p^  q)  de  points  d'intersection  de  la  C**»^  avec  une  F"  est 
déterminé. 

Dans  la  première  Partie  se  trouvent  déterminés  les  nombres  précé- 
dents, et  démontrés  quelques  théorèmes  qui  s'y  rattachent. 

Dans  la  seconde  Partie,  l'auteur  étudie  les  dilférents  modes  de 
génération  des  surfaces  et  des  courbes  par  des  faisceaux  ou  de«  ré- 
seaux projectifs,  et  fait  l'application  des  résultats  obtenus  à  U 
théorie  des  polaires,  des  courbes  et  des  surfaces  algébriques. 

Neumann  (C).  —  Sur  la  théorie  du  potentiel,  (i  p.) 

HoppE  (R.).  —  Représentation  conforme  d'une  surface  du  second 
degré  sur  le  plan.  (10  p.) 

Il  s'agit,  dans  ce  Mémoire,  du  problème  principal  de  la  théorie 
des  cartes  géographiques.  On  sait  que  la  théorie  des  surfaces  homo- 


«  (?)  " 
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focales  permet  de  représenter  Tellipsoïde  sur  un  plan  avec  similitude 
des  éléments  infiniment  petits,  et  d'ailleurs,  quand  on  a  une  solution 
du  problème,  on  obtient  sans  peine  toutes  les  autres.  L'auteur  étudie 
les  détails  de  la  solution  connue  depuis  longtemps. 

Hààsb  (  J.-C.-F.). —  Sur  la  théorie  des  courbes  planes  du  n****'  ordre 

avec points  doubles  ordinaires  ou  de  rebroussemeni. 

L'auteur  donne  des  propositions  analogues  à  celles  de  M.  Chasles 
sur  la  génération  de  ces  courbes,  qui  ont  été  étudiées  analytiquement 
par  plusieurs  autres  géomètres,  et  en  particulier  par  M.  Clebsch 
{Journal  de  Borchardt,  t.  LXIV). 

RosANEs  (J.).  —  Sur  les  triangles  placés  en  perspective.  (4  p.) 
ce  Si  deux  triangles  ABC,  abc  sont  en  perspective  de  deux  manières 
dllTérentes,  l'une  d'elles  se  déduisant  de  l'autre  par  une  simple 
permutation  des  lettres  A,  B,  C,  ils  sont  encore  en  perspective  d'une 
troisième  manière  qui  correspond  à  la  troisième  permutation  circu- 
laire des  lettres  A,  B,  C.  » 

ScHROETER  (H.).  —  Sur  Ics  trianglcs  en  perspective.  (10  p.) 
Cet  article  se  rapporte  à  la  même  question  que  le  précédeAt. 

HiERHOLZER  (C).  —  Sur  Us  coniques  dans  l'espace,  (24  p.) 

La  détermination  des  coniques  dans  l'espace  exige,  comme  on 
sait,  8  conditions.  M.  Chasles,  dans  une  Communication  extrê- 
mement importante  (G.  jR.,  i865,  p.  389),  a  donné  les  nombres  de 
coniques  satisfaisant  à  8  conditions  élémentaires.  Malheureuse- 
ment M.  Chasles  n'a  pas  encore  communiqué  les  démonstrations  des 
nombreux  théorèmes  que  lui  doit  cette  théorie.  M.  Lûroth  a  établi 
par  une  voie  géométrique  (/ouma/ de  BorcAard^^  t.LXVII)  le  nombre 
des  coniques  touchant  8  droites.  Dans  le  Mémoire  dont  nous  ren- 
dons compte,  M.  Hierholzer  emploie  les  méthodes  analytiques. 

Il  commence  par  étudier  les  cônes  tangents  à  six  droites  et  établit 
que  leurs  sommets  forment  une  surface  du  8"  ordre  ayant  les  6  droites 
pour  droites  doubles,  et  contenant,  en  outre,  les  3o  droites  qui  ren- 
contrent 4  des  précédentes. 

Si  l'on  ajoute  la  condition  de  contact  avec  une  nouvelle  droite,  les 
sommets  des  cônes  décrivent  une  courbe  du  34"  ordre.  Elnfin,  il  y  a 
92  cônes  touchant  8  droites. 
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Comme  cas  particulier,  on  obtient  le  théorème  suivant,  déjà 
énoncé  par  MM.  Lûroth  et  Nothcr.  11  y  a  un  seul  cône  touchant 
8  droites,  dont  Tune  est  rencontrée  par  les  7  autres. 

L'auteur  indique,  en  outre,  un  grand  nombre  d'autres  théorèmes, 
qui,  dans  des  cas  particuliers,  confirment  plusieurs  propositions  déjà 
connues. 

Enneper  (A.).  —  Recherches  sur  quelques  points  de  la  ihéarie  géné- 
rale des  surfaces.  (87  p.) 

L'auteur  développe  un  grand  nombre  de  relations  différentielles 
intéressantes,  relatives  aux  systèmes  de  coordonnées  curvilignes 
tracées  sur  les  surfaces.  II  en  fait  l'application  à  quelques  questions 
déjà  traitées  par  d'autres  géomètres  (*). 

LoMMEL  (E.).  —  Intégration  de  l'équation 


par  les  fonctions  de  BesseL  (12  p.) 

Meissel.  —  De  la  détermination  du  nombre  de  nombres  prewÊien 

compris  entre  deux  limites  données.  (5p.) 

L'auteur  arrive  à  cette  conclusion,  que  les  Tables  de  Burckhardt 
sont  correctes  pour  le  premier  million  au  moins.  Il  promet  de  con- 
tinuer ses  utiles  recherches. 

VoN  DER  MtHLL  (K.).  —  Sur  U  prohlèmc  de  températurs  station- 
naires.  (6  p.) 

Il  est  admis  généralement,  dans  la  théorie  du  mouvement  de  la 
chaleur,  qu'après  un  temps  suffisamment  long  Tétat  de  températon? 
d'un  corps  s'approche  d'un  état  limite  qui  est  indépendant  des  tem- 
pératures initiales. 

M.  Von  der  Mùhll  démontre,  en  toute  rigueur,  cette  importante 
proposition.  G.  D. 

(')  f'oir   en  particulier,  dans   le  Journal  de  l* École  Polytechnique ,    le   Mémoire  àf 
M.  O.  BoMXET,  sur  la  théorie  des  surfaces  applicables. 
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COMPTEES  lUËNDUS  hebdomadaires  des   séaivces  de  l'Académie 

DES    SciEUCES. 

Tome  LXXn. 

N»  15.  Siance  di  10  ami  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  systèmes,  relatives,  toutes,  à  certaines 
séries  de  normales  en  rapport  avec  d^ autres  lignes  de  divers  points. 

M.  Chasles  énonce  d'abord  20  théorèmes  divers,  c'est-à-dire  qui 
ne  présentent  pas  un  caractère  commun;  puis  27  théorèmes  dans  les- 
quels une  série  de  droites  rencontrent  une  droite  fixe  en  des  points 
d*où  partent  d'autres  droites;  enfin  i3  théorèmes  dans  lesquels  se 
trouvent  des  conditions  de  parallélisme  ou  de  perpendicularité  de 
certaines  séries  de  droites. 

(c  Toutes  les  propositions  dont  je  donne  ici  les  énoncés,  dit 
]M.  Chasles,  ont  été  démontrées  d'une  manière  générale  par  le  Prin^ 
cipe  de  correspondance^  bien  qu'un  certain  nombre  se  puissent  oon- 
clure  de  quelques  cas  particuliers,  notamment  quand  il  se  trouve 
certains  points  ou  droites  fixes  dans  les  conditions  de  la  question.  » 

BoussiNESQ  (J.).  —  Étude  nouvelle  sur  Véquilibre  et  le  mouvement 
des  corps  solides  élastiques  dont  certaines  dimensions  sont  très-petites 
par  rapport  d  d^ autres.  Second  Mémoire  :  Des  plaques  planes. 

Suite  du  Mémoire  présenté  dans  la  séance  précédente. 

N^'  16.  Séuce  di  17  anil  1871. 

BoussuiESQ  (J.).  —  Méthode  nouvelle  sur  la  résolution  d'une  classe 
importante  et  très-nombreuse  d^ équations  transcendantes. 

Cette  troisième  Partie  du  travail  de  Fauteur  a  pour  objet  la  résolu- 
tion par  approximations  successives  d'équations  dont  les  premiers 
membres  sont  définis  par  des  équations  dilTérentiellcs  de  forme  dé- 
terminée ;  c'est  là  un  genre  de  questions  qui  se  présente  fréquem- 
ment en  Physique  mathématique. 

NO  17.  Séaece  di  24  anil  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  systèmes  de  coniques,  dans  lesquels  se 
trouvent  des  conditions  de  perpendicularité  entre  diverses  séries  de 
droites. 

liuU,  des  Sciences  mathém,  et  tutron,,  t.  II.  (Août  1S71.)  16 
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Chaque  série  de  droites  donne  lieu  généralement  à  trois  ques- 
tions :  la  recherche  de  la  courbe  enveloppe  de  ces  droites,  celle  de  la 
courbe  sur  laquelle  se  trouve  leurs  pieds  de  perpendicularité,  et  celle 
de  la  courbe  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  droites  et  des  co* 
niques  auxquelles  elles  appartiennent. 

M.  Chasles  présente  les  énoncés  de  44  nouvelles  propositions, 
chaque  proposition  renfermant  un  théorème  relatif  à  chacune  des 
questions  qui  viennent  d*ètre  indiquées. 

Delàun AY .  —  Calcul  de  quelques  nouveaux  temus  de  la  eérie  qui 
exprime  le  coefficienl  de  l 'éqiMtian  séculaire  de  la  Lune, 

M.  Delaunay  communiqua  à  l'Académie,  en  iSog,  le  résultat  au- 
quel il  était  parvenu  dans  le  calcul  du  coefficient  de  l'équation  sécu- 
laire de  la  Lune  ^  il  trouva,  en  prenant  le  siècle  pour  unité  de  temps, 
que  le  coefficient  du  carré  du  temps  dans  l'expression  de  la  longitude 
moyenne  de  la  Lune  avait  pour  valeur  +6^,  ii.  {Comptes  rendus, 
t.  XLVffl,  p.  823.) 

Depuis  cette  époque,  M.  Delaimay  a  repris  le  calcul  de  l'équation 
séculaire  de  la  Lune,  en  ajoutant  aux  termes  déjà  calculés  de  nou- 
veaux termes  des  neuvième  et  dixième  ordres*,  il  donne  alors  la  va- 
leur complète  du  coefficient  en  question,  et  trouve,  en  réduisant  en 
nombres,  la  nouvelle  valeur  +  6^,  1 76  \  c'est  une  augmentation  de 
0^,066  pour  la  valeur  de  ce  coefficient  obtenue  en  iSJp. 

N»  18.  Séace  it  1«^  lai  1871. 

Chasles.  —  Théorèmes  divers  concernant  les  systèmes  de  coniques 
représentés  par  deux  caractéristiques. 

M.  Chasles  donne  les  énoncés  de  100  nouveaux  théorèmes  concer- 
nant :  I**  les  tangentes  aux  points  d'une  droite  D,  ou  menées  par  on 
point  S)  a^  les  tangentes  et  diamètres;  3°  les  diamètres;  4°  les  dia- 
mètres conjugués;  5**  les  asymptotes;  6^  les  deux  tangentes  menées 
d*un  même  point  à  chaque  conique  ;  7°  les  deux  points  de  chaque 
conique  sur  une  droite;  8®  les  coniques  coupées  par  deux  droites. 

^<>  19.  Sétice  di  8  ui  1871. 

Bouar.F.T  (  J.\  —  Influence  de  la  résistance  de  rair  dans  le  moure^ 
ment  vibratoire  du  corps  sonores. 
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Dans  un  Mémoire  approuvé  par  l'Académie  (Comptes  rendus, 
t.  LX,  i865},  M.  Bourget  avait  donné  la  théorie  complète  du  mou- 
vement vibratoire  des  plaques  circulaires  -,  soumettant  ses  résultats 
à  Texpérience,  il  avait  constaté  que  les  sons  observés  sont  notable- 
ment différents  des  sons  calculés  ^  et  l'écart,  qui  peut  aller  à  plusieurs 
tons,  ne  peut  pas  être  attribué  à  des  erreurs  d'observation.  En  cher- 
chant la  cause  de  ces  perturbations,  M.  Bourget  a  été  conduit  à  la 
placer  dans  la  résistance  de  Pair  comme  force  perturbatrice,  et  sup- 
posant provisoirement  cette  résistance,  dont  la  loi  est  inconnue,  pro- 
portionnelle à  la  vitesse,  il  arriye,  par  une  analyse  fort  simple,  à  des 
lois  remarquables,  qui  peuvent  se  formuler  ainsi  : 

Considérons  comme  mouvement  normal  celui  qui  aurait  lieu  dans  le 
vide.  Si  une  membrane  vibre  dans  un  milieu  résistant,  les  carrés  des 
nombres  de  vibrations  sont  diminués  d'une  quantité  constante  pour  cha- 
cun des  sons  successifs  qui  composent  la  série  des  harmoniques.  La  forme 
des  lignes  nodales,  au  contraire,  n'est  nullement  modifiée  par  la  résis-- 
tance  du  milieu. 

TEEXEflCHuri  (G.-Â.).  —  Formes  successives  d'une  tache  solaire 
observée  dans  les  premiers  jours  de  mai, 

N^"  aO.  Silice  di  IS  lai  1871. 

Chàsles.  —  Propriétés  des  courbes  d  ^ ordre  et  de  classe  quelconques 
démontrées  par  U  Principe  de  correspondance. 

ce  Je  me  propose,  dans  ma  Communication  de  ce  jour,  dit 
M.  Chasles,  de  montrer  que,  si  le  mode  de  raisonnement  qui  constitue 
le  Principe  de  correspondance  jouit  ainsi  d'un  privilège  précieux  dans 
la  théorie  générale  des  systèmes  de  courbes,  il  s'applique  aussi,  et  avec 
la  même  facilité,  dans  la  théorie  générale  des  courbes  géométriques, 
considérées  soit  isolément  avec  des  points  et  des  droites,  soit  associées 
entre  elles  :  questions  regardées  généralement  comme  étant  du  do- 
maine propre  de  l'Analyse.  » 

Cette  importante  Communication  de  M.  Chasles  renferme  les 
énoncés  de  plus  de  cent  propositions  nouvelles,  qui  se  trouvent  ré- 
partis dans  les  Chapitres  dont  les  titres  suivent  : 

Chapitre  I.  —  Propriétés  d'une  coniqus. 

Chapitre  II.  —  Propriétés  d'une  conique  en  rapport  avec  une  courbe 
géométrique  V^  ou  U". 

i6. 
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Chapitre  IU.  —  Fropriétéi  d'une  courbe  géométriqme,  txmeermÊmi  det 
systèmes  de  deux  points  ou  de  deux  droites  coi^ugués  par  rapport  à  mm 

conique. 

Chapitre  IV,  —  Propriétés  diverses  des  courbes  ^éowuiriques  ««x- 
quelles  donne  lieu  la  présence  d'une  conique. 

Chapitre  V.  —  Propriétés  des  courbes  géométriques. 

Bertrand  (J.).  —  Considérations  relatives  à  la  théorie  dm  toi  ia 
iseaux. 

MO  21.  Siace  it  29  lai  1871. 

ISO  22.  Saice  di  S  jiii  1871. 

Cazin  (A.).  —  Nouvelle  méthode  pour  mesurer  U  fnmgméOsme  en 
unités  mécaniques. 

NO  23.  Séaee  4i  12  jiii  1871. 

Serret  (J.-â.).  —  Mémoire  sur  le  principe  de  la  moindre  aciiom. 

«  La  première  idée  de  la  propriété  qui  constitue  le  principe  dit  if 
la  moindre  action^  est  due  à  Eulcr  ;  ce  grand  géomètre  démontra  efièc- 
tivement,  dès  iy44t  à  la  6n  de  son  Traité  des  isopérimétres,  qae,  dans 
les  trajectoires  décrites  par  des  forces  centrales,  Fintégrale  de  la  vi- 
tesse multipliée  par  l'élément  de  la  courbe  est  toujours  un  maximum 
ou  un  minimum.  Lagrange  montra  ensuite,  en  1760  (Œuvres  à 
Lagrange,  1. 1,  p.  365  ),  que  la  même  propriété  peut  être  étendue  au 
mouvement  d'un  système  quelconque  de  corps,  pourvu  que  Icjwtji- 
cipe  des  forces  vives  ait  lieu,  et  il  en  développa  l'application  à  la  solu- 
tion d'un  assez  grand  nombre  de  problèmes.  Aussi  l'illustre  auteor 
de  la  Mécanique  analytique  jugea-t-il  plus  tard  que  la  propriété  dont  il 
s*agit  méritait,  à  raison  de  son  importance,  de  faire  Tobjet  d*un  nou- 
veau principe  général  de  Dynamique,  qu'il  appela  de  la  moindre  cr- 
tion,  sans  se  dissimider  la  défectuosité  de  cette  dénomination  reuoa* 
velée  de  Maupertuis. 

»  Pour  faire  usage  du  principe  de  la  moindre  action  dans  la  suln- 
tion  des  problèmes  de  Mécanique,  il  suflit  d'égaler  k  zéro  la  rarûUM 
de  l'intégrale  dont  la  valeur  est  un  maximum  ou  un  minimum^  et  ic 
résultat  qu'où  obtient  ainsi  ne  diilere  pas,  au  fond,  de  la  formule 
générale  de  la  Dynamique. 
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»  Il  est  donc  peu  important,  h  ce  point  de  vue,  de  savoir  si  le 
maximum  ou  le  minimum  a  lieu  efleclivement  5  ce  qu'il  faut,  c'est,  je 
le  répète,  que  la  variation  de  l'intégrale  soit  nulle,  et  la  démonstra- 
tion que  Lagrange  a  donnée  de  son  principe  n'établit  pas  autre  chose. 

»  Mais  il  n'en  est  pas  moins  d'un  haut  intérêt  pour  l'analyse  .et 
pour  la  Mécanique  générale  qu'une  propriété  aussi  remarquable  du 
mouvement  soit  connue  exactement.  » 

C'est  en  ces  termes  que  M.  Serret  pose  la  question  qu'il  doit  abor- 
der; voici  l'énoncé  du  principe  dont  il  présente  une  démonstration 
complète  : 

Lorsque  le  principe  des  forces  vives  est  applicable  à  un  système  de  points 
matériels  libres  ou  liés  entre  eux  et  sollicités  par  des  forces  données,  le 
mouvement  du  système  est  toujours  tel,  que  la  somme  des  quantités  de 
mouvement  des  divers  corps  multipliés  par  les  éléments  des  trajectoires 
respectives  a,  entre  deux  positions  quelconques  du  système,  une  intégrale 
minimum.  Cest-à-4ire  que  rintégrak  dont  il  s* agit  est  moindre  dans  le 
mouvement  réel  que  dans  le  mouvement  nouveau  qui  aurait  lieu  si,  ren- 
dant  le  premier  mouvement  impossible  par  l*  introduction  des  liaisons  nou- 
velles, on  obligeait  le  corps  à  suivre,  sous  faction  des  mêmes  forces,  des 
trajectoires  infiniment  voisines  des  premières,  pour  passer  de  la  première 
position  à  la  deuxième,  tout  en  laissant  subsister  V équation  des  forces 
vives  et  en  conservant  la  valeur  de  la  constante  qui  exprime  la  différence 
entre  la  demi-somme  des  forces  vives  et  la  fonction  des  forces. 

M.  Serret  se  proposait  donc  de  déterminer  le  signe  de  la  variation 
seconde  de  l'intégrale  que  l'on  a  à  considérer  ;  c'était  là  une  question 
extrêmement  difficile.  Pour  calculer  cette  variation  seconde,  M.  Ser- 
ret fait  usage  des  formules  de  la  Dynamique  mises  sous  la  forme  gé- 
nérale que  Lagrange  leur  a  donnée,  et  arrive  ainsi  à  une  expression 
symétrique,  mais  qui,  malgré  le  choix  très-hcurcux  des  notations, 
présente  encore  une  très-grande  complication.  Arrivé  à  ce  point, 
M.  Serret  a  l'idée  ingénieuse  d'introduire  n{n  —  1)  fonctions  arbi- 
traires; si  l'on  assujettit  ces  fonctions  à  vérifier  autant  de  relations 
convenablement  choisies,  l'expression  d'abord  fort  compliquée  de  la 
variation  seconde  se  réduit  à  une  forme  très-simple,  qui  permet  d'en 
reconnaître  immédiatement  le  signe.  Ainsi,  en  restant  dans  la  ques- 
tion générale,  la  proposition  énoncée  se'  trouve  très-habilement  dé- 
montrée. Cette  analyse  fort  remarquable  de  M.  Serret  est  la  première 
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application  importante  qui  ait  été  faite  du  eateiU  de$  tarioêUms  à  la 
distinction  du  maximum  et  du  minimum. 

11  reste  à  examiner,  dans  cette  question  délicate,  des  détails  sur 
lesquels  M.  Serret  se  propose  de  revenir  plus  tard. 

'  RoiLLOT  (A.).  —  Plan  d'élude$  appliqué  à  la  connaiaance  ie$ 
aêlrei.  Troisième  partie  :  Constitution  phy$ique  du  Soleil. 
Voir  I«s  Comptes  rendus,  des  i"  et  i5  mai  1871. 

Tisserand.  —  Sur  les  surfaces  orthogonales. 

M.  Tisserand  se  propose  de  trouver  les  systèmes  triplement  ortho- 
gonaux de  la  forme 

Y  Y  Z  -, 


p  —  a      p  —  b      p  —  c 


fjL  —  a       fjL—  b      [Â—  c 
X  Y  Z  -, 


V  —  a      V  —  b      V  —  c 

où  U,  X,  Y,  Z  sont  quatre  fonctions  a  déterminer;  U  est  une  fonc- 
tion de  j:,  y,  z  ;  X  ne  renferme  que  .r,  Y  que  y,  Z  que  ^  ;  a,  6,  c  dé- 
signent trois  constantes  réelles. 

Par  rintégration  directe  des  équations  qui  expriment  Torthogona- 
lité,  il  arrive  à  un  système  orthogonal  triple  et  un  de  surfaces  du 
4*  ordre,  contenant  les  constantes  a,  6,  c,  A,  B,  C,  ces  dernières 
étant  assujetties  a  i^tre  de  même  signe.  C'est  celui  que  M.  Darboux 
avait  trouvé  par  d'autres  considérations.  L.  P. 


HtLAROBS. 

imiunM  N  Htncipi  n  Hnni  lannjunii  i  LurtsuiNS 
iT»  imam  iiFFimmiLU  n  seci»  mbu; 

Par  m.  UGUERRE. 

I .  Soient/(x,  y)  et  '^{Xy  y)  deux  poljnàmes  eu  second  degré  eft 
jp  et  en  y,  ue  diâëraot  que  par  les  termes  dn  pranùer  d^ré  et  U 
valeur  de  la  oomMnte. 
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Condâérons  le  système  d'équations  difierentielles 


/j.  dx  __dx _  slf(x,  X) 

dl     7^     v^?Û7^' 

dont  le  nombre  est  inférieur  de  deux  unités  au  nombre  des  variables. 
En  désignant  par  F  (or,  y,  js,  u)  une  fonction  du  second  degré,  ho- 
mogène et  convenablement  choisie,  on  peut  poser 

/(jr,  7)  =  F(jr,  j.  a,  b) 

a,  6,  a  et  j3  étant  des  quantités  constantes. 

Cela  posé,  X  désignant  une  constante  arbitraire,  il  est  facile  de  voir 
que  l'équation 

est  une  intégrale  du  système  d'équations  (  i  ) . 

D  suffit,  pour  cela,  de  vérifier  que  la  différentielle  de  l'expression 
précédente  s'annule  en  vertu  des  seules  relations  (i). 

Or  on  a 


\/f{^)\dx  dx  ^1       dx  dy 

Y  dx^  dx  dy  dadx       ^  dbdx  ) 

-'^^[^^^-^''ip-^'d^-^PdFdfy^}' 

Remarquons  maintenant  que,  les  polynômes  f(x^  y)  et  (f  (^,  m) 
étant  respectivement  égaux  à  F(a?,  y,  o,  6)  etàF($,  >î,  a,  |3)  qui 
sont  du  second  degré  par  rapport  aux  variables,  on  a  les  relations 
suivantes  : 

d^_d^        d^f   _  </'9 
>  ""  rfÇ'  '     dxda  "^  dldcc  * 


•  •  • 
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d*où,  en  vertu  d'un  théorème  connu  sur  les  fonctions  homogènes, 

yd\f  ^  .^    d\f  d\f     ,   g  d^f    ^d^ 

^  dx^  dxdy  dxda       ^  dxdb       d\ 

^  dxdy'  dy^  dyda      ^  dydb       dt\ 

La  valeur  de  dX  devient,  par  suite, 


et  elle  s'annule  évidemment  en  vertu  des  relations  (i). 
2.  Soit  l'équation  du  second  ordre, 

dy* 
où  F  désigne  une  fonction  quelconque  de  -~-  • 

Supposons  que  nous  connaissions  une  intégrale  particulière  de 
l'équation 

et  soit 

(5)  yi  =  0{l) 

cette  intégrale  ;  si  l'on  imagine  les  variables  Ç  et  n  liées  par  cette  re- 
lation dans  les  équations  (i)^  elles  deviennent 


ou  bien  encore 


dx_     dy     _  \Jf{x,  r) 
dx  dy  dl 


0'(5) 


vvU.  1^)     v'?(5.  ■';)     v/(->-,;) 
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On  peut  aussi  éliminer  Ç  entre  les  équations  précédentes  -,  on  a 

d'où 

comme  n  =  d($)  est  une  solution  particulière  de  l'équation  (4),  on  a 

l'équation  du  second  ordre  entre  a:  et  y  est  donc 

F  m 

3.  D'après  ce  que  j'ai  dit  plus  haut,  l'équation  (2),  si  l'on  y  fait 
D  =  0(  Ç),  est  une  intégrale  du  système  d'équations  du  premier  ordre 

(6). 

On  peut  immédiatement  appliquer  h  ces  équations  le  principe  du 

dernier  multiplicateur  de  Jacobi  (*),  car  on  a  évidemment 
on  a  donc  pour  deuxième  intégrale 


/(S) 


\/?(Ç.       -/î) 


et  cette  dernière  équation  sera  l'intégrale,  avec  deux  constantes  arbi- 
traires, de  l'équation  (3),  Ç  étant  exprimé,  en  vertu  des  équations 
( 2)  et  (5),  en  fonction  de  X,  x  et  y, 

(*)  Jacobi,  Theoria  nova  multiplicatoris,  etc.  {Journai  de  Crelle,  t.  27,  p.  îSG). 
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ClIiGTllI  II  CtlTIIfilICI  IIS  SilllS  (<); 

Pak  m.  y.  ERMAKOP. 

(Tndmt  da  ruste  par  M.  J.  Hoôel.) 

Ma  G>ininunication  est  relative  au  caractère  général  de  oonier- 
gence  des  séries  infinies,  à  termes  de  signe  consiani  et  décroissants, 

(0  /(o)  -^/(i)-4-/(a)^-/(3)4-.... 

Ma  démonstration  est  fondée  snr  ce  théorème  conna,  dû  à  Caachj  : 
La  série  (i)  est  convergente,  si  l*intégrale  définie 


(^) 


Pf(x)dx 


a  une  valeur  finie,  et  divergente  dans  le  cas  contraire. 

Supposons  que  f  (x),  pour  x  croissant  à  partir  d'one  limite  con- 
stante quelconque,  soit  constamment  positive,  croisse  à  Tinfini,  el 
satisfasse  à  l'inégalité  (^  ^x^  ^x.  Nous  appellerons  une  fonction  aiasi 
déterminée  une  fonction  conjuguée  de  première  espèce.  Comme  exemples 
de  fonctions  assujetties  à  cette  condition,  on  peut  citer  les  Ibnctioas 

Nous  allons  démontrer  maintenant  ce  théorème  : 

La  série  (i)  sera  convergente  ou  divergente,  selon  que  le  report 

fjr.  9'(*)/[9{*)l 


—    » 


pour  X  croissant  jusqu'à  Vinfini,  tendra  vers  une  limite  plus  petite  sm 
plus  grande  que  V unité. 

Démontrons  d^abord  la  première  partie  du  théorème.  SappoMM 
que  le  rapport  (4^  tende  vers  une  limite  moindre  que  l'unité.  Dans 
ce  cas,  on  peut  trouver  une  quantité  a  <^  i ,  telle  que,  pour  toute  v»- 


(*)  Communiqué  dans  U  féuiee  du  ? ^  1871  du  troisième  Coofr^  das  lU- 

tsrmlisle»  wumm  Vmm  à  kiev. 
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leur  de  x  supérieure  à  un  certain  nombre  n,  on  ait 

On  tire  de  là 

En  posant  (f[n)  =w,  on  aura,  d'après  la  propriété  de  la  fonction 
o(j:%  my>n.  En  changeant,  dans  l'intégrale  du  premier  membre, 
f  (j;)  en  jz,  il  vient 


rf{z)dz<arf{x)dx, 

Jm  Jn 

d'où  l'on  tire  aisément 

rf(z)dz<-^  rf{x)dx. 

Jn  ^  "(^  Jn 

Le  second  membre  de  la  dernière  inégalité  est  une  quantité  positive 
et  finie;  par  conséquent,  le  premier  membre,  c'est-à-dire  l'intégrale 
définie  (2),  sera  aussi  une  quantité  finie. 

Démontrons  maintenant  la  seconde  partie  du  théorème.  Suppo- 
sons que  la  limite  du  rapport  (4)  soit  plus  grande  que  l'unité.  La 
limite  du  rapport  (4)  peut  être  aussi  égale  à  l'unité,  si  ce  rapport 
arrive  à  l'unité  par  des  valeurs  décroissantes.  Dans  les  deux  cas, 
l'intégrale  définie  (a)  sera  infiniment  grande.  En  effet,  dans  ces 
deux  cas,  pour  toute  grandeur  de  x  supérieure  a  un  certain  nombre 

positif  /i,  on  aura 

y'(x)/[9(x)] 

d  où  1  on  tire 

ro'{x)f[f{x)]dx>  rf(x)dx, 

Jn  Jn 

et,  en  changeant  dans  le  premier  membre  ^(x)  en  4r, 

rf(z)dz>  r  f(x)dx, 

Jm  J  n 

rf{z)dz>  rf{x)dx-h  rf{x)dx. 

Jn  Jn  Jn 


OU 
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La  dernière  inégalité  n^est  satisfaite  pour  ancmie  Taleiir  finie  de  Tin- 

f[x)dx'^  par  suite,  Fint^rale  définie  ^2)  est  m- 

finiment  grande. 

Transformons  maintenant  de  deux  antres  manières  le  candère  de 
conTcrgence  que  nous  Tencms  d'obtenir.  Posons 

?(*)  =  *, 
d'où 

le  rapport  (4)  deriendra 


(5) 


4''(5)/[4'(^)l 


La  fonction  '^(2}  est  positive,  elle  croit  à  Tinfini,  et  satisfait  i  1 
galité  ^[z^<^z.  Nous  rappeUercms  ftmciiam  coji/i^ifêf  ée  tetmit 
espéft.  A  toute  fonction  conjuguée  de  première  espèce  correspood 
une  fonction  réciproque  conjuguée  de  seconde  espèce.  Aux  fomt- 
tions  (3}  correspondent  les  fonctions  oonjnguMS  de  seconde  e^Kcc 

Soit<»  de  plu$<,  6  {x]  une  fonction  conjuguée  quelconque  <le  prCTnirrv 
ou  de  seconde  espèce.  Posons 

X — ^{^^     ei     ^j,^,^ — ^,^,f 


la  fonction  ^  [:)  sera  éTÎdemment  aussi  une  fonction  conjuguée  àe 
première  on  de  seconde  espèce.  Le  raj^KHl  (4)  se  changtrra  dans  le 
suivante 


(6) 


5'  z   f  S  z 


Ici  les  fonctions  conjuguées  4^  x;  et  6  z  satisfont  à  Tinégalitr 
^  z^  ^  6iz\  Le  théorème  démontré  plus  haut  peut  sV\priiiier 
comme  il  suit  : 


Limièp^mk  ièfmit  'a)  Sfrm  mme  fmmmiUé  /l«îe.  si  /*i«  des  rmpport» 
(4\  '3)«  ^6'  ârarf  rrrf  mmt  UmnÊi  WÊûimért  f«e  Vmmité^  et  urne  fmmmiùi 
imfmiÊsif  mm  de  ces  rm]^pmtiêemirers  mme  hmùêe  plus  frmmde  ^ue  rmmUé^ 
rmmiêé^  Bsù  ai  emmirermeÊtU  rcrs  crOe  lûnAr  mmr  des  ralmn 
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Dans  une  dissertation  pour  le  grade  de  magister,  intitulée  : 
«  Convergence  des  séries  infinies,  d*après  leur  forme  extérieure  », 
le  professeur  Bougaïef,  à  Moscou,  a  donné  une  règle  pour  obtenir, 
au  moyen  du  théorème  des  séries  conjuguées,  un  nombre  infini  de 
caractères  de  convergence,  qui  s'expriment  par  le  rapport  de  deux 
termes  de  la  série,  et  sont  renfermés  dans  la  formule  générale  que 
nous  avons  démontrée, 

^{z)f[<t>{z)] 
6'{z)f[6{z)]  >•• 

Prenons  la  première  lorme  (4)  du  caractère  de  convergence  ob- 
tenu, et  cherchons  à  déterminer  une  fonction  (f  [x]  qui  donne  le  ca- 
ractère de  convergence  le  plus  simple  et  le  plus  sensible.  Pour 
résoudre  ce  problème,  nous  nous  servirons  des  deux  théorèmes  sui- 
vants : 

Désignons  par  (f^{x)  une  fonction  qui  indique  que  l'opération  re* 
présentée  par  le  symbole  (f  doit  être  effectuée  k  fois  sur  la  variable  x. 
Nous  allons  maintenant  démontrer  ce  théorème  : 

I.  Le$  fonctions  (^^  (x)  ei  9(0;)  donnent  une  sensibilité  ideiitiquepour 
les  caractères  de  convergence  et  de  divergence. 

Etablissons  ce  théorème  dans  un  cas  particulier,  pour  ft=:2. 

Posons 

0(x)  =  cp[(p(a;)]. 

En  remplaçant,  dans  le  premier  facteur  du  second  membre  de  Tidcn- 
tité 

$^(r)/[<I)(x)]  ^  f  [y(:r)]/|?[y(^)]|   9^(^)/[9(^)] 

f  (2)  par  z,  il  vient 

<K'(x)/[a>(x)]_y'(2)/[y(^)]  <f'(x)f{^(x)] 

d'où  l'on  tire,  pour  a;  =  oo  ,  5  =  ao  , 

iim >r": —     -•  \  '^'^ ri — ; —    t  • 
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Cette  équation  fait  voir  que  les  limites  des  deux  rapports 

<!>'{x)f[<b{x)\      9'l^)f[9{x)] 

sont  simultanément  supérieures,  inférieures  ou  égales  a  Tanilé, 
c'est-à-dire  que  les  fonctions  ^{x)  et  ^(x)  donnent  des  caractères 
de  convergence  d'une  égale  sensibilité.  On  peut  facilement  étendre 
cette  démonstration  au  cas  général  où  h  est  un  nombre  entier  ou 
fractionnaire,  positif  ou  négatif. 

II.  De  deux  foncUon$  conjuguéen  de  première  espèce,  la  plus  grande 
est  celle  qui  donne  le  caractère  le  plus  sensible  de  convergence  ou  de  diver- 
gence. 

Soient  4>(x)  et  0[x)  deux  fonctions  conjuguées  de  première 
espèce,  satisfaisant  à  l'inégalité  4>(a:)  ^  0[x),  Si  la  série  (i)  est  con- 
vergente, alors  on  a,  d'après  le  théorème  que  nous  avons  démontré, 

,.     9'(x)f[<Plx)]^ 

''"gV)/[e(x)]'='' 
d'où 

La  dernière  inégalité  montre  que  ^{x)  donne  un  caractère  de  con- 
vergence plus  sensible  que  6[x). 

Supposons  maintenant  que  la  série  (i)  soit  divergente^  alors 

d'où 

f(x)  -  f{x) 

« 

Par  suite,  4>(j:)  donne  encore  un  caractère  de  divergence  d'une  plus 
grande  sensibilité. 

Les  deux  théorèmes  que  nous  venons  de  démontrer  nous  donnent 
le  moyen  de  décider  laquelle  de  deux  fonctions  conjuguées  de  pre- 
mière es{)èce  donne  le  caractère  de  convergence  le  plus  simple  et  le 
plus  sensible.  Prenons,  par  exemple,  les  deux  fonctions  r'  et  x*. 

Comme  lim  —  =  ac  ,  alors,  d'après  le  théorème  II,  x"  donnera  un 
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caractère  plus  sensible  que  e'.  En  posant 

on  a 

9«(;r)  =  9[<p(jr)]  =  c'. 

Comme  lim  —  =  00,  alors,  d'après  le  théorème  II,  e'  donne  un  ca- 

ractère  plus  sensible  que  x*.  Ces  trois  fonctions  peuvent  donc,  sous 
le  rapport  du  degré  de  sensibilité,  être  rangées  dans  Tordre  suivant, 

D'après  le  tbéorème  I,  la  première  et  la  dernière  de  ces  fonctions 
donnent  des  caractères  de  la  même  sensibilité  ;  donc  les  trois  fonc- 
tions donnent  des  caractères  également  sensibles  ;  mais,  parmi  ces 
fonctions,  e*  est  la  plus  simple. 

En  la  comparant  de  la  même  manière  à  toute  autre  fonction  con- 
nue, on  arrivera  toujours  à  cette  conclusion  que  e*  donne  le  plus 
simple  parmi  les  caractères  de  convergence  les  plus  sensibles. 

Démontrons  actuellement  qu'il  n'y  a  pas  de  fonction  conjuguée 
de  première  espèce  qui  donne  un  caractère  do  convergence  de  sen- 
sibilité maximum.  Cela  résulte  de  ce  que,  étant  donnée  une  fonction 
(y  (a?),  on  peut  toujours  trouver  une  autre  fonction  4>(j:)  qui  donne 
un  caractère  de  convergence  plus  sensible.  Comme  fonction  ^[x) 
jouissant  de  cette  propriété,  on  a  la  fonction 

OÙ  l'opération  indiquée  par  le  symbole  cp  doit  être  répétée  x  fois  sur 
la  variable  x.  En  effet,  pour  a:  >  i,  Q('[x)  >  y(a?),  d'où  il  suit,  en 
vertu  du  théorème  II,  que  cp'  {x)  donne  un  caractère  do  convergence 
plus  sensible  que  <ip(x).  Ici  on  ne  peut  pas  établir  que  <^*{x)  et  ff{x) 
donnent  des  caractères  également  sensibles  ^  car  le  théorème  I  n'a 
plus  lieu  ici. 

Pour  revenir  à  la  fonction  e*,  son  inverse  est  logâ?.  Cette  fonction 
donne  la  règle  suivante  : 

Laiérie  (1)  est  convergente,  si  la  limite  de  l'un  des  rapports 
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est  moindre  que  l  *unité,  et  dicergenU  si  Vun  de  cet  rapports  tend  vers  une 
limite  plus  grande  que  r unité,  ou  tend  vers  l'unité  en  passant  par  des 
valeurs  décroissantes.  Si  l'un  des  rapports  (7)  croU  en  tendani  vers 
V unité,  la  série  {i)  pourra  bien  être  convergente  ou  divergente. 

Ou  peut  démoutrcr  que  ce  caractère  de  convergence  est  plus  sen- 
sible que  tous  les  caractères  connus  jusqu'à  présent;  mais  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  à  cettte  démonstration. 

Pour  toutes  les  séries  employées  dans  l'Analyse,  les  rapports  (7) 
tendent  vers  zéro  ou  vers  Tintini.  Eln  général,  on  ne  peut  trouver  une 
fonction  analytique  /(x),  telle  que  les  rapports  (7)  tendent  vers 
une  limite  fiuic. 
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HOUEL  (J.).  —  Cours  de  calcul  infinitésimal,  professé  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  —  Première  partie  (Cours  au- 
tographié]-,  875  p.  in-4*^.  Paris,  Gauthier-Villars,  1870-1871. 

Camot,  «  cherchant  à  savoir  en  quoi  consiste  le  véritable  esprit  du 
calcul  infinitésimal  »,  résume  ainsi  sa  théorie,  dans  ses  Réflexions  sur 
la  métaphysique  du  calcul  infinilésimal  :  «  Qu'il  soit  difficile  ou  non 
d'en  donner  une  démonstration  générale,  la  vraie  métaphysique  de 
l'analyse  infinitésimale,  telle  qu'on  l'emploie  et  telle  que  tous  les 
géomètres  conviennent  qu'il  faut  l'employer  pour  la  facilité  des  cal- 
culs, n'en  est  pas  moins  le  principe  des  compensations  d'erreurs  » 
(p.  479  édition  de  1839)  •,  et  plus  loin  encore  (p.  2i5)  :  <c  Le  mérite 
essentiel,  le  sublime,  on  peut  le  dire,  de  la  méthode  infinitésimale, 
est  de  réunir  la  facilité  des  procédés  ordinaires  d'un  simple  calcul 
d'approximation  à  l'exactitude  des  résultats  de  l'analyse  ordinaire.  » 

S'inspirant  de  l'idée  de  Carnot^  M.  Hoûel  fonde  le  calcul  infini- 
tésimal sur  la  considération  des  équations  imparfaites,  et  il  reste 
fidèle  au  point  de  vue  adopté,  non  par  Camot  précisément,  mais 
plutôt  par  M.  Duhamel,  dans  la  première  édition  de  son  Cours 
d'Analyse.  Sans  discuter  ici  ce  point  de  vue  de  l'auteur,  nous  devons 
cependant  reconnaître  que  toutes  les  notions  relatives  aux  grandeurs, 
à  la  continuité,  aux  différentielles,  etc....,  sont  présentées  avec  une 
grande  netteté  et  une  extrême  rigueur.  Ces  développements,  qui 
concernent  ce  qu'on  peut  appeler,  avec  Carnot,  la  métaphysique  du 
calcul  infinitésimal,  forment  l'objet  des  cinq  premières  leçons. 

Avant  d'aborder  le  calcul  infinitésimal,  M.  Hoûel  consacre  une 
trentaine  de  pages  à  l'exposé  des  principes  élémentaires  de  la  théorie 
des  déterminants  ^  c'est  là  une  sage  précaution,  car  ce  calcul  algo- 
rithmique joue  un  rôle  important  dans  toutes  les  branches  de  l'ana- 
lyse. Nous  devons  dire  ici  que  l'identité  écrite  au  n°  35  suppose  le 
déterminant 

.  p'  p" 

q     1     q" 


égal  à  l'unité  •,  c'est  une  condition  que  l'auteur  a  oublié  de  mentionner. 

DuU,  des  Sciences  mnthém,  et  futron.j  t.  II.  (Septembre  1871.)  ^^ 
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La  partie  du  cours  actuellement  publiée  se  compose  de  45  leçons  : 
les  26  premières  renferment  les  définitions  relatives  aux  dérivées 
et  aux  difierentielles,  l'étude  da  mécanisme  du  calcul  différentiel, 
puis  les  premiers  principes  du  calcul  intégral,  et  enfin  rapjdication 
du  calcul  infinitésimal  au  développement  en  série  et  à  la  recherche 
des  valeurs  maxima  et  minima  des  fonctions^  les  18  leçons  suivantes 
sont  destinées  aux  applications  géométriques  ^  dans  la  dernière 
leçon,  il  est  traité  des  déterminants  fonctionnels  et  du  changement 
de  variables  dans  les  intégrales  multiples. 

Nous  nous  contenterons  de  cette  indication  générale  sur  la  distri- 
bution du  cours,  car  la  reproduction  détaillée  des  titres  des  leçons 
nous  fournirait  seulement  une  table  de  matières  semblable  i  celle 
qu'on  rencontre  dans  tous  les  traités  de  calcul  différentiel  et  ne 
nous  apprendrait  absolument  rien  sur  la  manière  dont  est  conçu 
l'ouvrage  que  nous  voulons  analyser. 

M.  Hoûcl  fait  suivre  la  définition  des  différentielles  de  celle  des 
intégrales  définies  ;  puis,  immédiatement  après  les  applications  fon- 
damentales du  calcul  différentiel  au  développement  en  série  et  a 
la  recherche  des  maxima  et  minima,  il  s'occupe  de  l'intégration 
des  expressions  différentielles  et  donne  :  l'intégration  des  fonctions 
rationnelles  ^  celle  des  irrationnelles  du  second  degré,  des  diileren- 
tielles  binômes;  l'intégration  par  réductions  successives;  les  in- 
tégrales définies,  les  intégrales  eulériennes  (XX*,  XXI*,..., 
XXIV*  leçons).  Cet  intervcrtissement  de  l'ordre  habituellement 
suivi  nous  semble  une  heureuse  innovation.  Nous  avons  encore  re- 
marqué, dans  les  règles  de  différentlation,  l'introduction  systéma- 
tique des  fonctions  hyperboliques,  au  même  titre  et  siu*  le  même 
pied  que  les  fonctions  circulaires  ;  c'est  un  bon  exemple  k  suivre. 

Nous  devons  maintenant  ajouter  que  toutes  les  questions  sont  dé- 
veloppées avec  le  plus  grand  soin  *,  les  exemples  sont  variés  et  par- 
faitement choisis;  et  l'on  rencontre,  soit  dans  la  partie  théorique, 
soit  dans  les  applications  analytiques  ou  géométriques,  une  grande 
richesse  de  détails  ;  il  nous  faudrait  suivre  pas  à  pas,  si  nous  voulions 
noter  tout  ce  que  nous  avons  remarcjué.  Signalons  cependant  la 
question  du  changement  de  variables,  la  recherche  des  valeurs 
maxima  et  minima  des  fonctions,  le  problème  des  quadratures  et  dt*s 
cubatures. 

Dans  la  théorie   du  maximum  et  du  minimum,  l'auteur  aurait 
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peut-être  dû  consacrer  au  moins  une  remarque  à  un  cas  particulier 
qui  se  présente  très-fréquemment  et  pour  lequel  il  est  utile  d'indi- 
quer la  direction  qu'il  est  bon  de  donner  au  calcul  :  c'est  celui  où  la 
fonction  est  homogène  par  rapport  aux  variables  dont  elle  dépend, 
ces  variables  étant  liées  elles-mêmes  par  des  relations  homogènes. 
On  pouvait  aussi,  dans  la  question  des  points  multiples  (XXXIll™' 
leçon),  compléter  l'étude  des  points  doubles  par  l'observation  sui- 
vante, qui  est  assez  importante  :  c'est  qu'en  un  point  de  rebroussc- 
ment  de  i""*  espèce,  le  contact  effectif  de  la  tangente  est,  en  général, 
du  i*'  ordre  seulemMit,  tandis  qu'il  est  nécessairement  d'un  ordre 
sapérieur  au  premier  poiu*  le  rebroussemcnt  de  2'  espèce.  Là  se 
présentait  aussi,  naturellement,  la  détermination  des  cercles  oscida- 
tenrs  en  un  point  multiple. 

M.  Hoûcl  a  su,  en  définitive,  donner  l'attrait  de  la  nouveauté  à 
mi  sujet  éminenmient  classique;  la  part  qu'il  prend  avec  nous  à  la 
publication  de  ce  Recueil  nous  empêche  d'exprimer  librement  notre 
opinion  sur  son  nouvel  ouvrage,  digne  pendant  de  la  Théorie  élé- 
maUaire  des  quantités  complexes.  Nous  nous  bornerons  à  demander 
que  notre  collaborateur  veuille  bien  nous  donner  la  suite  de  son 
cours;  cette  suite  est  d'autant  plus  désirable  qu'on  est  obligé  d'aller 
chercher  dans  des  Mémoires  disséminés,  dans  les  collections  les  plus 
variées,  les  traces  des  progrès  récents  de  l'analyse,  et  la  publication  de 
M.  Hoûel  sera  certainement  accueillie  avec  reconnaissance. 

L.  P. 

'lEfiblIiibBl)  (n.).  —  Teopin  cpaBHenin, —  CaHKTncTcpGypn»,  bt» 
ninorpac{>iH  HunepaTopcKOu  ÀRa^eMiii  HayRi».  1849  (')* 

Nous  croyons  utile  de  signaler  à  nos  lectciu*s,  malgré  sa  date  déjà 
ancienne,  cet  excellent  Traité  élémentaire  de  Théorie  des  nombres, 
qui  se  distingue  de  la  plupart  de  ceux  que  nous  connaissons  par  une 
eiposition  assez  claire  et  assez  développée  poiu*  rendre  accessible  à 
quiconque  possède  les  éléments  d'algèbre  les  principes  do  cette 
branche  des  Mathématiques,  où  les  commençants  rencontrent  sou- 
vent tant  de  difficultés. 

L'auteur  a  facilité  notablement  rintelligencc  de  diverses  proposi- 


[')  TcnitCBtF  (P.)>    Théorie  des   congruenccs.  Saint-Pétersbourg;    typographie   de 
l'Académie  impériale  des  Sciences,  i849*  ~  >  ^'^l*  i>^'8^«  x-aSo  pages. 
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lions,  en  les  faisant  suivre  toujours  d'exemples  numériques.  Nous 
allons  indiquer  brièvement  le  contenu  de  cet  ouvrage,  dont  il  serait 
bien  à  désirer  que  Ton  publiât  une  traduction  dans  une  des  langues 
de  l'Europe  occidentale. 

LIntroduction  traite  des  propriétés  des  nombres  premiers  entre 
eux  et  de  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs  premiers  \  elle 
se  termine  par  d'importantes  propositions  sur  les  nombres  en  pro> 
gression  arithmétique. 

Chapitre  I.  De  la  congruence  en  général.  —  Définition.  Propriété 
d'une  congruence.  Solution  des  congruences.  Résidus  minima. 
Nombre  des  solutions  d'une  congruence. 

Chapitre  II.  Congruence  du  premier  degré,  —  Résolution  dans  le 
cas  d'un  module  premier  avec  le  coefficient  de  l'inconnue.  Théorèmes 
de  Fermât  et  d'Euler.  Application  de  ces  théorèmes  à  la  résolution 
des  congruences  du  premier  degré.  Congruences  où  le  module  n'est 
pas  premier  avec  le  coefficient  de  l'inconnue. 

Chapitre  III.  Des  congruences  de  degré  supérieur  en  général.  — 
Réduction  à  l'unité  du  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  Tin- 
connue.  Limite  supérieure  du  nombre  des  solutions.  Théorème  de 
Wilson,  etc.  Évanouissement  des  termes  dont  le  degré  est  supé- 
rieur ou  égal  au  module.  Caractère  auquel  on  reconnaît  si  Téqua- 
tion  a  autant  de  solution  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré. 

Chapitre  IV.  Des  congruences  du  second  degré,  —  Réduction  i  la 
forme  x* ^  q  {mod,  p) .  Nombre  des  solutions  de  cette  congruence. 

Du  symbole  (  -  )*  Expressions  pour  la  détermination  de  ce  symbole. 
Valetu»  de  (  -  )  '  Loi  de  réciprocité  de  deux  nombres  premiers.  Mé- 
thode pour  calculer  la  valeur  de  [-]'  Résolution  des  équations 

(  -  I  =  rb  ï.  Résolution  de  la  congruence  z*^q  (mod.p)  pour  p 

premier  et  =  4w  -f-  3.  Cas  où  le  module  est  un  nombre  composé. 

Chapitre  V.  Des  congruences  binômes,  —  De  la  congruence 
af^ —  A  ^o  (mod./i),  p  étant  un  nombre  soit  premier,  soit  composé. 

Chapitre  VI.  Des  congruences  de  la  forme  a'  s£  A  (mod.  p).  —  De 
la  congruence  a'  ^  A  (mod.  p)  en  général,  et  en  particulier  de  la  con- 
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'  gruence  a'^  i  (mod.  p) .  Des  solutions  de  la  congruence  a'^  A(mod.  p) . 
Des  indices.  Bésolution  des  congruences  binômes  à  l'aide  d'une 
table  d'indices.  Théorèmes  pour  la  détermination  des  racines  primi- 

^'  lives.  Exemple  de  cette  détermination.  Autre  méthode.  Nombre  des 
racines  primitives. 

Chapitre  VU.  Des  congruences  du  second  degré  à  deux  inconnt^s.  — 
De  la  congruence  x'  -f-  Ay'  -+-  R^  o  (mod.  p) .  Diviseurs  de  x*  ±  Ay'. 
Détermination  de  ces  diviseurs  dans  le  cas  de  A  premier.  Propriétés 
des  formes  quadratiques.  Expression  des  diviseurs  de  x*  ±  ay^  à 
l'aide  de  ces  propriétés.  Détermination  des  diviseurs  linéaires  au 
moyen  des  formes  quadratiques. 

Chapitre  YIII.  Application  de  la  théorie  des  congruences  à  la  décom- 
position des  nombres  en  facteurs  premiers.  —  Cette  décomposition  se 
ramène  à  la  détermination  des  diviseurs  de  la  forme  a"*  it  i .  Déter- 
mination des  diviseurs  des  nombres  fondée  sur  la  théorie  des  divi- 
seurs de  a?' ±  ay*. 

Appendice.  I.  Sur  les  résidus  quadratiques.  —  II.  Sur  la  détermi- 
nation des  racines  primitives.  —  HI.  Sur  la  détermination  du  nombre 
des  nombres  premiers  inférieurs  à  une  grandeur  donnée. 

Dans  cette  dernière  Note,  l'auteur  démontre  les  théorèmes  sui- 
vants : 

1**  Si  cp(ar)  désigne  le  nombre  des  nombres  premiers  moindres  que 
X,  n  un  nombre  entier  quelconque,  et  p  une  quantité  ^o,  la  somme 


x  = 


(logj?)' 


2  [,(.  -H  .,-,(.)-  ujj]  Ug 


x  =  a 


sera  une  fonction  qui,  pour  p  tendant  vers  zéro,  convergera  vers  une 
limite  finie. 

2^  De  j;  =  aàx  =  oo,la  fonction  cp  (x)  satisfait  un  nombre  infini 
de  fois  à  l'inégalité 

ax 


(Jog^r 

et  à  l'inégalité 

,^  C  dx 


....       . —  ax 


(log^r' 
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quelque  petite  que  soit  la  quantité  positive  a,  et  quelque  grand  que 
soit  le  nombre  n. 

3°  L'expression  — r— r  —  loga?,  pour  x  =  oo  ,  ne  peut  avoir  d'autre 

limite  que  —  i . 
4**  Si  l'expression 


{\0%xY 


[f^'H'^)' 


pour  jr  =  00  ,  a  pour  limite  une  quantité  finie  ou  l'infini,  f[x)jke 

pourra  représenter  9  (j?)  aux  quantités  près  de  l'ordre r-» 

5**  Si  la  fonction  cf(x)  peut  s'exprimer  aux  quantités  près  de 
Tordre  de  r-j en  fonction  algébrique  de  ap,  logo:,  e*,  son  ex- 
pression sera 

X  \.x  i.a.a:  1.1.3... (n — i).x 

\ogx      {\ogxy      (logx)'      '"  (logjr)" 

L'ouvrage  est  terminé  par  plusieurs  tables  numériques,  savoir  : 

I.  Table  des  nombres  premiers  inférieurs  à  6000. 

II.  Racines  primitives  et  indices  pour  les  modules  premiers  infé- 
rieurs à  200. 

III.  Diviseurs  linéaires  de  la  forme  quadratique  x* -{- ay*  pour 
toutes  les  valeurs  de  a  depuis  i  jusqu'à  roi . 

IV.  Diviseurs  linéaires  de  la  forme  quadratique  x^ — ay^  pour 
toutes  les  valeurs  de  a  depuis  i  jusqu'à  101. 

On  voit  que  TOuvrage  de  l'éminent  mathématicien  russe  contient 
une  riche  collection  de  matériaux  importants,  et  qu'une  étude  pins 
appmfoudie  et  une  traduction  complète  de  cet  excellent  Traité  sur 
la  théorie  des  nombres  mériteraient  de  trouver  place  dans  une  de 
nos  collections  mathématiques.  J.   H. 


F 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  l'École  Normale  supérieure. 

T.  Vn,  année  18700. 

G)LLET.  —  Intégration  des  équations  simtUtanées  aiuc  dérivées  par^ 
Helles  du  premier  ordre  d'une  seule  fonction.  (5a  p.) 

L'auteur  commence  par  rappeler,  dans  une  Introduction,  les  tra- 
vaux de  Cauchy,  de  Pfaff,  de  Jacobi,  d'Ampère,  de  Bour  et  de  Boole^. 
qui  ont  quelque  rapport  avec  la  question  dont  il  s'occupe.  Cela  posé^ 
il  se  propose  le  problème  suivant  :. 

Étant  données  les  relations 

/i=o,    /,  =  o,    /«=o 

entre  une  fonction  V,  les  variables  ^19  9sv-)  9»  ^^^^  ^^'^  dépend^ 
et  les  dérivées  de  Y  par  rapport  à  ces  mêmes  variables,  trouver  l'ex- 
pression de  y  en  fonction  de  91,  91,...,  Çn  qui  satisfait  aux  équations 
^proposées. 

Le  problème  que  se  propose  M.  Collet  au  début  de  son  travail 
n'est  pas,  on  le  voit,  énoncé  avec  toute  la  précision  nécessaire.  Etant 
données  les  m  premières  équations  difierentielles 

/i  =  o, 

la  première  question  qu'on  doit  se  proposer  est  celle  de  savoir  si  les 
équations  sont  compatibles. 

L'auteur,  pour  résoudre  le  problème  qu'il  s'est  proposé,  commence 
par  rechercher  les  relations  qui  expriment  que 

Ptdçi  H-. .  .-h  pndq^ 

est  une  différentielle  exacte. 

Supposons  que  les  fonctions  pi  soient  déterminées  par  les  équations.. 

où  les  ai  sont  des  constantes  arbitraires  ou  déterminées,  les  condi- 
tions   d'intégrabilité  de  ce  système  d'équations  simidtanées   sont 

(*)  Voir  Bulletin,  1. 1,  p.  27. 


exprimées  par  les  équations  connues 

.(/,,/i)  =  o. 

Et  ces  conditions^  Tauteur  le  démontre,  sont  nécessaires  et  suffi- 
santes. 

Dans  un  second  paragraphe,  Tauteur  revient  au  problème  qu'il 
s*est  proposé,  et  il  suppose  que  Ton  ait  entre  les  quantités  jp„  au 
nombre  de  n,  un  nombre  de  relations 

fi  =  o,    fm  =  o 

insuffisant  pour  les  déterminer.  Les  recherches  du  J  I  apprennent 
que  les  équations 

devront  être  des  conséquences  des  équations  données.  Il  pourra  donc 
se  présenter  plusieurs  cas.  Ou  bien  ces  relations  seront  identique- 
ment satisfaites,  ou  bien  elles  seront  des  conséquences  des  pre- 
mières, ou  enfin,  n'étant  pas  satisfaites  en  vertu  des  premières,  elles 
conduiront  a  de  nouvelles  relations  entre  les  />,-,  qi.  On  reconnaît 
donc  sans  difficulté  que  le  problème  sera  impossible  ou  qu'il  con- 
duira à  un  système  d'équations  dans  lequel  les  relations  d'int^ra- 
bilité  seront  satisfaites  en  vertu  des  proposées.  On  est  donc  ramené 
au  problème  suivant  : 

Etant  données  entre  les  quantités  p«-,  9^,  en  nombre  ^n^  $  relations 

qui  satisfont  aux  conditions  d'intégrabilité,  trouver  entre  les  mêmes 
quantités  une  nouvelle  relation 

qui  satisfasse  aussi  aux  mêmes  conditions. 

L'auteur,  on  le  voit,  admet  encore  que,  si  les  fonctions  /]  satis- 
font aux  conditions  d'intégrabilité,  il  y  aura  une  solution  commune, 
(^oique  cette  proposition  ne  soit  pas  diflicile  a  démontrer,  son 
omission  ùte  un  peu  de  clarté  au  travail  du  jeune  et  habile  géomètre. 

Collet.  —  Du  fadeur  intégrant  pour  les  expressions  différentielles 
du  i"^  ordre  renfermant  un  nombre  quelconque  de  variables  inii» 
pendantes,  (3o  p.) 

Dans  ce  nouveau  et  élégant  travail^  l'auteur  se  propose  de  rocher- 
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âier  sous  quelles  conditions  l'expression 

X,  dxt  -f- ...  -h  X»  dxn 

I 

Revient  une  différentielle  exacte,  quand  on  la  multiplie  par  un  fac- 
teur convenablement  choisi.  Cette  question  est  très-intéressante,  et 
die  offre,  on  le  voit,  une  application  remarquable  des  principes 
Jpsés  par  Fauteur  dans  le  Mémoire  précédent.  Soit 

<■)       <»-*i='^t-'''^,-''{ê-ê)- 

On  aura  (A,  k)  =■  o,  et  la  considération  de  ces  équations  conduit 
à  la  relation  bien  connue 

qui  doit  être  identiquement  satisfaite  quels  que  soient  A,  £,  m.  L'au- 
teur démontre  d'abord  que  les  équations  de  condition  (2),  en  nombre 

n(n — i)(/i  —  2)  j.    .  ,  ,,  ,,  . 

— ^ ^ -9  ne  sont  pas  toutes  distinctes,  et  qu  elles  se  réduisent 

4  i 1  réellement  indépendantes. 

Mais,  quand  ces  premières  conditions  d'intégrabilité  sont  satisfaites, 
le  facteur  intégrant  doit  encore  satisfaire  an  —  i  équations  aux 
dérivées  partielles.  Les  conditions  pour  que  ces  équations  soient 
compatibles  sont  recherchées  par  M.  Collet,  qui  démontre  qu'elles 

se  réduisent  aux  — déjà  trouvées  précédemment.  L'au- 
teur examine  ensuite  diilérents  problèmes  se  rattachant  au  problème 
principal  ;  il  traite  en  particulier  le  cas  où  le  facteur  intégrant  est  le 
produit  de  plusieurs  fonctions  dépendant  chacune  d'une  seule 
variable  indépendante. 

DiDON.  —  Sur  une  intégrale  double.  (8  p.) 
L'intégrale  double 

r/-x„(.)x.(.r)^,^ 

est  nulle  toutes  les  fois  que  n'  est  différent  de  n,  et  égale  a 

,       ,  1.3. 5.. .(2m — i)        f 

2.4.0. ..a/n      ^m-hi 


:t6G  BULLETIN  DES  SCIENCES 

si 

/i  =  n'  =  am. 

L'auteur  déduit  de  cette  détermination  le  résultat  suivant  : 
/  1(1  — 2ax-f-û')-»*-T(i— 26/-r-  b^y-^i  (i^  x*jr*)^T  dxdx 


b^iJo 


On  suppose  ab<^i  et  fx  entier  positif. 

Radau  (B.).  —  iVo<e  «ur  la  rotation  des  corps  solidei.  (a  p.) 
L'auteur  revient  sur  un  travail  publié  dans  le  Recueil  en  1869, 

pour  indiquer  qu'il  avait  mal  compris  l'énoncé  d'une  proposition  de 

l'éminent  géomètre  anglais  M.  Sylvester. 

Stephan  (E.).  —  Voyage  de  la  Commission  française  envoyée  par 
le  Ministre  de  V Instruction  publique  sur  la  côte  orientale  de  lapresq^tte 
de  Malacca,  pour  y  observer  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du  18  aoAi  1868. 

(34  p.) 

Compte  rendu  intéressant  du  voyage  et  des  travaux  de  rExpédition 
française  pour  l'observation  de  l'éclipsé,  composée  de  IVIM.  Stephan, 
Rayet,  Tisserand.  On  sait  que  ces  savants  sont  arrivés  en  temps 
utile,  que  leur  expédition,  comme  celle  de  M.  Janssen,  a  pleine- 
ment réussi,  et  qu'elle  a  fait  honneur  à  notre  pays. 

Darboux  (G.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  secfmi 
ordre.  (la  p.) 

Ce  travail  est  le  développement  de  deux  Notes  insérées  par  l'au- 
teur aux  Comptes  rendus  (t.  LXX,  p.  675  et  746). 

Darboux  (G.)  —  Sur  une  série  de  lignes  analogues  aux  lignes  géo^ 
désiqî^es.  (6  p.) 

Saint-Loup  (L.).  —  Étude  expérimentale  de  rattraction  exercée 
par  une  bobine  sur  un  barreau  de  fer  doux.  (3o  p.) 

Gruey  (L.-J.).  —  Recherches  sur  la  flexion  de  la  lunette  méridienste. 
(  36  p.) 

DiDODf  (F.).  —  Développements  sur  certaines  séries  de  polynômes  à 
un  nombre  quelconque  de  variables,  (aa  p.) 

Dans  ce  remarquable  travail,  Tauteur  étend  certaines  recherches 
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de  M.  Hermite  relatives  à  des  polynômes  associés.  M.  Hermite  a 
trouvé  deux  séries  de  polynômes  U^,„ ,  V«^„,  qui  jouissent  de  la  pro- 
priété que  l'intégrale  double 


// 


Hm^rymf.^dxdyy 


étendue  à  toutes  les  valeurs  des  variables  limitées  par  l'inégalité 

soit  nulle,  tant  que  m,  n  ne  sont  pas  égaux  respectivement  à  m'^  n^ 

L'auteur  montre  que  cette  série  de  polynômes  n'est  pas  la  seule 

qui  existe,  qu'il  en  existe  une  infinité  d'autres  satisfaisant  aux  mêmes 

conditions.  Parmi  tous  ces  systèmes,  il  en  est  un  qui  se  distingue  des 

autres  par  cette  propriété  que  les  deux  séries  de  polynômes  sont 

identiques. 

Enfin,  l'auteur  indique  plus  généralement  une  série  de  polynômes 

Pm,» ,  tels  que 

r  r 

P-.,«  P-/.«'/{^,  r)  dxdr  =  o. 


// 


quand  on  n'a  pas  m=:zm'  n^=:  n^  Ces  polynômes  permettent  de 
réaliser  l'approximation  indéfinie  des  fonctions  de  deux  variables, 
et  ils  ont  les  rapports  les  plus  étroits  avec  l'intégrale  double 


// 


f{z,t')dzdz' 


{x  —  z){x—z') 

Terquem  (A.). —  Étude  sur  le  timbre  des  sons  produits  par  des  chocs 

discontinus^  et,  en  particulier,  par  la  sirène,  (loo  p.) 

G.  D. 


THE  QUARTERLY  JOURNAL  of  pure  and  applied  Mathema- 
Tics.  —  Edited  by  J.-J.  Sylvester  and  N.-M.  Ferrers,  assisted 
by  G. -G.  Stores,  A.  Cayley  and  M.  Hermite,  corresponding  in 
Paris.  —  Vol.  XI,  18700. 

««41,  juin  1870. 

Walton  (William).  —  Sur  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  de 


(  '  )  Journal  trimestriel  de  Mathémaiir/ues  pures  et  applit/uces,  public  par  MM.  Sylves- 
ter et  Fbrkbas,  avec  le  concours  de  MM.  Stokes,  Cayley  et  Hermite,  correspondant  à 
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rotation  instantanée  et  la  vitesse  angulaire  de  Vaxe  insianiané  d'un  corps 
qui  tourne  librement  autour  d 'u^  point  fixe,  et  sur  les  axes  de  plus 
grande  et  de  moindre  mobilité.  (i4  P*) 

Soient  (ù  la  vitesse  de  rotation  du  corps  autour  de  Taxe  instantané; 
12  la  vitesse  angulaire  de  cet  axe;  a,  A,  c  les  moments  d*inertie  prin- 
cipaux ;  A,  g*  les  constantes  des  forces  vives  et  des  aires  :  la  relation 
trouvée  pourra  s'écrire 

abc  on*  »* 

en  désignant  par  X|,  X|,  X^  trois  expressions  de  la  forme 

A|  —  T ,  •  -  .  • 

oc 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  du  4'  degré  (*ÏU,  V,W)»  =  o. 
(Suite.) 

Les  variables  U,  V,  W  sont  des  formes  quadratiques  de  coordon- 
nées. Parmi  les  surfaces  considérées  se  trouvent  les  réciproques  de 
plusieurs  surfaces  de  6*,  8*,  9*,  lo*  et  i  a*  ordre  (anneau  parabolique, 
anneau  elliptique,  etc). 

Citons,  comme  exemple,  la  surface  réciproque  de  Tanneau  para- 
bolique. Si  nous  désignons  par  6  im  paramètre  variable,  les  coordon- 
nées de  la  parabole  pourront  s'exprimer  par  a&',  2a0,  o;  Téquation 
d'une  sphère  de  rayon  k,  ayant  son  centre  sur  cette  parabole,  sera 

(a:  — û0*iv)»4-  (7— 2ae«')»-f-z*—  Af»iv*  =  o, 

et  Tanneau  parabolique  sera  Tenveloppe  de  cette  sphère.  La  réci- 
proque de  Tanneau  se  trouve  en  cherchant  d'abord  la  réciproque  de 
la  sphère 

puis  l 'enveloppe  de  cette  réciproque,  qui  est 

Cette  équation  est  celle  de  la  surface  du  6*  degré,  qui  est  la  réci- 
proque de  l'anneau  parabolique.  Cet  anneau  est  une  surface  du 
6*  ordre. 


Paris.  Lundrcs,  chcx  Lonfjman»  et  C*,  PalernoUer  Row.  On  donne  chaque  année  quatrp 
livraisons  in-8o  do  6  feuilles,  dont  le  prii  est  de  5  shillings  (6'^c,i5).  Fonde  en  iH3<). 
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Frost  (Andrew).  —  Solution  générale  du  problème  des  quinze  éco- 
lier es. 

D  s*a^t  ici  d*un  problème  d'analyse  combinatoire ,  d'arrange- 
ments par  groupes  de  trois  sans  répétition  des  mômes  couples. 

Besant  (W.-H.).  —  Tfotei  mathématiques. 
I.  Sur  un  problème  de  dynamique. 
U.  Sur  l'aberration. 
in.  Formule  relative  aux  glîssettes. 
IV.  Sur  une  propriété  des  lignes  pédales. 

RoBERTs  (Samuel).  —  Tiote  sur  un  évectant  binaire. 

Frost  (Percival). —  Sur  la  théorie  du  solénoïde  d'Ampère. 
L'auteur  s'est  cfibrcé  de  simplifier  la  démonstration  des  formules 
connues. 

HoRNER  (Joseph).  —  Sur  le  calcul  des  carrés  magiques. 

WoLSTEWHOLME  (Jobn).  —  Sur  V  article  concernant  les  porismes 
{Quart.  Joum.^  n°  30). 

Walton  (W.).  —  Sur  la  pression  que  supporte  un  point  fixe  au- 
tour  duquel  tourne  un  corps  solide  invariablement  lié  à  ce  point. 

La  pression  cherchée  est  de  la  forme  a  -h  6  (  —  )  >  en  désignant 

par  tù  la  vitesse  angulaire  du  corps  autour  de  l'axe'  instantané,  et 
par  p  la  portion  de  l'axe  instantané  interceptée  par  une  certaine  sur- 
face du  second  degré  qui  fait  partie  du  corps  solide. 

WoLFF  (  J.-F.).  —  Note  sur  la  proposition  7  du  VP  livre  d^Euclide, 

Frost  (Pr).  —  Théorème  relatif  à  V action  qu'un  courant  lancé 
dans  une  hélice,  qui  enveloppe  un  cylindre  de  forme  quelconque,  exerce 
sur  le  pôle  d'un  aimant. 

Jeffery  (Henry).  —  Sur  les  développées  de  courbes  du  3*  degré. 

Cayley  (A.).  —  Sur  une  relation  qui  existe  entre  deux  cercles. 

Le  lieu  géométrique  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  deux  cercles 
donnés  quatre  tangentes,  qui  forment  un  faisceau  harmonique,  est 
une  section  conique  qui  passe  par  les  huit  points  de  contact  des  tan- 
gentes communes  aux  deux  cercles.  Cette  conique  peut  se  réduire  à 
deux  droites  ^  il  faut  pour  cela  que  les  rayons  c,  c'  et  la  distance  des 
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centres  d  satisfassent  à  la  relation 

Considérons  maintenant  le  point  d'intersection  P^  des  polaires 
d'un  point  P  par  rapport  à  deux  coniques  données.  Si  P  décrit  une 
droite,  P'  décrira  une  conique  qui  passe  par  les  trois  points  conjugués 
des  coniques  données,  et  si  la  droite  P  passe  par  Tun  de  ces  points 
conjugués,  la  conique  P'  se  réduit  à  deux  droites  dont  la  première 
passe  par  le  môme  point  conjugué,  la  seconde  étant  la  droite  fixe  qui 
joint  les  deux  autres  points  conjugués.  Ainsi,  quand  le  lieu  de  P  est 
une  droite  qui  passe  par  un  point  conjugué,  le  lieu  de  P'  est  une 
autre  droite  qui  passe  par  le  même  point. 

Quelle  est  la  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que  les  deux 
droites  dont  il  a  été  question  plus  haut  soient  des  lieux  géomé- 
triques de  l'espèce  qui  vient  d'être  définie?  Il  faut  pour  cela  que  leur 
point  d'intersection  soit  un  point  conjugué  des  deux  cercles,  ce  qui 
donne  la  condition 

les  deux  cercles  sont  égaux  et  se  touchent.  Les  deux  droites  en  ques- 
tion se  coupent  alors  à  angles  droits  et  passent  par  le  point  de  con- 
tact des  deux  cercles. 

Cayley  (A.).  —  Sur  le  porisme  relatif  au  polygone  inscrit  et  cir- 
conscrit  et  à  la  correspondance  réciproque  des  couples  de  points  sur  une 
conique, 

Walton  (W.). —  Note  sur  les  courbes  rhiziques. 

Soit  f{x)  une  fonction  entière  de  la  variable  complexe  x,  et 

posons 

j:  =  a  H-  iV; 
nous  aurons 

/(x)  =  P  +  /Q, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  des  variables  réelles  u,  v.  L'auteur  appi»lle 
courbes  rhiziques  les  deux  courbes  P  =  o,  Q  =  o,  à  cause  du  rap|>ort 
qu'elles  offrent  avec  les  racines  de  l'équation/ (a:)  =  o.  U  démontre 
que  ces  courbes  se  coupent  h  angles  droits^  etc. 

N°  42,  novembre  1870. 

Cayley  (A.).  —  Sur  un  problème  d* élimination. 
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Soient  les  quatre  formes 

U=(a,...î:r,  Xf  ^)^    V  =  (6,.  .  .J^r,  y,  zf; 

il  s'agit  de  trouver  la  forme  de  relation  qui  doit  exister  entre  les 
quatre  systèmes  de  coefficients  pour  qu'il  existe  dans  le  faisceau 

XP-4-^Q  =  o 

une  courbe  qui  passe  par  deux  des  points  d'intersection  des  courbes 
U  =  o,  V  =  o. 

RouTH  (£.- J.).  —  Équilibre  d'un  corps  pesant  et  rugueux  reposant 
sur  un  autre  corps  de  même  nature. 

RovTH  (E.-J.).  —  Moment  d'inertie  d'un  quadrilatère. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  du  4*  degré  (ït-ïU,  V,  W)*  =  o. 
(Suite.) 

L'éminent  géomètre  considère  ici  une  surface  étudiée  par  M.  de  la 
Goumerie,  en  i863. 

Waltow  (W.).  —  Sur  les  axes  de  traction  et  de  percussion. 

Lorsqu'un  corps  solide  tourne  autour  d'un  point  fîxe^  la  pression 
supportée  par  ce  point  fait  généralement  un  certain  angle  avec  l'axe 
de  rotation  instantané.  L'auteur  étudie  deux  cas  particuliers  :  celui 
où  la  pression  coïncide  avec  l'axe  instantané  et  celui  où  elle  est  per- 
pendiculaire à  cet  axe.  Dans  le  premier  cas,  il  donne  à  l'axe  instan- 
tané le  nom  d'axe  de  traction  {axis  of  lug)\  dans  le  second,  celui 
d'axe  de  percussion  [axis  of  kik).  Il  examine  les  conditions  que  rem- 
plissent ces  axes. 

HoRNER  (J.). —  Sur  V algèbre  des  carrés  magiques. 

Frost  (P.). —  Théorie  de  V électro-dynamique. 

Jeffery  (H.).  —  Sur  les  développées  des  courbes  du  S**  degré,  (Suite.) 

CocKLE  (sir  James).  —  «Sur  le  mouvement  des  fluides.  (Suite.) 

Walton  (W.).  —  Démonstration  d*une  propriété  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Si  l'on  po.se 

x  =  COS0COS9,    /=  sindsinçy 
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réqualîon  (liflTércnticlle 

de        do 

-4-    — I.  =  O 

peut  se  ramener  à  la  forme 

et  en  faisant 

d)r=pdx9     I  — Ar*  =  /rî, 
on  aura 

Cette  équation  appartient  au  type  étudié  par  Clairaut;  pour  l'inté- 
grer, il  suffit  d'y  considérer  p  comme  une  constante,  et  si  nous  dési- 

I     .1    . 
gnons  cette  constante  par  -^»  il  vient 

C'est  le  théorème  sur  l'addition  des  arguments,  car  l'intégration 

directe  donne 

F(0)-f.F(<p)  =  F(fx). 

W ALTON  (  W.).  —  Démonstration  de  V existence  d'une  racine  de  toute 
équation, 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  développées  et  les  courbes  parallèles. 

N°  43,  avril  1871. 

Waltojc  (W.). —  Sur  les  asymptotes  étoilées  des  courbes  rhiziques. 

Les  asymptotes  de  chacune  de  ces  courbes  rayonnent  d'un  centre 
commun  et  divisent  l'espace  en  angles  égaux,  comme  les  raies  d*une 
roue. 

Le  centre  des  asymptotes  d'une  courbe  rhizique  coïncide  avec  le 
centre  analogue  de  la  courbe  conjuguée. 

Besant  (W.-H).  —  Les  équations  d'Euler  déduites  de  celles  de  La^ 
grange. 

Il  s'agit  des  équations  diiTérentielles  de  la  rotation  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe. 

Ball  (R.-S.).  —  Les  petites  oscillations  d'un  point  matériel  et  celles 
d'un  corps  solide. 

L'auteur  a  combiné  la  méthode  de  Lagrange  avec  certains  théo- 
rèmes de  cinématique^  dus  à  M.  Chasles,  et  il  est  arrivé  a  une  série 
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de  propositions  qu'il  se  borne  à  énoncer,  la  démonstration  ayant  été 
fournie  ailleurs. 

WoLSTENHOLME  (  J.). —  Sur  les  courbcs  osculalrices. 

Cayley  (A.).  —  Un  exemple  de  discriminant  spécial. 
Si  les  coefficients  (a,. . .)  de  la  courbe 

{a,...lx,  X,  z)r  =  o 

sont  tels  que  cette  courbe  ait  des  nœuds  ou  points  doubles,  le  discri- 
minant de  la  forme  générale  (  i^  J x,  y,  zY  s'évanouit  identiquement 
par  la  substitution  des  coefficients  particuliers  (a^-O*  ^^  courbe 
particulière  dont  il  s'agit  a  néanmoins  un  discriminant  spécial  qu'on 
ne  peut  pas  déduire  du  discriminant  général,  et  dont  la  réduction  à 
zéro  exprime  la  condition  que  la  courbe  possède  un  nœud  de  plus. 
M.  Cayley  donne  un  exemple  relatif  à  une  courbe  du  4^  degré. 

HoEiiEa  (J.). —  Algèbre  des  carrés  magiques.  (Suite.) 

Jeftert  (H.).  —  Sur  les  conictitdes  concycliques. 
Une  série  de  théorèmes  sur  les  surfaces  concycliques  du  second 
degré. 

Cayley  (A.).  —  Sur  Venveloppe  d'une  certaine  surface  du  second 

degré. 

n  s'agit  de  trouver  l'enveloppe  de  la  surface 

ax*  -t-  by^-h  cz*  -f-  rfiv'  =  o 

dont  les  coefficients  variables  a,  6,  c,  d  doivent  satisfaire  aux  deux 

relations 

aa*  -f-  6p*  -I-  cy^  4-  di^  =  o, 

n»        (1»        r'        s^ 
a        0        c       a 

^       M.  Cayley  trouve  une  équation  du  degré  24,  quoiqu'il  puisse  dé- 
montrer à  priori  qu'elle  doit  se  réduire  au  degré  12. 

Cayley  (A.).  —  Tables  des  formes  binaires  du  3*  degré  qui  ont  pour 
déterminants  les  nombres  négatifs  multiples  de  4  depuis  — 4  jusqu'à 
—  400^  ceiLx:  de  la  forme  — 4^^-+- *  depuis  — 3  jusqu'à  — gg-^  enfin 
les  nombres  — 972,  —  1228,  — 1336,  —  i836,  — 2700. 

Walton  (W.).  —  Sur  la  transformation  des  deux  équations  simul- 

Bull,  des  Sciences  mnthétn,  et  astron.^  1.  II.  (Septembre  1871.)  18 
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tan(k*s 

a{b  —  c)       b(c  —  a)       c(a  —  6) 

' Â S •"  '  =  O. 

a  —  a  o  —  p  c— y 

Glaiscer  (J.-W.-L.).  —  Sur  l'équation  de  Riccali. 

W ALTON  (W.).  —  Sur  la  courbure  des  courbes  rhiziques  aujr  points 
multiples, 

Cayley  (A.).  —  Remarque  sur  le  calcul  de  logique,  . 

Il  s'agit  de  la  manière  dont  Boole  a  formulé  le  syllogisme  en  1848. 

Cayley  (A.).  —  Sur  Vinversion  d'une  surface  du  second  degré. 

R.  R. 
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1869-70.  —  In-8**. 

Thomson  (sir  William).  —  Sur  les  forces  qui  agissent  sur  les  so- 
lides  plongés  dans  un  liquide  en  mouvement.  (4  p*) 

Thomson  (sir  William).  —  Sur  l'équilibre  de  la  vapeur  contre  la 
surface  courbe  d'un  liquide,  (5  p.) 

Tait.  —   Sur  le  flux  d'électricité  sur  les  surfaces  conductrices, 

(ao  p.) 

Tait.  —  Sur  le  mouvement  permanent  d'un  fluide  incompressible 
parfait  dam  deux  dimensions,  (i  p.) 

Tait.  —  Sur  le  mouvement  le  plus  général  d'un  fluide  incompres- 
sible  parfait,  (2  p.) 

Application  des  quatemions  à  l'étude  du  mouvement  d'un  fluide, 
en  vue  surtout  du  cas  des  tourbillons. 

Tait.  —  Notes  mathématiques. 
I®  De  l'équation 

^x=  {x  -f-i)»  — (^—  i)% 

écrite  sous  la  forme 

^.^rx(x^4-.)j_rx(.r^-.)j'^ 


f 
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on  conclut  que  tout  cube  est  la  différence  de  deux  carrés,  dont  Tun 
au  moins  est  divisible  par  9. 
2*>  Si 

alors 

(pc"  -4-  z^y  />  -f-  (  j:»  —  /»)*  z»  =  (z*  -f-  /*)*  x\ 

ce  qui  prouve  l'impossibilité  de  trouver  deux  entiers  dont  la  somme 
des  cubes  soit  un  cube. 

Sasg  (E.).  —  Remarquée  mr  les  théories  de  V action  capillaire,  (a  p.) 

Smith  (W.  R.).  —  Note  sur  la  théorie  du  professeur  Bain  concer- 
nant la  i*  proposition  du  F"  Livre  d*Euclide.  (3p.) 

M.  Bain,  partant  de  Tidée  de  M.  Stuart  Mill,  que  toute  démonstra- 
tion non  fondée  sur  une  déduction  syllogistique  se  rattachant  aux 
définitions  n'est  autre  chose  qu'une  expérience,  en  conclut  que  la 
démonstration  donnée  par  Euclide  de  l'égalité  de  deux  triangles  qui 
ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  n'est  en  réalité  qu'une 
induction,  ni  plus  ni  moins  qu'une  conclusion  tirée  d'une  expérience 
de  physique.  Les  partisans  de  cette  doctrine  oublient  Ja  différence  fon- 
damentale qui  existe  entre  ces  deux  sortes  d'expérience.  Nous  ne  con- 
naissons sur  la  constitution  des  corps  que  ce  que  l'expérience  nous 
révèle,  et  c'est  seulement  par  induction  que  nous  pouvons  en  déduire 
des  lois  générales.  Une  figure  de  géométrie,  au  contraire,  est  comme 
une  création  de  notre  intelligence  ;  si  notre  conception  de  cette  figure 
reste  identique,  ses  propriétés  resteront  nécessairement  identiques, 
et  il  suffira  d'une  seule  expérience  pour  nous  la  faire  connaître  dé- 
monstrativement.  Cette  expérience  se  fait  par  l'intuition,  qui  seule 
peut  nous  montrer  les  conceptions  abstraites  de  la  géométrie,  et  pour 
laquelle  les  représentations  matérielles  ne  sont  que  de  grossiers  auxi- 
liaires. 

Lbitch  (W.).  —  Moyen  simple  de  déterminer  approximativement  la 
longueur  d'onde  de  la  lumière.  (11  p.) 

Tait.  —  Note  sur  les  équations  linéaires  aux  différentielles  par- 
tielles, (a  p.) 

Application  des  quatemions  à  rihtégratioii  de  ces  équations. 


18. 
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COMPTES  RENDUS  hebdomadaires   des   séahces  de   l'Académie 

DES  Sciences. 

T.  LXXJI(*). 

NO '24.  Séaacedi  I9jiiil871. 

UorssiNESQ  (J.).  —  Théorie  de  V intumescence  liquide  appelée  onde 
solitaire  ou  de  translation,  9e  propageant  dont  un  canal  rectangulaire. 

iM.  Boussinesq  se  propose  d*établir  théoriqaement  les  lois  des 
ondes  observées  par  J.  Scott  Russel  kl  par  M.  Bazin  dans  des  canaux 
rectangulaires,  sensiblement  horizontaux  et  de  longueur  indéfinie, 
contenant  un  liquide  de  profondeur  constante,  et  aussi  la  formule 
que  M.  Bazin  a  déduite  de  ses  expériences  (Savante  étranger i,  t.  XIX, 
et  Rapport  de  M.  Clapeyron,  Compte  rendu,  lo  août  i863),  pour  cal- 
culer la  vitesse  d'un  courant  de  débit  constant,  propagé  dans  le  même 
liquide. 

Creux  (A.).  —  Sur  V aurore  boréale  du  9  avril  1871,  observée  é 
Angers.  —  Sur  la  lumière  zodiacale  observée  à  Angers  le  19  février 

1871. 

Briffalt.  (A.)  —  Sur  un  bolide  observé  à  Tours  le  17  mars  1871 . 

Sagols.  —  Sur  un  bolide  observé  au  sémaphore  du  cap  Sicié  le 
\  4  juin  1871. 

N^'  25.  Sémce  U  26  jiii  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  diamètres  des  courbes  géométriques. 

M.  Chasles  s'occupe  des  diamètres  d'une  courbe  d'ordre  m  et 
énonce,  a  l'occasion  de  ces  droites,  de  nombreuses  propositions  qu'il 
obtient  encore  par  l'application  du  principe  de  correspondance. 

a  Newton,  dans  son  Énumération  des  courbes  du  3*  ordre,  a  fait 
connailn»  et  a  appelé  diamètre  d'une  courbe  ime  certaine  droite, 
qui  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  (ou  centres  des  moyennes  dis- 
tances) des  points  dans  lesquels  une  série  de  droites  parallèles  ren- 
contre la  courbe. 

»  Cette  belle  propriété  des  courbes  géométriques  parait  être  la 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  Il,  p. 'i'|i. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  277 

première  que  l'on  ait  connue.  Newlon  la  présentait  comme  une  gé- 
Déralisation,  ainsi  que  celle  du  rapport  constant  des  produits  des 
segments  faits  sur  deux  transversales  parallèles  à  deux  axes  fixes, 
des  propriétés  des  sections  coniques.  Elles  étaient  susceptibles  elles- 
mêmes  d'une  certaine  généralisation,  qu'on  obtient  par  une  simple 
perspective,  dans  laquelle  les  droites  parallèles  deviennent  des  droites 
cancourantes  en  un  même  point.  Le  théorème  des  diamètres  conduit 
ainsi,  comme  Ta  fait  remarquer  M.  Poncelet  ('),  au  beau  théorème 
de  Côtes,  démontré  par  Maclaurin,  savoir  que,  «  si  sur  des  transver- 
»  sales  partant  d'un  point  fixe  on  prend  les  centres  des  moyennes 
n  harmoniques  des  points  d'intersection  de  ces  droites  et  d'une 
»  com'be  géométrique,  le  lieu  de  ces  points  est  une  droite  ('),  » 
droite  que  l'on  a  appelée  depuis  axe  harmonique  du  point  fixe. 

n  On  s'est  fort  peu  occupé  jusqu'ici  de  la  conception  des  diamèire$ 
«le  Newton,  dont  on  ne  trouve  peut-être  quelques  propriétés  que 
dans  un  Mémoire  de  Steiner.  Bien  que  le  théorème  de  Côtes  n'ait  pas 
été  non  plus  le  sujet  de  recherches  spéciales,  il  intervient  dans  la 
belle  théorie  àes  polaire»  des  courbes  de  Bobillier  ('),  où  il  prend 
une  importance  réelle  par  son  association  avec  la  courbe  même  que 
Ton  appelle  Xsipolaire  d'une  courbe  donnée  U.  Que  celle-ci  soit  d'ordre 
flin  la  polaire  est  ime  courbe  d'ordre  (m  —  i)  qui  passe  par  les  points 
de  contact  des  m  [m  —  i)  tangentes  de  U  qu'on  peut  mener  par  un 
point  fixe.  Ce  point  est  dit  le  pôle  de  la  polaire.  Bobillier  considère  la 
polaire  de  la  courbe  d'ordre  (m —  i),  laquelle  est  d'ordre  m — 2; 
puis  la  polaire  de  celle-ci,  et  ainsi  de  suite,  et  arrive  h  une  conique 
dont  la  polaire  est  ime  droite.  Cette  droite  est  précisément  Y  axe  har- 
9^mique  du  point  fixe,  relatif  à  la  courbe  d'ordre  m.  Un  théorème 
général  fort  important,  concernant  deux  quelconques  des  polaires 
successives  (^),  renferme  en  particulier  cette  double  proposition, 
relative  k  la  première  polaire  d'une  courbe  et  à  la  dernière,  c'est-à- 
dire  à  Vaxe  harmonique  : 

9  La  polaire  d'un  point  P  est  le  lieu  des  points  dont  les  axes  hanno- 
niquei  passent  par  ce  point  P. 


('  )  Mémoires  sur  les  centres  des  moyennes  hannonh/tws;  voir  Journal  ilc  Crcllvy  t.  3. 
(  •  )  Maclavai!!,  Traité  des  courbes  géométriques, 

\')  Voir  Annales  de  Mathémattijucs  de  Gcrgouiie,  t.  XVIII.    18J7-1828,    p.  8«),    IJ7 
j33,  et  t.  XIX,  p.  io(s  i38,  3o.>. 
M  Ihid.,  t.  XIX.  p.  Soî-^o; 
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)>  Et  réciproquement  :  L<ixe  harmonique  d^un  pami  e$i  U  lieu  ée$ 
points  dont  ks  polaires  passent  par  le  point. 

»  Cette  double  propriété  des  axes  harmoniques  est  la  clef  de  cette 
théorie.  Ainsi  Ton  conclut  immédiatement  du  second  énoncé  que  : 
Une  droite,  considérée  comme  axe  harmonique^  a{m  —  i)*  pôles,  qui 
sont  les  points  d'intersection  des  polaires  de  deux  painii  de  ta  droite;  ei^ 
par  suite,  que  ces  (m  —  i)'  points  appartiennent  aux  polaires  de 
tous  les  autres  points  de  la  droite;  que  ces  polairei  formeni  éome  ues 
faisceau  d'ordre  (m  —  i)  ;  d'où  se  conclut  aussi  que  a  (m  —  ^)  de  ee$ 
polaires  sont  tangentes  à  une  droite  quelconque  :  proposition  fort  utile, 
et  de  laquelle  dérive  aussi  cette  propriété  fondamentale  de  la  théo- 
\  rie  des  axes  harmoniques,  savoir  que  : 

»  La  courbe  enveloppe  des  axes  harmoniques  des  points  d'une  droite  D 
est  de  la  classe  (m  —  i). 

»  C'est-à-dire  que  [m  —  i  )  axes  harmoniques  passent  par  un  même 
point  I.  En  effet,  les  axes  qui  passent  par  ce  point  ont  leurs  pAles 
sur  la  polaire  du  point  I;  or  cette  polaire,  d'ordre  m  —  i ,  a  (m  —  i) 
points  sur  la  droite  D;  ce  sont  les  pôles  des  (m  —  i)  axes  harmo- 
niques passant  par  le  point  I. 

)>  On  reconnaît  aussi  que  cette  courbe  de  la  classe  (m  —  i)  est  de 
l'ordre  2(111 — 2),  c'est-à-dire  qu'elle  a  2(m  —  2)  points  sur  une 
droite  quelconque  L.  En  effet,  un  point  de  la  courbe  est  l'intersec- 
tion des  axes  harmoniques  de  deux  points  infiniment  voisins  a,  a'  de 
la  droite  D.  Ce  point  d'intersection  est  le  pôle  d'tme  polaire  passant 
par  les  deux  points  a,  a\  et  conséquemment  tangente  à  la  droite  D 
en  a.  Mais  les  polaires  de  tous  les  points  de  la  droite  forment  un 
faisceau  d'ordre  (m  —  i);  il  y  en  a  donc  2  (m — 2)  qui  sont  tan- 
gentes à  la  droite  D.  Or  les  axes  harmoniques  des  2  (m —  2)  points 
de  contact  sont  tangents  à  leur  coiu'be  enveloppe  aux  points  où  ils 
coupent  la  droite  L  *,  ce  qui  démontre  que  la  courbe  est  de  Tordre 
2(m  —  2). 

»  Steincr,  dans  un  travail  fort  étendu,  concernant  les  courbes  al- 
gébriques et  leurs  transversales  rectilignes,  dont  l'analyse  a  été  com- 
muniquée à  l'Académie  de  Berlin,  en  mai  i85i  (*),  a  considéré  les 
diamètres  de  Newton,  et  en  fait  connaître  quelques  propriétés.  On  y 

(')  Voir  Journal  de  MathématiqueSt  de  Crelle,  t.  49,  p.  7-106;  i8ô.^.  Une  traduction, 
duo  au  re|p«tté  M.  Woepcke,  arait  déjà  paru  dans  le  Journal  Je  Mathémaeiqmes,  de 
M.  Uouville,  t.  XVIIl,  p.  3i>356:  i853. 
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trouve  notamment  la  classe  et  Tordre  de  la  courbe  enveloppe  de  ces 
diamètres,  et  deux  théorèmes  que  j'indiquerai  parmi  ceux  qui  font  le 
sujet  de  ma  Communicaiion.  J'ignore  si  les  démonstrations  du  beau 
Mémoire  de  Steincr  ont  été  publiées  depuis  sa  mort,  et  si  d'autres 
géomètres  se  sont  occupés  aussi  de  cette  théorie  des  diamètres. 

»  C'est  par  le  principe  de  correspondance  que  je  démontre  toutes 
les  propositions  qui  vont  suivre,  et  que  je  réunis  ici  comme  nouvel 
exemple  des  applications  si  variées  de  ce  mode  de  raisonnement.  » 

Les  théorèmes  énoncés  sont  répartis  sous  les  titres  suivants  : 
S  I.  Où  l'on  considère  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent 
anharmoniquement  sur  les  droites  de  l'infini^  §  II.  Où  Ton  considère 
les  points  de  rencontre  des  diamètres  et  de  la  courbe  U,».  §  III.  Où 
l'on  considère  les  tangentes  et  les  normales  de  la  courbe  U^.  §  IV. 
Où  l'on  considère  une  courbe  U^»,  en  rapport  avec  les  diamètres  de» 
la  courbe  V^.  §  V.  Diamètre  d'unç  courbe  U«  en  relation  avec  une 
courbe  unicursale  U^'. 

Sbcchi  (Le  P.).  —  Sur  les  relations  qui  existent^  dans  le  Soleil j  entre 
les  facules,  les  protubérances  et  la  couronne. 

Roger  (E.).  —  Théorie  des  phénomènes  capillaires.  Deuxième  Mé- 
moire. 

JoEDAïf  (C).  —  Théorèmes  sur  les  groupes  primitifs. 

Les  principales  difficultés  de  la  théorie  des  substitutions  se  ren- 
contrent dans  la  recherche  des  groupes  primitifs.  Les  propriétés  gé- 
nérales de  ces  groupes  méritent  donc  une  attention  spéciale  ;  mais 
on  n'en  connaît  qu'un  petit  nombre.  M.  Jordan  montre  que  plusieurs 
des  théorèmes  connus  sont  susceptibles  d'être  considérablement  gé- 
néralisés. L.  P. 


■  O— i 


MÉLANGES. 

SDB  UNE  PROPRIÉTÉ  DE  L'HVPERBOLOIDE  DE  RÉVOLUTIOII  ; 

Par  m.  LAGUERRE. 

I .   M.  Bertrand  a  démontré  depuis  longtemps  que  les  normales 
principales  d'une  ligue  à  double  courbure  donnée  ne  peuvent  être 
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les  normales  principales  d'une  autre  ligne  à  double  courbure,  à 
moins  qu'il  n'existe  une  relation  linéaire  entre  les  deux  courbures 
de  la  courbe  donnée. 

Les  courbes  gauches,  qui  jouissent  de  cette  remarquable  propriétés 
se  présentent  d'elles-mêmes  quand  on  étudie  la  déformation  des  sur- 
faces gauches. 

Considérons  une  surface  gauche  ^  il  est  commode  dans  un  grand 
nombre  de  questions  de  déterminer  chaque  point  de  la  surface  par 
sa  position  sur  la  génératrice  rectiligne  qui  le  contient,  cette  généra- 
trice étant  elle-même  déterminée  par  le  point  où  elle  rencontre  la 
ligne  de  striction  et  les  angles  qu'elle  fait  avec  cette  ligne. 

Les  formules  propres  à  ce  système  de  coordonnées  s'établissent  Ida- 
médiatement.  Je  transcrirai  seulement  les  suivantes. 

Appelons  : 

a  la  longueur  de  l'arc  de  la  ligne  de  striction  compris  entre 
une  origine  arbitraire  fixe  et  le  point  m,  où  la  génératrice 
coupe  cette  ligne  ; 

p  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  de  striction  au  point  m  \ 

7  son  rayon  de  torsion  en  ce  point; 

fA  l'angle  que  fait  la  génératrice  considérée  avec  la  tangente  à 
la  ligne  de  striction  \ 

0  l'angle  que  fait  la  normale  principale  au  point  m  à  la  ligne  de 
striction  avec  la  droite  menée  perpendiculairement  à  la  géné- 
ratrice dans  le  plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point; 

dE  l'angle  infiniment  petit  de  deux  génératrices  consécutives. 

Posons,  en  outre,  pour  abréger, 

rfE  ____  sino) 

On  a,  entre  ces  diverses  quantités,  les  deux  relations  suivantes  : 

,  ,  rff.)       sinô 

(l)  -7- H o, 

i       i       dO        cosô    I 

(a)  y4--  =  -J-H 

^    '  A        r       ac       laiigco  p 

%   Supposons  maintenant  que  l'on  déforme  la  surface  de  façon 
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que  les  génératrices  rectilignes  demeurent  des  droites  ;  la  surface 
donnée  se  transforme  en  une  autre  surface  gauche  dont  la  ligne  de 
striction  est  la  transformée  de  la  ligne  de  striction  de  la  surface  pri- 
mitive. 

Les  quantités  (7,  co  et  ft  conservent  la  même  valeur  pendant  la  dé- 
formation; les  quantités  variables  0,  t  et  p  sont  liées  entre  elles  par 
les  équations  (i)  et  (a). 

On  peut  se  donner,  par  exemple,  arbitrairement  la  valeur  de  9  en 
fonction  de  a;  on  déduira  alors  des  relations  précédentes  les  valeurs 
de  |0  et  T  ;  la  recherche  de  la  nouvelle  ligne  de  striction  se  ramènera  à 
l'intégration  d'équations  aux  différences  ordinaires. 

Si  l'on  élimine  9  entre  les  équations  (i)  et  (a),  on  obtient  une 
équation  différentielle  entre  p,  r  et  ^  à  laquelle  doit  satisfaire  la 
ligne  de  striction,  quelle  que  soit  la  déformation  de  la  surface. 

3.  Supposons,  en  particulier,  que  la  surface  donnée  soit  un  hy- 
perboloïde  de  révolution  \  dans  ce  cas  <ù  elk  sont  des  quantités  con- 
stantes dont  la  valeur  détermine  complètement  la  surface. 

L'équation  (i)  donne  alors 

sind 
=  o- 

P 

Écartons  le  cas  où  Ton  aurait  |9  =  oo  ,  et  où,  par  conséquent,  la 
ligne  de  striction  serait  une  ligne  droite  ;  on  déduit  de  là 

sin6  =  o; 
l'équation  (i)  devient  alors 

(3)  x■^--  = 


k        z       IdiigGj   p 

Les  deux  coiu'bures  de  la  ligne  de  striction  sont  ainsi  liées  par  une 
relation  linéaire,  et  l'on  en  déduit  la  proposition  suivante  : 

De  quelque  fciçon  que  l'on  déforme  un  hyperboMde  de  révolution,  en 
conservant  la  rectitude  des  génératrices  la  courbe,  en  laqi^lle  se  trans- 
forme le  cercle  de  gorge  de  Vhyperboloide  jouit  de  la  propriété  qu'en 
chacun  de  ses  points  il  y  existe  une  relation  linéaire  entre  ses  deux  cour- 
bures. 


/ 


/ 


4 


/ 
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4.  Réciproquement,  étant  donnée  une  courbe  jouissant  de  cette 
propriété,  on  peut  mettre  la  relation  qui  existe  entre  Ic^  deux  cour- 
bures sous  la  forme  (3)  ^  les  constantes  o»  et  ft  détertninent  un  hjper- 
.  iboloïdc  \  et  Ton  peut  toujours  déformer  cet  hyperboloïde  de  façon 
que  son  cercle  de  gorge  se  transforme  en  la  coitrbe  donnée. 

La  recherche  des  surfaces  réglées  développables  stir  un  hyperbo- 
loïde de  révolution  est  donc  ramenée  à  la  solution  du  problème  sui- 
vant : 

Trouver  toutes  les  courbes  gauches  qui  jouissent  de  la  propriété 
signalée  par  M.  Bdnrand. 


NOTE  8VI  LA  FOUDU  BE  GOimn  ET  8DI  8M  iPPLKATWII  AU  CAlClil 

DES  PROBABILITÉS  BE  LA  VIE  lUIAME; 

Par  m.  Ch.  SDfON. 


En  Angleterre,  les  actuaires  ou  calculateurs  des  compagnies  d'as- 
surances sur  la  vie  font  un  fréquent  usage,  depuis  plusieurs  années, 
d'une  formule  qui  est  due  à  Benjamin  Gompertz  ('),  et  qui  a  pour 
objet  de  représenter,  au  moyen  de  deux  constantes  seidement,  la  loi 
de  la  mortalité  humaine  telle  qu'elle  résulte  de  l'observation^  du 
moins  pour  la  classe  de  personnes  qui  participe  habituellement  aux 
assurances. 

Gompertz  y  est  parvenu  par  des  considérations  physiologiques  qui 
nous  paraissent  singulièrement  hasardées.  U  suppose  que  chaque  in- 
dividu possède,  à  un  âge  donné,  im  certain  pouvoir  vital,  ou  un  cer- 
tain pouvoir  de  résister  aux  causes  de  mort  (c'est,  comme  on  voit, 
un  commentaire  assez  inattendu  d'un  aphorisme  célèbre  de  Bichat), 


(*)  Philosophical  Transactions,  i8a5.  On  the  nature  of  the  P une t ion  expressive  of 
the  law  of  human  Mortalitjr.  On  peut  lira  à  ce  tajet,  dant  le  t.  IX  du  Journal  of  tke 
Institute  ofActuaries  (1860-1S61),  une  curieuse  diicuMion  de  priorité  entra  M.  Edmonds, 
qui  réclame  pour  lui-même  Thonneur  de  la  découverte,  ou  tout  au  moins  le  mérite  d'y 
ètra  parvenu  par  une  voie  indépendante,  et  M.  de  Morgan  (décédé  en  mars  1871^  qui 
8*est  fait  le  défenseur  des  droits  de  Gomperta.  Nous  ne  connaissons  pas  assez  les  pièrrs 
du  procès  pour  nous  prononcer  personnellement;  mais  Topinion  publique,  en  Angle- 
tcrra,  parait  avoir  donné  gain  de  cause  à  M.  de  Morgan. 
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et  que  ce  pouvoir  diminue  à  chaque  instant  d'une  quantité  propor- 
tionnelle à  sa  valeur;  de  sorte  que  Tintensité  de  la  mortalité,  à 
l'âge  I,  peut  être  représentée  par  une  expression  de  la  forme  A  g',  A 
et  q  étant  des  constantes  à  déterminer  par  l'observation.  En  admet- 
tant ce  point  de  départ,  si  l'on  désigne  par  V  le  nombre  des  vivants, 
à  Tige  t^  d'une  table  donnée,  on  pourra  poser 


puis,  en  intégrant, 


rfV  =  -- VAç'rf/; 


Si  l'on  fait  e  *^  =  G,  et  si  l'on  détermine  la  constante  C  par  la  con- 
dition que  V  soit  égal  à  un  nombre  donné  Vo  pour  /  =  o,  en  laissant 
d'ailleurs  arbitraire  l'origine  du  temps  ou  l'âge  initial  de  la  table,  on 
aura  enfin 

(i)  V=:V.G<*'-'); 

telle  est  la  formule  que  nous  voulions  faire  connaître.  Au  moyen  de  va- 
leurs convenables  de  G  et  de  9,  elle  représente  assez  fidèlement,  dans 
des  limites  fort  étendues,  les  diverses  tables  de  mortalité  employées  en 
Angleterre  pour  les  diverses  catégories  de  têtes  assurées.  On  peut 
donc  l'accepter  comme  une  formule  empirique  et  approximative, 
sans  attacher  plus  d'importance  qu'il  ne  convient  à  la  théorie  sur  la- 
quelle son  auteur  a  cru  devoir  l'appuyer.  A  ce  titre,  elle  remplace 
avec  avantage  les  anciennes  formules  de  Moivre  et  de  Lambert^  elle 
parait  préférable  â  toutes  celles  qui  ont  été  essayées  depuis. 

Toutefois,  un  même  système  de  valeurs  de  G  et  de  9  ne  peut  pas 
servir  â  représenter  une  table  entière,  depuis  la  naissance  jusqu'à  la 
limite  extrême  de  l'existence.  Afin  de  déterminer  les  valeurs  de  ces 
constantes  pour  une  table  donnée,  il  convient  de  prendre  pour  V©  le 
nombre  des  vivants  de  cette  table  à  l'âge  de  dix  ou  de  douze  ans,  et 
de  compter  le  temps  I  â  partir  de  cet  âge,  sans  lui  attribuer  de  va- 
leurs négatives.  On  peut  alors  prendre  dans  la  table  les  nombres  V» 
et  Vt»  correspondants  k  t  =  n  et  â  <  =  211,  en  faisant  n  =  a5  ou  3o, 
et  l'on  a 

,    .  I  logV„  ~logVo  =  (9"-i)IogG, 

I   lOgV,.— IOgVo=:(î''~  l)l0gr.. 
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En  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  élimine  G, 
et  l'on  a,  pour  calculer  g, 

■"-logV.-IogV/ 

On  obtient  ensuite  G  au  moyen  de  Tune  des  deux  équations  (a).  Or, 
les  valeurs  de  G  et  de  9  varient  d'une  table  à  l'autre,  c'est-à-dire  avec 
les  diverses  catégories  de  tètes-,  mais  q  varie  beaucoup  moins  que  G, 
et  la  plupart  des  actuaires  anglais  regardent  q  comme  indépendant 
de  la  catégorie  de  tôtes  que  Ton  considère.  M.  Makeham,  qui  a  ac- 
quis une  grande  autorité  en  ces  matières,  adopte  la  valeur 

^=  I  fo8goa3. 

Cette  valeur  est  plus  grande  que  i ,  comme  on  devait  s'y  attendre.  Le 
coefficient  G,  au  contraire,  est  nécessairement  plus  petit  que  1  ;  car 
la  fonction  V  est  constamment  décroissante,  et  si  l'on  désigne  par  ci> 
la  limite  extrême  de  la  table,  on  doit  avoir  à  très-peu  près  G^^""*^  =  o. 
Sans  entrer  dans  une  discussion  de  faits  pour  laquelle  les  docu- 
ments nous  manquent,  nous  supposerons,  pom*  simplifier,  qu'on  ne 
considère  que  des  tètes  soumises  à  la  même  loi  de  mortalité,  et  nous 
nous  bornerons  à  faire  voir  comment  la  formule  (i),  si  on  la  regardait 
comme  suffisamment  établie,  non  par  la  théorie,  mais  par  l'expé- 
rience, pourrait  servir  à  résoudre  les  principales  difficultés  que  sou- 
lève le  calcul  des  probabilités  de  la  vie  humaine  et  des  assiu-ances 
sur  la  vie.  Nous  choisirons  pour  exemples  la  détermination  de  la  YÎe 
moyenne  ou  de  l'annuité  viagère  pour  plusieurs  tètes  et  le  problème 
de  survie,  c'est-à-dire  les  questions  dont  toutes  les  autres  dépendent. 
Les  Anglais  n'emploient  guère  la  formule  de  Gompertz  que  pour  cor- 
riger les  tables  de  mortalité,  en  faisant  disparaître  les  écarts  fortuits 
que  laissent  subsister  des  observations  trop  peu  nombreuses  ou  trop 
peu  comparables  ^  mais,  si  les  tables  sont  corrigées  d'après  la  formule, 
la  formule  peut  remplacer  les  tables. 

I.  Vie  moyenne  et  annuité  viagère.  —  Considérons  d'abord  une 
seule  tète  A,  actuellement  âgée  de  a,  l'âge  étant  compté  à  partir 
d'une  origine  arbitraire.  Le  nombre  des  vivants  à  l'âge  a  est,  par  la 
formule  (1), 

V.  =  V.G(f'-''; 
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et  à  Tàge  a-i-x 

Si  Ton  pose  G^  =  G^*,  on  aura 

et  Ton  voit  que  la  probabilité  -^^»  pour  une  tôte  de  Tàge  a,  d*at- 

teindre  Tàge  a  4-  x,  est  G^  .  D  en  résulte  que  si  Ton  désigne  par 
W^  la  vie  moyenne  de  cette  tête,  par  U^  la  valeur  actuelle  d'une  an- 
nuité viagère  de  i  franc  sur  la  même  tête,  et  par  r  l'intérêt  de  i  franc 
pour  un  an,  on  aura 


''•=éX"«'''" -••'-• 


Dans  cette  dernière  expression,  la  somme  S  s'étend  à  toutes  les  va- 
leurs entières  de  x^  depuis  i  inclusivement  jusqu'à  la  limite  d'exis- 
tence de  la  tète  A,  ou  jusqu'à  l'infini,  car  cela  revient  au  même.  On 
pourrait,  si  l'on  voulait,  transformer  cette  sonmie  en  intégrale,  soit 
par  la  formule  d'Euler,  soit  en  substituant  une  annuité  continue  à 
l'annuité  payable  par  termes  équidistants.  On  aurait  alors  à  calculer, 
pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  b),  les  tables  de  deux  in- 
tégrales définies  de  la  forme 


r  Gl'dx     et     r  Gl'e-^dx, 


où  h  est  une  constante  positive  qui  dépend  du  taux  de  l'intérêt.  Mais 
les  tables  ainsi  construites  n'offriraient  aucun  avantage  sur  les  tables 
usuelles  de  la  vie  moyenne  et  de  l'annuité  viagère  pour  une  tête. 
Quand  il  ne  s'agit  que  d'une  seule  tête,  la  méthode  usuelle  est  évi- 
demment préférable  à  l'emploi  d'une  formule  artificielle^  il  n'en  est 
plus  de  même  quand  on  considère  simultanément  plusieurs  têtes. 
Pour  deux  têtes  réunies,  la  méthode  usuelle  est  déjà  très-pénible; 
\fO\xT  plus  de  deux  têtes,  elle  conduit  à  des  calculs  tout  à  fait  impra- 
ticables. La  formule  de  Gompertz  permettrait  de  ramener,  dans  tous 
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les  cas,  les  problèmes  sur  plusieurs  tètes  aux  problèmes  sur  une 
seule  tète. 

En  effet,  soit  un  groupe  de  tètes  A,  B,  C,. . .  actuellement  âgées 
de  <z,  />,  c,. . .  années,  tous  les  âges  étant  comptés  à  partir  de  la  même 
origine  ;  et  soit 

G«  =  G»%    G6  =  Gt*,    Ge  =  G»',.... 

La  probabilité  que  ce  groupe  sidbsistera  au  bout  du  temps  x  aura 
pour  expression 


nrlG.GiG,)^»'-^. 


Considérons  une  tète  M,  dont  l'âge  m  sera  déterminé  par  la  formule 

et  soit  G«  =  G'^'".  La  probabilité  que  cette  tète  M  sera  vivante  au 

bout  du  temps  x  sera  G^,  \  et,  comme  G^  =  (G«G»Ge),  on  voit 
que  la  tète  M  et  le  groupe  ABC...  ont,  quel  que  soit  x,  la  même  pro- 
babilité de  subsister  au  bout  du  temps  x.  De  là  résulte  immédiate- 
ment : 

i^  Que  la  vie  moyenne  de  la  tète  M  est  égale  â  la  vie  moyenne  du 
groupe  ABC.... 

a^  Que  la  valeur  actuelle  d'une  annuité  viagère  sur  la  tète  M  est 
égale  â  la  valeur  actuelle  de  la  même  annuité  sur  les  tètes  réunies  A, 

D,  Vi, •  •  •  • 

Ainsi,  le  groupe  ABC. .  •  pourra  être  remplacé  par  la  tète  unique 
M,  dont  Tâge  sera  calculé  par  la  formule  (3). 

Nous  avons  supposé,  poiu*  plus  de  simplicité,  que  toutes  les  tètes 
considérées  appartenaient  â  la  même  catégorie,  ou  que  le  coefficient 
G  était  le  même  pour  toutes  ces  tètes  ;  il  est  facile  de  voir  comment 
il  faudrait  modifier  le  calcul  de  \àgt  moyen  m,  si  G  variait  d'une  tète 
â  l'autre,  pourvu  toutefois  que  l'exposant  q  restât  constant. 

n.  Problème  de  eurvie,  —  Bornons-nous  d'abord  â  considérer  deux 
tètes  A  et  B,  âgées  actuellement  de  a  et  de  fr  années^  et  proposons- 
nous  de  calculer  la  probabilité  P«^  que  A  meure  avant  B^  ou  bien  la 
probabilité  contraire  P^  que  B  meure  avant  A. 


"^  a>  .  Jï. 
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En  conservant  les  notations  précédentes,  on  aura 

La  probabilité  que  A  meure  entre  Tàge  a-h  Jr  et  Tàge  a  -h  ot  -h  dx 
est 

_  1^  =  _  LG.  LqGf~'^q'dx. 

La  probabilité  que  la  tète  6  soit  vivante  à  cette  époque  est  G^,        .  Ou 
conclut  de  là 

et,  par  suite,  en  observant  que  (G^G*)^^"*^  est  égal  à  zéro  pour 
X  =  00  ,  et  à  I  pour  x  =  o, 

•*"^LG.-hLG/ 
La  probabilité  contraire  a  pour  expression 

LG* 


P6o  = 


LG.  -f-  LGa 


Si  le  coefficient  G,  dont  dépendent  G^  et  G»,  a  la  même  valciu*  pour 
les  deux  tètes,  ces  formules  deviennent 


P.  =  -2^ 2^ 


7"  -f-  ç*       i  -\-  q 


•-« 


» 


^    r    _     ^     . 


q»-^  qo       i-^  q' 

et  Ton  voit  que,  dans  cette  hypothèse,  les  probabilités  P«*  et  P^a  ne 
dépendent  que  de  la  différence  a  —  b  des  âges  des  deux  tètes. 

Soient  maintenant  trois  tètes  A,  6,  G,  âgées  actuellement  de  a,  fr, 
c  années.  On  calculera  d'abord  les  probabilités  P^^?  P«cî  Pa*»  rela- 
tives à  ces  tètes  considérées  deux  à  deux  (ces  trois  fractions  sont, 
d'ailleurs,  liées  entre  elles  par  une  relation  évidente),  et  Ton  en  dé- 
duira les  probabilités  relatives  aux  trois  tètes  considérées  simidtané- 
ment.  Si  l'on  veut  avoir,  par  exemple,  la  probabilité  Pa^ct  que  ces 


288  BULLETIN  DES  SCIENCES 

trois  tètes  s'éteindront  dans  un  ordre  déterminé,  A,  B,  C,  on  trou< 
vera,  par  les  méthodes  ordinaires  du  calcul  des  probabilités, 


P.4-f-P«— P^XP- 


La  probabilité  que  la  tète  A  s'éteindra  la  première,  quel  que  soit 
l'ordre  des  décès  des  deux  autres,  serait 

P.*c-f-P«*=  P-*XP- 


P.*-4-Pt— PipéXP^' 


et  la  probabilité  que  la  tète  C  s'éteindra  la  dernière  aurait  pour  ex- 
pression 

I  —  P«-<-l  —  P*r 


P^e -f-  P«.e  =  P«c  X  P*.  X 


I-P.«XP*r 


Ces  résultats  s'étendraient  facilement  à  un  nombre  quelconque  de 
tètes,  mais  nous  ne  développerons  pas  davantage  ce  sujet.  Nous 
avons  voulu  seulement  appeler  l'attention  des  lecteurs  de  ce  BulkHm 
sur  une  formule,  peu  connue  en  France,  qui  pourrait  donner  lien  a 
beaucoup  d'applications  intéressantes,  si  elle  était  suffisanunent  con- 
trôlée par  l'observation  (*). 


(')  On  lit  dans  les  Proceedings  de  Ia  Société  MAthémAtique  de  Londres,  i.  1, 
Annuelle  :  «  The  Society  had  lott  two  of  its  memben  by  death  namely  :  M. 
GoMFBATz  F.  R.  S.,  F.  R.  A.  S.,  an  eminent  mathematician,  and  especially  well  knova 
for  the  discovery  of  an  important  formala  with  respect  to  the  law  of  mortality.  » 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

SCHULENBURG  (A.  von  dee).  —  Die  GLEicHUNCEir  der  drei 
ERSTEN  Grade  (*).  Altona,  187 15  Verlagsburcau ;  în-8,  142  p. 
Prix  :  4  fr. 

L'auteur  de  ce  petît  Traité  annonce  que  son  but  est  de  publier  les 
résultats  nouveaux  et  importants  qu'il  a  trouvés  dans  Tétude  des 
équations.  D  se  borne  pour  le  moment  aux  trois  premiers  degrés,  et, 
s*îl  publie  ses  recherches,  c'est  uniquement,  dit-il,  à  cause  de  leur 
importance  pour  la  théorie  et  la  pratique,  et  de  leurs  conséquences 
relatives  aux  équations  de  degré  supérieur. 

«  Des  erreurs  de  faits,  des  fautes  positives,  dit-il,  on  n'en  trou- 
vera pas  dans  mon  livre.  »  Aussi  se  borne-t-il  à  demander  aux  criti- 
ques compétents  d'attirer  son  attention  sur  les  défauts  d'ordre  ou  de 
précision  qu'ils  pourraient  relever  dans  l'exposition.  Du  reste, 
«  l'opinion  que  les  équations  générales  du  5®  ordre  ne  sont  pas  ré- 
solubles algébriquement  est  erronée  )> . 

C'est  la  dernière  phrase  de  la  Préface.  En  réalité,  tout  ce  que  le 
livre  contient,  en  dehors  des  méthodes  très-connues,  est  un  mode 
d'approximation  des  racines  de  l'équation  du  3*  degré,  que  déjà 
M.  Hermann  a  donné  d'une  manière  à  la  fois  plus  précise,  plus  élevée 
et  plus  complète  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (*). 

G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

BULLETINS  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Belgique  ('). 

T.  XXIX,  janvier-juin  1870. 

MoNTiGWY  (Ch.).  —  Notice  sur  la  séparation  des  trajectoires  dé- 
crites dans  V atmosphère  par  des  rayons  de  même  origine  sidérale,  mais 


(*)  A.  voîf  DER  ScBULENBCRG,  Les  équaùons  des  Crois  premiers  degrés.  Altona,  1871. 
(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  VI,  Q*  série  :  Sur  le  cas  irréductible  de 
l'équation  du  3*  degré,  par  A.  Herxaîi.n,  ancien  élève  de  rÉcolo  Normale  supérieure. 
(•)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  q8i. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  II.  (Octobre  187 1.)  '9 
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de  rcfrnngihilifc  différente,  et  sur  les  effets  de  cette  séparation  â  i  égard 
de  la  scintillation.  ^19  p.) 

Les  rayons  lumineux  de  même  origine  sidérale,  mais  deréfrangihi- 
lîté  diilérente,  décrivent  dans  l'atmosphère  des  trajectoires  dillércntcs 
avant  d'arriver  h  la  pupille  ou  à  robjcctif  d'une  lunette.  Si  TouTerture 
de  robjcctif  était  un  point  mathématique,  deux  quelconques  des  rayons 
colorés  perçus  par  l'œil  ne  se  rencontreraient  qu'en  ce  point.  Mais, 
en  réalité,  la  première  rencontre  des  deux  faisceaux  cylindriques 
courbes  qui  aboutissent  à  l'objectif  a  lieu  d'autant  plus  loin  de  cet 
objectif  que  celui-ci  a  un  diamètre  plus  grand.  Dès  lors,  le  passage 
d'une  onde  aérienne,  traversant  un  faisceau  lumineux  à  une  dis- 
tance donnée,  doit  produire  des  eilcts  différents,  selon  le  diamètre 
de  l'objectif.  Par  exemple,  si  Ton  observe  à  l'œil  nu  une  étoile  à 
80  degrés  de  distance  zénithale,  une  onde  aérienne  traversant  le  fais- 
ceau rouge  à  5oo  mètres  dans  les  conditions  de  réflexion  totale  n'arrê- 
tera aucun  rayon  violet,  car  la  première  rencontre  du  faisceau  violet 
avec  le  faisceau  rouge  a  lieu  alors  à  180  mètres  environ  de  l'objectif. 
Si,  au  contraire,  on  observe  l'étoile  à  l'aide  d'une  lunette  de  10  cen- 
timètres d'ouverture,  la  même  onde  aérienne  arrêtera  des  rayons 
violets  et,  par  conséquent,  des  rayons  de  toutes  les  cotdeurs,  puisque 
le  faisceau  violet  aura  rencontré  le  faisceau  rouge  à  plus  de 
3ooo  mètres  de  l'objectif. 

Ainsi  h  l'œil  nu  ou  avec  l'objectif  étroit  on  pourrait  constater 
une  variation  de  coideur,  tandis  qu'avec  l'objectif  large  on  ne  consta- 
terait qu'une  variation  d'éclat.  Une  autre  influence  du  diamètre  de  la 
lunette  résulte  de  ce  que  les  faisceaux  courbes  qui  se  dirigent  vers 
l'objectif  se  rencontrent  non- seulement  plus  loin,  mais  aussi  plus 
haut  quand  le  diamètre  est  grand. 

Enfin  l'absence  des  rayons  correspondants  aux  raies,  que  l'analyse 
spectrale  révèle  dans  la  plupart  des  étoiles,  doit  affecter  certaines 
phases  de  leur  scintillation. 

Lorsque  les  raies  sont  nombreuses  et  importantes,  la  scintillation 
est  moindre,  maU  aussi  moins  régulière. 

Catalan  (Eug.).  —  Remarques  sur  réquation  af* — 1  =  0.  (16  p.) 
p  et  q  étant  premiers  entre  eux,  le  quotient  de 

I  -f-x'-f- j:''-i~.  . .  -h  jr(»~'^'     par     i  -h x  -^  jc'-h. .  .-h  jrf-' 

n»ste  le  même  si  l'on  remplace  p  par  q  vi  récipro€|uement.  Ce  quo- 
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tient  est 

(a  et  6  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  entières  non  négatives), 
pourvu  que  Ton  néglige  dans  X  les  termes  dont  le  degré  surpasse 
{p  —  i)(g  —  i).  L'équation  X  =  o  est  réciproque  et  tous  ses  coeffi- 
cients sont  égaux  à  ih  i . 

Si  in(=jjg)  est  impair,  les  racines  de  af — i  =  o  sont  données 
par  trois  équations  réciproques,  dont  les  deux  premières  ont  tous 

leurs  coefficients  égaux  à  Tunité;  la  troisième  est  X  =  o^  eP        , 

ê^  ^*  et  e\P  ^  /  ""'=  y  sont  respectivement  racines  primitives  de 
ces  trois  équations  ;  yX  donne  toutes  les  racines  de  X  =  o  et  seule- 
ment ces  racines,  si  X  n'est  divisible  ni  par  p  ni  par  q.  On  en  déduit 
facilement  les  racines  d'une  autre  équation  Z=o,  obtenue  en  faisant 

2?  H —  =  jx  dans  X  =  o. 

X 

Quand  m,  toujours  supposé  impair,  est  décomposé  en  plusieurs 
facteurs  premiers  entre  eux  deux  à  deux,  on  peut  obtenir  des  résul- 
tats analogues,  mais  plus  compliqués.  Si,  par  exemple,  m  =  pqr^  les 
racines  de  af* —  i  =  o  sont  données  par  quatre  équations  dont  les 
trois  premières  sont  réciproques  et  analogues  aux  deux  premières  du 
cas  précédent,  et  dont  la  quatrième  est 

X,  =  (  î  —  xyiafF-^-^"-  =  o, 

pourvu  que  dans  Xi  on  néglige  les  termes  dont  le  degré  surpasse 
m — p  —  q  —  r-f-2.  Le  polynôme  X|  est  décomposable  de  trois 
manières  en  un  produit  de  deux  facteurs  entiers  dont  les  termes  ont 
pour  coefficients  +  1  et  —  i ,  et  aussi  de  trois  manières  en  un  pro- 
duit de  trois  facteurs  entiers  analogues  aux  précédents. 

De  ces  considérations  résultent  quelques  propriétés  relatives  à 
l'analyse  indéterminée. 

P  et  q  étant  premiers  entre  eux,  des  deux  équations 

ap-h  bq=:nf    ap  -h  bq  =  pq  ^  p  -—  q  ^  n, 

l'une  admet,  pour  a  et  b,  une  solution  en  nombres  entiers  non  néga- 
tifs, l'autre  n'en  admet  pas.  L'équation 

ap^bq  —  {p^i){q-i) 
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admet  toujours  une  solution.  Le  nombre  des  solutions  de 

ap'\-bq=z  apq  -h  p 

est  égal  au  nombre  des  solutions  de  op  4-  ^  =  ^^  augmenté  de  cr. 

L'équation 

ap  -^  bq  =n 

admet  une  seule  solution  quand  n  est  compris  entre  {p  —  i)(f  —  i) 
Gi  pq  —  I  inclusivement. 

Bernaerts  (G.).  —  Note  sur  la  nature  du  Soleil.  (12  p.) 
L*auteur  expose  des  raisons  à  Tappuide  ses  idées  sur  la  constitution 
physique  du  Soleil.  Modifiant  Topinion  de  M.  Faye  et  du  R.  P.  Sec- 
elii,  il  croit  que  le  noyau  gazeux  du  Soleil  est  recouvert  d'une  couche 
liquide  incandescente,  de  faible  épaissemr,  enveloppée  à  son  tour  de 
nuages  incandescents  et  lumineux.  Cette  hypothèse  pcTmet trait, 
d'après  l'auteur,  de  rendre  compte,  mieux  que  par  les  précédentes,  de 
la  nature  des  taches,  de  leur  périodicité,  de  leurs  mouvements  ci  de 
leur  répartition.  La  formation  de  l'enveloppe  liquide,  empiétant  de 
plus  en  plus  sur  le  noyau  central  gazeux,  serait  le  premier  échelon 
qui  conduit  à  la  formation  d'une  croûte  solide,  la  première  étape  dans 
la  voie  de  l'extinction  d'un  astre  quelconque.  Elle  suivrait  l'état  né- 
buleux ou  purement  gazeux^  elle  constituerait  l'état  lumineux;  elle 
précéderait  l'état  obscur,  ou  la  solidification  externe  du  globe. 

Mensbrucghe  (G.  van  der).  —  Sur  la  viscosité  superficielle   des 
lames  de  solution  de  saponifie,  (8  p.) 

M.  Plateau  a  démontré  que  la  couche  su{>erficielle  des  liquides  a 
une  viscosité  propre,  plus  forte  dans  certains  liquides,  plus  faible 
dans  d'autres,  que  la  viscosité  de  l'intérieur.  Les  résultats  obtenus 
par  ce  physicien  ne  s' accordant  guère  avec  les  idées  qui  ont  généra- 
lement cours  à  ce  sujet,  RI.  van  der  Mensbrugghe  a  pensé  qu'on  ne 
|>cut  assez  multiplier  les  preuves  expérimentales  de  l'existence  de  la 
viscosité  superficielle  propre  des  liquides.  11  a  choisi,  h  cet  eflct, 
une  solution  aqueuse  de  saponine,  signalée  par  M.  Plateau  comme 
])o.>sédant  une  viscosilé  sujwrficielle  énorme,  qui  ne  peut  être  attri- 
buée à  la  présence  d'une  pellicule  de  nature  solide.  Il  dé<TÎt  une 
expérience  ou  la  répulsion  électrique  s'ajoute  à  cette  viscosité  super- 
ficielle pour  maintenir  ouverle  p(*ndant    queh|ue  temps,   a\e<-  un 
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Jbord  libre,  une  lame  de  solution  de  saponine,  malgré  la  tension  de 
ies  deux  faces  et  la  forte  pression  capillaire  qui  s*cxcrce  à  ce  lx)rd 
Bbre.  Celui-ci  est  irrégulièrement  dentelé,  et  Faction  de  Télcctricité 
en  détache  des  lamelles  qui  voltigent  dans  Tair  et  qui,  après  être 
Retombées,  se  transforment  en  gouttelettes. 

MowTiGNY  (Ch.).  —  Notice  sur  la  srinlillation  et  sur  so7i  intensité 
pendant  l*aurore  boréale  observée  à  Bruxelles  le  5  avril  1870.  (i4  p) 

Vérification  expérimentale  des  résultats  annoncés  dans  la  Note 
précédente  du  même  auteur  [voir  plus  haut),  en  observant,  au  mois 
d'avril  1870,  au  moyen  d'une  lunette  à  objectif  variable  munie 
d'un  scintillomètre  à  rotation  {voir  le  t.  XYII  des  Bulletins)^  les 
étoiles  de  première  grandeur  Sirius  et  Rigel,  à  des  distances  zéni- 
thales comprises  entre  70  et  85  degrés. 

L'apparition  des  aurores  boréales  est  caractérisée  dans  nos  con- 
trées par  un  accroissement  très-sensible  de  la  scintillation  des 
étoiles.  L'auteur  en  trouve  la  cause  dans  les  changements  atmosphé- 
riques dont  ces  aurores  sont  souvent  les  précurseurs. 

QuETBLET  (  Ad.) .  —  Des  lois  concernant  le  développement  de  V homme. 
(1 1  p.) 

Cette  Note  est  un  résumé  de  V Anthropométrie,  ouvrage  dans  lequel 
M.  Quetelet  recherche  les  lois  qui,  pour  chaque  époque  de  Texis- 
tence  de  l'homme,  régissent  sa  taille,  son  poids,  sa  force  et  ses  autres 
qualités  physiques. 

Que  l'on  suppose  tous  les  hommes  de  vingt  ans  d*un  même  pays 
couchés  sur  Thorizontale  ca,  dans  le  même  sens,  les  pieds  en  c,  les 
tètes  des  plus  grands  en  a,  des  plus  petits  en  6  ^  qu'on  élève  en  chaque 
point,  de  b  en  a,  des  perpendiculaires  ou  ordonnées  égales  en  hau- 
teur au  nombre  de  tètes  qui  viennent  s'appuyer  en  chacun  de  ces 
points  \  les  extrémités  supérieures  de  ces  perpendiculaires  seront  sur 
une  courbe  régulière  et  symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire 
au  milieu  de  6a.  Cette  courbe,  que  Tauteur  appelle  binômiale,  est 
une  de  celles  que  Ton  emploie  dans  le  calcid  des  probabilités  pour 
rendre  plus  sensible  la  répartition  des  événements.  De  là  résulte  que 
l'on  peut  considérer  Thomme  de  taille  moyenne  conrnie  un  type  et 
les  différences  entre  cet  homme  et  les  autres  comme  des  erreurs  acci- 
dentelles commises  dans  la  réalisation  de  ce  type  et  se  répartissant 
suivant  la  loi  ordinaire  des  probabilités. 
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Si,  au  lieu  de  considérer  les  tailles,  on  considère  les  poids,  la 
courbe  binômialc  obtenue  n'est  plus  symétrique  par  rapport  k  son 
ordonnée  maxima,  c'est-â-dire  que  les  deux  termes  du  binôme  ne 
sont  plus  égaux. 

Cette  loi  semble  embrasser  tous  les  corps  Tivants,  non-seolemeiU 
ceux  de  Tespècc  humaine,  mais  les  corps  similaires  du  règne  animal 
et  même  du  règne  végétal. 

Melsens.  —  Sur  Us  forces  élastiques  des  gax  liquéfiables.  (  a  p.) 

T.  XXX,  juillet-décembre  1870. 

De  Tilly  (J.-M.).  —  Note  sur  les  surfaces  d  courbure  moyenne 
constante  (9  p.). 

L'expression  «  courbure  moyenne  »  est  employée  ici  dans  le  s^ns 
que  lui  donne  M.  Bertrand  (*);  mais,  pour  éviter  tout  équivoque. 
Fauteur  eût  mieux  fait  de  dire  simplement  «  surfaces  k  courbure 
constante  ». 

Son  Mémoire  peut  être  étudié  au  point  de  vue  philosophique  et  au 
point  de  vue  géométrique  ordinaire. 

On  y  trouve,  au  premier  point  de  vue,  des  raisons  nouvelles  et 
peut-être  nécessaires  à  l'appui  de  cette  proposition,  déjà  déduite  par 
M.  Hoûcl  des  travaux  de  M.  Beltrami  :  que  l'axiome  XI  (dit  poflute- 
tum)  d'Euclide  ne  pourra  jamais  être  démontré  par  la  géomélrie 
plane. 

Si  l'on  parvenait  à  appliquer  rigoureusement  des  idées  analogues 
à  la  géométrie  des  trois  dimensions,  ce  qui  ne  parait  pas  facile,  on 
aboutirait  a  cette  conclusion,  déjà  bien  probable,  sinon  certaine,  qve 
l'axiome  XI  d'Euclide  est  un  principe  expérimental  séparé,  c'est-à- 
dire  qu'il  ne  peut  se  déduire  par  le  raisonnement  des  principes  expé- 
rimentaux qui  le  précèdent. 

L'auteur  ajoute  que  la  démonstration  ne  peut  pas  se  faire  non  plos 
par  la  mécanique  des  systèmes  plans. 

Sans  doute  la  preuve  mécanique,  si  elle  était  possible,  ne  serait  pas 
absolue,  car  la  mécanique  s'appuie  elle-même  sur  d'autres  principes 
expérimentaux,  mais  cette  preuve  serait  au  moins  fort  curieuse.  L' 
teur  démontre  qu'elle  est  impossible. 


{ '  )  Calcul  différentiel,  p.  ;  'i  i 
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g  Si,  en  second  lien,  écartant  comme  oiseuse  la  question  des  paral- 
lèles, on  se  place  au  point  de  vue  géométrique  ordinaire,  on  trouve 
'jbins  la  Note  de  M.  de  Tîlly  une  méthode  nouvelle  pour  établir  à 
ffiori  la  géométrie  et  la  mécanique  des  surfaces  à  courbure  constante 
B^ative,  ou  pseudosphères. 

Malheureusement,  pour  suivre  les  déductions  de  raulcur,  surtout 
au  second  point  de  vue,  il  faut  lire  à  la  fois  deux  de  ses  Mémoires, 
en  prenant  les  calculs  dans  l'un  et  leur  interprétation  dans  l'autre, 
ce  qui  en  rend  l'étude  difficile. 

Catalan  (E.).  —  Sur  la  détermination  de  Vaire  de  rellipsoïde  (7  p). 

Legendre  a  représenté  par  deux  formules  diiférentes  l'aire  d'un 
ellipsoïde  quelconque. 

La  première  formule  permet  de  développer  le  résultat  en  séries. 
On  la  retrouve  aisément  en  faisant  usage  d'une  méthode  remarquable 
donnée  par  M.  Catalan  (  *  )  et  fondée  sur  la  variation  d'un  paramètre, 
fonction  des  variables  indépendantc^s.  INIais  pour  ce  cas  la  méthodo 
de  M.  Catalan  n'est  pas  plus  simple  que  celle  de  Legendre. 

n  en  est  autrement  pour  la  seconde  formule,  dans  laquelle  l'aire 
de  rellipsoïde  est  réduite  aux  intégrales  elliptiques,  et  que  Legendre 
obtint  en  décomposant  la  surface  de  rellipsoïde  en  rectangles  formés 
par  des  lignes  de  courbure,  décomposition  qui  conduit  à  des  calculs 
très-pénibles,  tandis  que  la  méthode  de  M.  Catalan  donne  rapide- 
ment la  même  formule. 

L'auteur  a  fait  observer,  il  y  a  six  ans  (*),  que  cette  méthode  plus 
rapide  équivaut  à  la  décomposition  de  la  surface  en  rectangles  for- 
més par  des  sections  parallèles  à  l'un  des  plans  principaux,  et  par 
leurs  trajectoires  orthogonales,  ou,  si  l'on  veut,  par  des  lignes  de 
niveau  et  des  lignes  de  plus  grande  pente. 

Dans  sa  Note  actuelle,  il  fait  voir  que  le  premier  procédé  de  Le- 
gendre équivaut,  lui-même,  à  cette  dernière  décomposition. 

L'emploi  des  lignes  de  niveau  et  de  plus  grande  pente  est  donc 
préférable,  dans  ce  cas,  à  celui  des  lignes  de  courbure. 

En  combinant  les  deux  expressions  do  l'aire  de  l'ellipsoïde, 
M.   Catalan    arrive   à   l'intégrale   déGnie   suivante,   probablement 


(*)  Jùurnal  de  Liouvillcy  t.  IV,  iSSq,  p.  33o  et  suivante». 
(*)  Méiiiftges  mathématiques f  p.  7. 
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connue,  dit-il  : 


I    r^  ,    I  —  a'sin'cp  —  fc^cos'ç  .  1  -+-  v''^*sin*9  -i-ft'cos'cp 
'^  */o  v^a*sin'9  -h  6'cos*9       * — v^a*sin*9  h-  6*cos*9 

=  v/(i  — a')(i  — 6»)  —  I  -4-  a E ( K ,  fx ) 

4-^-^  F(K,  fx),    (k  =  ->  sinfx  =  aj, 

F  cl  E  représentant  les  intégrales  elliptiques  de  première  et  de  se- 
conde espèce,  d'après  les  notations  de  Legendre. 

Mensbrugghe  (G.  van  der).  —  Sur  un  principe  de  statiqtus  molé- 
culaire avancé  par  M.  Liidlge.  (10  p.) 

D'après  les  travaux  de  M.  Plateau  et  de  Dupré,  la  tension  des 
lames  liquides  est  tout  a  fait  indépendante  de  leur  épaisseur,  tant 
que  cette  dernière  surpasse  le  double  du  rayon  d'activité  sensible  de 
l'attraction  moléculaire  ;  au-dessous  de  cette  limite,  la  force  contrac- 
tile irait  eu  diminuant. 

Dans  une  Note  récemment  insérée  dans  les  Annalei  de  Poggtndarff, 
M.  Lûdtge  a  cherché  à  prouver  que  les  lames  liquides  acHjuièrent  aa 
contraire  une  tension  d'autant  plus  forte  qu'elles  deviennent  plus 
minces. 

L'expérience  principale  sur  laquelle  il  appuie  sa  conclusion  con- 
siste à  insufller  de  l'air  dans  un  cylindre  creux  aux  extrémités  du- 
quel il  a  réalisé  successivement  deux  lames  liquides  planes.  La  lame 
formée  en  dernier  lieu  aura,  en  général,  la  plus  grande  épaisseur^  or 
AL  Lûdtge  prétendait  que  sous  Faction  de  l'air  insufllé  elle  prenait 
aussi  la  plus  forte  courbure,  donc  la  tension  la  plus  faible. 

INL  van  der  Mensbrugghe  a  répété  l'expérience ,  mais,  au  lieu  de 
comparer  les  courbures  ou  les  flèches  des  deux  lames,  ce  qui  pour- 
rait faire  attribuer  à  l'influence  des  tensions  des  diilérences  ducs  à 
d'autres  causes,  il  s'est  assuré  par  un  moyen  précis  que  la  flèche  de 
l'une  des  lames  ne  change  pas  pendant  que  cette  lame  diminue 
d'épaisseur.  On  doit  donc  admettre  que  la  tension  est  indépendante 
de  cette  épaisseur. 

L'auteur  démontre  que  la  forme  la  plus  convenable  à  donner  aux 
lames  |K)ur  observer  une  variation  éventuelle  de  leur  tension  est  la 
forme  hémisphérique. 
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n  décrit  encore  d'autres  expériences  curieuses,  relatives  aux  phé- 
(omènes  qui  se  produisent  lorsqu'un  fil  de  cocon  est  inséré  dans  une 
lune  de  liquide  glycérique. 

L'explication  complète  de  ces  différents  phénomènes  s'appuie  sur 
ks  principes  de  la  statique  moléculaire  des  liquides,  branche  impor- 
tante de  la  physique  mathématique.  Nous  y  reviendrons. 

Plucker  (J.).  —  Note  sur  le  stéréographe  de  poche,  (6  p.) 

On  sait  que  le  levé  des  plans  peut  s'effectuer  avec  exactitude  par 
la  photographie,  au  moyen  d'un  nombre  assez  limité  de  perspectives, 
dont  on  déduit  géométriquement  les  projections  horizontales  et  les 
cotes  de  niveau  de  tous  les  points  remarquables. 

D'après  le  rapport  sur  l'Exposition  universelle  de  1867,  il  parais- 
aait  désirable  de  réduire  à  des  proportions  plus  modestes  le  matériel 
nécessaire  aux  opérations  photographiques  du  levé.  C'est  le  but  que 
Fauteur  s'est  proposé. 

Son  stéréographe,  dont  toutes  les  parties  peuvent  être  mises  en 
poche,  sauf  le  pied  qui  forme  une  canne  de  dimensions  usuelles,  peut 
rendre  de  bons  services  aux  topographes. 

T.  XXXI,  janvier-juin  1 87 1 . 

QcETELET  (Ad.).  —  Sur  l  ' Anthropomélrie  ou  sur  la  mesure  des  diffé- 
rentes facultés  de  l'homme. 

Développement  de  la  taille  humaine. 

Extension  remarquable  de  cette  loi.  (19  p.  en  deux  Notes  séparées.  ) 
Voir  l'analyse  du  t.  XXIX. 

Catalaic  (E.).  —  Sur  Véquation  de  Riccati.  (6  p.) 
L'équation  de  Riccati  se  ramène  aisément  à  la  forme 

dy=  a{ûsf^-^jr')dx. 

On  sait  que  son  intégration  est  possible  lorsque  l'exposant  peut  être 
mis  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes 

4fr        _  4(*--n) 

a/r-hi'  2/r  -hi  ' 

k  étant  un  nombre  entier  mais  les  calculs  sont  très-compliqués.  Cet  le 
Note  a  pour  objet  leur  simplification. 
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D'abord  si  Texposant  appartient  k  la  seconde  forme,  on  le  ramène 
à  la  première  en  posant 

I  fi         - 

j?  =  -,     r=: a'v. 

u      '^  a 

II  suffit  donc  de  considérer  la  première  forme. 
Posant 

a  =  (a/r-Hi)ar**"*"'' 
et 


5(— 1)*-»  I 


Tintégrale  générale  est 

n=tang[c-+-(— i)*al. 

Melsehs.  —  Note  sur  Us  exphsiansdes  chaudières d  vapeur.  (i5  p.) 
L'auteur  pense,  avec  M.  Boutigny  (*),  que  l'état  sphéroïdal  Aï 
l'eau  est  une  des  causes  principales  d'explosion  des  chaudières,  et  que 
l'on  peut  empêcher,  jusqu'à  un  certain  point,  la  production  de  cet 
état  en  hérissant  de  pointes  le  fond  des  chaudières.  Il  décrit  les  expé- 
riences et  les  appareils  qui  lui  ont  servi  à  vérifier  ce  dernier  fait,  et 
propose  de  remplacer,  dans  les  chaudières^  les  rivets  ordinaires  par 
des  rivets  plongeant  dans  l'eau,  auxquels  on  pourrait  donner  la  force 
convenable.  Le  placement  des  rivets  plongeants  ne  présente  pas  pins 
de  difficulté  que  celui  des  rivets  ordinaires.  Il  reste  à  trouver  un 
moyen  pratique  de  nettoyer  intéfieurement  les  chaudières  i  pointes. 

DupREz  (F.).  — Discussion  des  observations  d^ électricité  atmosphé- 
rique recueillie  d  Gand^  et  comparaisons  entre  ces  observations  et  ceUet 
faites  en  d* autres  lieux.  Seconde  partie.  (26  p.) 

Dans  la  première  partie  de  ce  travail,  l'auteur  a  comparé  les  élec- 
tricités positive  et  négative  de  l'air  sous  le  rapport  de  leur  fréquence^ 
dans  cette  seconde  partie,  il  les  considère  au  point  de  vue  de  leurs 
tensions.  Il  examine  l'inlluence  des  principales  circonstances  atmo* 
sphériques  sur  les  deux  électricités. 

(•)  T.  XXVI  des  BulUtins. 
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BULLETIN  DE  l'académie  impéaulb  de  Sautt-Péteiisbouao  (^). 

T.  XIV  (suite  et  fin),  1869-1870. 

BoiJiriAKOwsKY  (V.).  —  Sur  les  congruences  binômes  exponentielles 
à  hase  i,  et  sur  plusieurs  nouveaux  théorèmes  relatifs  aux  résidus  et 
aux  racines  primitives  (26  col.^  fr.). 

L'auteur  donne,  dans  ce  Mémoire,  la  résolution  de  la  congrucnce 

ç.3*qpr^o    (mod.  P). 

/  U  commence  par  traiter  le  cas  particulier  de  g  =  r  =  1 ,  qui  pré-* 
sente  deux  cas,  suivant  que  le  module  impair  P  est  de  Tune  ou  de 
l'autre  des  deux  formes  6n  rh  i  ^  puis  il  passe  de  là  au  cas  de  ^  et  de  r 
quelconques. 

Les  principes  sur  lesquels  est  fondée  sa  solution  le  conduisent  k 
une  suite  de  théorèmes  sur  les  racines  primitives,  dont  voici  les  pre^ 
miers  : 

&*  ^  =  a4fi  +  5  et  ^"T  ■■  =  6n  -hi  sont  premiers,  3  est  une  racine 

primitive  de  p } 

Si  p  =  1 3n  -f- 1 1  ^l =  6n  -H  5  sont  premiers^  p  —  3  est  une 

racine  primitive  de  p; 

Sip=s  4on  +  j  et  ^ =  aon  -f-  3  sont  premiers,  10  est  une  ra- 
cine primitive  dep; 
Etc. 

SoHOFF  (J.).  —  Note  relative  d  une  démonstration  donnée  par  Cau^ 
chy  des  équations  générales  de  l'équilibre  (i  i  col.;  fr.). 

Cauchy  a  donné  (*)  une  démonstration  des  équations  générales 
de  l'équilibre  qui  n'est  pas  déduite  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 
M.  Somoff  fait  voir  que  cette  théorie  n'est  pas  satisfaisante. 

«  Le  principe  fondamental  que  Cauchj  se  propose  de  démontrer 
peut  être  énoncé  ainsi  :  pour  qu'il  y  ait  équilibre  entre  des  forces 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  1,  p.  240. 

(*)  Exercices  de  Mathématiques,  t.  Il,  1827.  Voir  MoiGNO,  Leçons  de  Mécanique  ana- 
/jr tique  :  Statique,  Xll"  Leçon,  p.  371. 
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appliquées  à  un  système  de  points  matériels  et  les  résistances  qui 
proviennent  des  liaisons  auxquelles  ces  points  sont  assujettis ,  dans 
le  cas  où  une  seule  fonction  des  coordonnées  doit  être  nulle  en  vertu 
des  liaisons  pour  tous  les  déplacements  virtuels  du  système,  il  faut  : 
I  ^  que  les  projections  des  forces  sur  les  axes  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, auxquels  on  rapporte  les  points,  soient  proportionnelles 
aux  dérivées  partielles  de  cette  fonction  prises  relativement  aux 
coordonnées  respectives,  et  2"  que  le  rapport  de  chaque  projection  à 
la  dérivée  respective  soit  le  même  pour  toutes  les  forces.  Or  la  dé- 
monstration que  donne  Cauchy  de  cette  seconde  proposition  est  en 
défaut,  parce  que  l'équation  de  laquelle  il  tire  Tégalilé  de  rapport 
des  projections  de  deux  forces  aux  dérivées  respectives  devient  dans 
plusieurs  cas  illusoire.  » 

L'auteur  passe  ensuite  en  revue  les  démonstrations  du  principe 
des  vitesses  virtuelles  données  par  Lagrange  et  par  Ampère.  Il  ter- 
mine en  insistant  sur  la  nécessité,  signalée  par  Coumot  (Bulletin  de 
Férussac^  t.  VIII,  1827),  et  par  Ostrogradsky  dans  ses  divers  écrits 
sur  la  mécanique,  d'exprimer  les  conditions  des  déplacements  vir- 
tuels par  des  inégaliiéSy  et  non  par  des  équations,  comme  la  plupart 
des  auteurs  de  Traités  de  Mécanique  se  contentent  de  le  faire. 

BouNiAKowsKY  (V.).  —  Suf  uH  théoréme  relatif  à  la  théorie  des 
résidus^  et  de  son  application  d  la  démonstration  de  la  loi  de  réciprocité 
de  deux  nombres  premiers  (i5  col.;  fr.]. 

Le  théorème  qui  sert  de  point  de  départ  à  l'auteur  est  le  suivant  : 
«  Soient  a  et  r  deux  entiers  impairs,  premiers  entre  eux^  le 
nombre  a  est  supposé  donnée  et  r  astreint  seulement  à  rester  compris 
entre  les  limites  i  et  2  a  —  i  inclusivement.  Cela  posé,  en  désignant 
par  p  un  nombre  premier  absolu  quelconque  (2  excepté),  mis  sotu 
la  forme  p  =  2an  +  r,  on  aura  toujours 


— I  «—I 


a  •  ^{— i)  •  (mod.  p), 

ou  bien,  en  faisant  usage  du  symbole  connu. 


(!)=,-„-■-. 


l'exposant  m  étant  indépendant  de  n.  » 
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BouNiAKOwsKY  (V.).  —  Suf  U  symboU  de  Legendre  (- j  (i5  col.; 

fr.).  ^ 

Suite  des  deux  articles  précédents  du  même  auteur. 
M.  Bouniakowsky  donne  ici  l'expression  de  l'exposant  m,  dans  le 
théorème  énoncé  ci-dessus,  en  fonction  de  r,  de  a  et  d'une  quantité 
auxiliaire  qui  dépend  de  ces  deux  derniers  nombres.  Il  parvient  à  une 

expression  du  symbole  (  ~  |  par  des  fonctions  numériques,  essentiel- 
lement différentes  par  la  forme  de  celle  qui  a  été  donnée  par  Gauss. 

Nyrén  (M--M.).  —  Détermination  du  coefficient  constant  de  la  pré- 
cession  au  moyen  d* étoiles  de  faible  éclat  (32  col.;  fr.)  (^). 


MÉLANGES. 

SUR  UNE  CLISSE  PIBTICIIUÉRE  DE  SURFACES  RÉGLÉES; 
Par  M.  G.  DARBOUX. 

Les  reclierches  sur  les  axes  que  j'ai  publiées  dans  ce  Bulletin  m'ont 
conduit  à  Tétude  de  surfaces  réglées  remarquables  formées  de  ces 
droites.  Ces  surfaces  offrent  une  grande  variété;  mais  leur  étude  est 
simple;  elles  comprennent  comme  cas  particidier  les  surfaces  tétraé^ 
drnlei  symétriqueSj  la  quadrispinale  et  la  quadricuspinale  de  M.  de  la 
Gournerie.  Les  propriétés  des  axes,  c'est-à-dire  des  normales  à  un 
système  de  quadriques  homofocalcs,  expliquent  les  propositions  si 
remarquables  qu*a  données  M.  de  la  Gournerie  ('). 

Dans  la  Note  dont  j'ai  parlé  plus  haut,  j'ai  indiqué,  d'après 
M.  Chasles,  quelles  sont  les  propriétés  caractéristiques  des  droites 
nonunécs  axes  par  M.  Reye  (').  Si  on  les  définit  au  moyen  d'une 
seule  surface  du  second  degré,  ce  sont  les  droites  perpendiculaires  à 


(*)  Voir  une  analyse  de  ce  travail.  Bulletin,  t.  I,  p.  289. 

(*)  Recherches  sur  les  surfaces  réglées  téiraéJrales  symétriques  y  avec  des  ilotes  de 
M.  Caylcy.  Paris,  1867,  Gauthicr-Villars. 

(')  Géométrie  (1er  Loge ^  ITanovro,  Cari  llûniplor. 
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leur  polaire.  Si  Ton  emploie  un  système  de  surfaces  homofocalcs,  ce 
sont  les  normales  «i  toutes  ces  surfaces.  Enfin,  on  peut  les  définir, 
indépendamment  de  toute  quadrique,  par  cette  propriété  qu'elles 
coupent  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  en  quatre  points,  dont  le  rap- 
port ankarmonique  est  constant. 

Si  Ton  considère  un  axe  R  et  un  système  de  quadriques  homofo- 
cales,  Taxe  sera  normal  à  Tune  des  surfaces;  soit  r  le  pied  de  cette 
normale.  Il  y  aura  à  considérer,  en  même  temps  que  le  rayon  R,  le 
pied  r  et  le  plan  P,  mené  par  r  perpendiculairement  au  rayon.  Une 
propriété  fondamentale  des  surfaces  homofocales  doit  être  rappelée 
ici  :  L'axe  R  est  le  lieu  des  pôles  du  plan  P  par  rapport  à  toutes  les 
surfaces  homofocales.  Ainsi,  les  axes  sont  aussi  les  droites  lieux 
des  pôles  d'un  plan  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  homofocales. 

On  peut  se  proposer  des  questions  très-variées  sur  le  système  géo- 
métrique formé  des  éléments  P,  R,  r. 

i^  Les  plans  P  enveloppent  une  surface  :  quel  est  le  lieu  des  points 
de  contact  de  ces  plans  avec  la  quadrique  du  système  homofooal  qui 
leur  est  tangente,  c'est-a-dire  le  lieu  du  point  de  rencontre  r  du 
plan  avec  son  axe  ? 

On  résout  cette  question  au  moyen  des  théorèmes  suivants  : 

«  Si,  par  les  diO'érents  points  d'un  plan,  on  mène  les  trois  plans 
tangents  aux  surfaces  homofocales  passant  en  chacun  de  ces  points, 
l'enveloppe  de  ces  plans  tangents  est  une  surface  de  troisième  classe, 
tangente  aux  quatre  plans  du  tétraèdre  conjugué  aux  quadriques  et 
inscrite  dans  la  développable  II  enveloppe  de  toutes  les  quadriques. 

»  Si,  par  les  différents  points  d'une  droite,  on  mène  les  différents 
plans  tangents  aux  surfaces  homofocales  passant  en  chacun  de  ces 
points,  l'enveloppe  de  ces  plans  est  une  développable  de  la  5*  classe, 
tangente  à  huit  plans  tangents  de  la  développable  II,  et  aux  quatre 
faces  du  tétraèdre  conjugué.  Cette  développable  est,  d'ailleurs,  cir- 
conscrite au  paraboloïde,  lieu  des  axes  des  plans  passant  par  la 
droite,  et  elle  admet  cette  droite  comme  tangente  double.  » 

Ces  propositions  conduisent  à  la  solution  suivante  de  la  question 
proposée  : 

Soit  une  surface  S,  de  classe  g,  et  n'étant  ni  tangente  aux  faces  du 
tétraèdre,  ni  inscrite  dans  la  développable  II.  Ses  plans  tangents 
touchent  chacun  une  des  quadriques  homofocales,  et  une  seule.  Le 
lieu  des  points  de  contaci  dv  ces  plans  tangents  de  la  surface  S  avec: 
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U  quadriquc  correspondante  est  une  surface  £,  d'ordre  5  g,  ayant  les 
quatre  focales  des  quadriques  pour  lignes  multiples  d'ordre  q^  conte- 
nant au  moins  4 9  droites  situées  sur  la  développable  II.  Les  surfaces  £ 
et  S  se  correspondent  point  par  point;  elles  sont  du  même  genre. 

C'est  ainsi  que,  dans  un  travail  précédent,  j'ai  montré  (*)  qu'à 
un  point  qui  peut  être  considéré  comme  une  surface  de  i'*  classe, 
correspond  une  surface  du  5*  ordre  qui  peut  être  représentée  sur  le 
plan. 

Si  la  surface  S  est  inscrite  m  fois  dans  la  développable  II,  Tordre 
de  la  surface  correspondante  2  diminue  de  8m,  et  Tordre  de  multi- 
plicité de  chaque  focale  de  2 m. 

Si  la  surface  S  devient  tangente  aux  faces  du  tétraèdre,  chaque 
contact  diminue  Tordre  de  H  d'une  unité,  et  d'une  unité  aussi  Tordre 
de  multiplicité  de  la  focale  située  dans  la  face  considérée. 

Il  faut  cependant  indiquer,  non  pas  un  cas  d'exception,  mais  plu- 
tôt un  fait  singulier  qui  se  présente  dans  l'application  des  proposi- 
tions précédentes.  Si  Ton  se  donne  d  priori  la  surface  Z  et  que  Ton 
mène  les  plans  tangents  aux  quadriques  passant  en  chacun  des  points 
de  Z,  ces  plans  enveloppent  une  surface  S  ;  si  Ton  applique  à  la  sur* 
face  S  les  propositions  précédentes,  on  trouvera  pour  S  un  ordre 
triple  de  Tordre  de  cette  surface.  Cela  tient  à  ce  que  chacun  des 
points  de  £  est  donné  par  trois  plans  tangents  de  S-,  la  surface  tout 
entière  sera,  en  quelque  manière,  obtenue  trois  fois  ('). 

n^  Supposons  que  Ton  se  donne  une  surface  S  d'ordre  m,  et  que 
par  chacun  de  ses  points  on  mène  les  plans  tangents  aux  quadriques 
du  système  passant  en  ce  point,  quelle  sera  la  classe  de  la  surface  S 
enveloppée  par  ces  plans  ? 

On  trouve  que  la  surface  S  est  en  général  de  la  classe  3m,  et  qu'elle 


(«)  Voir  Bulletin,  t.  H,  p.  4o. 

(*)  Un  fait  analogue  ae  rencontre  dans  la  théorie  des  surfaces  réglées.  On  sait  que 
l'ordre  d'une  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  trois  directrices 
peut  être  facilement  calculé  par  une  formule  due  à  M.  Salmon.  Cette  formule  est  en 
défaut  dans  la  plupart  des  cas  où  Ton  doit  obtenir  une  surface  du  second  degré; 
Tordre  qu'elle  indique  alors  estjy  à  cause  du  double  mode  de  génération  par  des  droites 
des  surfaces  du  second  degré.  Par  exemple,  si  l'on  cherche  l'ordre  d'une  surface  réglée 
engendrée  par  une  droite»  s'appuyant  sur  trois  coniques  se  coupant  deux  à  deux  en 
deux  points,  on  trouve  l\  au  lieu  de  a  pour  l'ordre  de  la  surface.  Le  même  fait  se  pré- 
sentera toutes  les  fois  que  le  mode  de  description  ou  de  génération  considéré  fournira 
les  1  systèmes  de  génératrices  rectiligncs. 
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est  inscrite  m  fois  dans  la  développablc  II.  Cette  classe  diminue  de 
2  unités,  toutes  les  fois  que  la  surface  S  vient  passer  par  une  focale. 
Dans  le  cas  général,  la  surface  S  est  tangente  m  fois  à  chaque  face  du 
tétraèdre. 

3^  Quand  un  point  décrit  une  courbe,  d'ordre  n,  les  plans  tan- 
gents aux  surfaces  homofocalcs  qui  passent  en  ce  point  enveloppent 
une  développablc  de  la  classe  5n.  Ce  nombre  doit  être  diminué  d'une 
unité  pour  chaque  point  commun  à  la  courbe  et  a  Tune  des  fo- 
cales (^).  La  développablc  générale  de  la  classe  Sn  est  tangente  à  8n 
plans  tangents  de  II,  et  n  fois  à  chaque  face  du  tétraèdre.  Ces  nom- 
bres doivent  être  diminués,  le  premier  de  deux,  le  second  d'une  seule 
unité,  pour  chaque  point  commun  à  la  courbe  et  à  Tune  des  focales. 

4°  Enfin,  prenons  une  développablc  de  classe  n,  ^«.  Les  points  de 
contact  des  plans  tangents  de  cette  développablc  forment,  en  géné- 
ral, une  courbe  d'ordre  3n.  Cet  ordre  sera  diminué  d'une  unité  pour 
tout  plan  tangent  commun  aux  développablcs  ù^  et  II  déjà  considé- 
rées. C'est  ainsi  qu'à  un  cône  circonscrit  à  l'une  des  quadriques  cor- 
respond une  courbe  d'ordre  2,  la  courbe  de  contact  du  cône.  Eln 
général,  une  développablc  circonscrite  à  l'une  des  quadriques  suivant 
une  courbe  d'ordre  p  est  de  classe  p  et  est  tangente  à  2p  plans  tan- 
gents de  n^  la  courbe  correspondante,  qui  est  précisément  ici  la 
courbe  de  contact  de  la  développablc,  est  bien  de  l'ordre  indiqué  par 
la  formule. 

5^  Les  axes  des  plans  tangents  d'une  surface  quelconque  non  dé- 
veloppablc forment  un  système  de  rayons  rectilignes,  dont  j'ai  dit 
quelques  mots  dans  un  travail  précédent;  mais,  si  l'on  considère  une 
surface  développablc,  les  axes  de  ses  plans  forment  une  surface  ré- 
glée K.  C'est  précisément  celle  que  nous  nous  proposons  d'étudier. 

Soit  donc  une  développablc  A„,  de  classe  n,  et  cherchons  l'ordre 
de  la  surface  réglée  formée  par  les  axes  des  plans  de  ù^.  D'après  la 
réciprocité  entre  les  plans  et  les  axes,  les  axes  des  plans  tangents  à  la 
surface  réglée  K  seront  tangents  à  Z^»*  Cherchons  le  nombre  de 
plans  tangents  qu'on  peut  mener  à  K  par  une  droite.  Les  axes  de 
tous  les  plans  tangents  passant  par  une  droite  forment  un  parabo- 
loïdc.  'Nous  sommes  donc  conduits  à  résoudre  la  question  suivante  : 
Combien  y  a-t-il  de  génératrices,  d'un  même  système,  d'une  sur- 

(  *  )  Nous  comptons  toujour»  le  cercle  de  l'infini  au  nombre  des  focales. 
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face  réglée  du  second  ordre^  tangentes  à  une  surface  développable  ? 
En  d'autres  termes,  com}>ien  y  a-t-il  de  plans  tangent  communs  à  A^ 
et  au  paraboloïde  ? 

Ce  nombre  est  évidemment  égal  à  2n^  mais,  comme  le  paraboloïde 
est  tangent  aux  quatre  faces  du  tétraèdre  conjugué,  si  la  surface  ûk^ 
est  tangente  a  fois  en  tout  à  ces  faces,  parmi  les  2n  plans  tangents  à 
la  fois  à  ^«  et  au  paraboloïde,  il  y  en  aura  a  qui  seront  fixes  et  ne 
devront  pas  être  comptés.  On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

A  une  surface  développable  de  classe  n,  A„,  tangente  a  fois  en  tout 
aux  faces  du  tétraèdre  conjugué,  correspond  une  surface  réglée 
d'ordre  2n  —  a,  formée  par  les  axes  des  plans  de  ù^.  Cette  surface 
réglée  peut  aussi  être  considérée  comme  Tenvcloppe  des  plans  dont 
les  axes  sont  tangents  à  A„. 

Les  surfaces  réglées  K,  que  nous  considérons,  se  distinguent  de 
toutes  les  autres  par  cette  propriété  qu'elles  sont  formées  d'axes, 
c'est-à-dire  de  droites  coupant  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  en 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant.  Récipro- 
quement, toute  surface  réglée  de  cette  nature  étant  donnée,  en  fai- 
sant correspondre  à  chaque  génératrice  le  plan  dont  elle  est  axe, 
l'enveloppe  de  ce  plan  sera  une  surface  développable  d'où  l'on  pourra 
déduire  la  surface  réglée.  Comme  il  y  a  une  infinité  de  systèmes  de 
surfaces  homofocales  dont  les  mêmes  droites  sont  axes,  la  correspon- 
dance pourra  s'établir  au  moyen  de  plusieurs  surfaces  dévcloppables. 

On  pourrait,  du  reste,  définir  directement  les  surfaces  réglées  K 
de  la  manière  suivante,  qui  se  rapproche  de  la  définition  de  M.  de  la 
Groumerie. 

Par  chaque  point  P  de  l'espace  (a?',  y',  2',  t')  on  peut  mener  un 
seul  rayon,  tel  que,  sur  ce  rayon,  les  rapports  anharmoniques  du 
point  A  et  des  4  points  où  le  rayon  rencontre  les  4  faces  du  té- 
traèdre soient  donnés.  Ce  rayon  est  défini  par  les  équations  suivantes  : 


a 


x^zar y    r  =  r-r >     z  =  z' ,     /  =  /'-= , 


qui  donnent  les  coordonnées  d'un  point  de  la  droite  en  fonction  de  la 
seule  variable  u.  Pour  avoir  le  point  A  et  les  4  points  dans  les  faces, 
il  faut  donner  à  u  les  5  valeurs  «^,  a,  b,  c,  d,  dont  les  rapports  anhar- 
moniques sont  bien  constants. 

Alors  une  surface  réglée  L  pourra  ctre  considérée  comme  le  lieu 

Bu/i,  des  Sciences  fnathém,  et  tistron.^  t.  II.  (Octobre  1871.)  20 
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des  axes  s'appuyant  sur  une  courbe  Cm  et  coupés  par  cette  courbe  ci 
par  les  4  faccs^du  tétraèdre  en  5  points  dont  les  rapports  anharmo- 
niques  soient  cébstants. 

II  résulte  de  là  un  moyen  simple  de  former  Téquation  de  la  sur- 
face ;  car,  si  les  équations  de  la  courbe  sont 

celles  de  la  surface  s'obtiendront  en  éliminant  ti,  entre  les  deux  équa- 
tions 

J[     a-u    '        b-u    '•  •J  =  °' 


4^'^'- ••]=«• 


Mais  nous  conserverons  la  définition  déjà  donnée  par  le  système 
des  surfaces  homofocalcs. 

D'après  cette  définition,  la  surface  réglée  K  est  le  lieu  des  pôles  des 
plans  de  A„  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  homo focales.  De  là  ré- 
sulte la  propriété  fondamentale  de  la  surface  réglée  K,  sa  double 
génération. 

Car,  si  Ton  considère  les  pôles  des  plans  par  rapport  à  une  qua- 
drique  p,  ces  pôles  forment  une  courbe  C„,  polaire  réciproque  de 
An-  I^  li<^u  de  ces  courbes,  quand  ou  prend  toutes  les  quadriques 
homofocalcs,  constitue  la  surface  réglée  K.  D'ailleurs,  d'après  uu 
théorème  relatif  aux  surfaces  homofocalcs  et  dû  encore  à  M.  Chasles, 
on  sait  que  quatre  de  ces  courbes  divisent  les  génératrices  de  K  en 
quatre  points,  dont  le  rapport  anharmouique  est  constant. 

Donc,  les  surfaces  réglées  K  peuvent  être  engendrées  par  des 
courbes  d'ordre  n,  lieu  des  points  formant  sur  chaque  génératrice, 
avec  les  quatre  points  où  celle-ci  est  coupée  par  les  quatre  faces  du 
tétraèdre,  des  divisions  homographiques. 

Les  sections  des  surfaces  réglées  par  chaque  plan  du  tétraèdre  se 
composent  :  i^  de  n  droites,  axes  des  plans  tangents  à  A„  menés  par 
le  sommet  opposé  ;  2°  d'une  courbe  du  n'*"^  ordre,  polaire  réciproque 
de  A„,  par  rapport  à  la  focale  (surface  infiniment  aplatie)  situét* 
dans  ce  plan. 

Non-seuhîment  les  courbes  C„,  tracées  sur  la  surface,  forment  des 
divisions  homographiques  sur  la  génératrice  ;  mais  encore  ce  sont 
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des  figures  homographiques,  puisqu'elles  sont  les  polaires  réciproques 
d'une  même  développable. 

D  résulte  de  là  que,  si  l'une  des  faces  du  tétraèdre  est  à  l'iMfiQJl  jef, 
que,  par  un  point  de  l'espace,  on  mène  des  droites  parallèles  et 
égales  aux  segments  des  génératrices  compris  entre  deux  courbes  C» 
ou  entre  deux  faces  du  tétraèdre,  les  extrémités  de  ces  segments  dé- 
crivent des  courbes  toujours  homothétiques  entre  elles  et  homogra- 
phiques à  l'une  quelconque  des  courbes  d,  tracées  sur  la  surface  (^  ). 

Ainsi  s'expliquent  et  deviennent  intuitives  les  belles  propriétés 
signalées  par  M.  de  la  Gournerie.  Pour  obtenir  toutes  les  surfaces 
étudiées  par  ce  géomètre  dans  son  remarquable  livre,  il  suflira  de 
prendre  pour  ^^  toute  développable  tétraédrale  symétrique  détermi- 
née par  des  équations  de  la  forme 

Am^-^-Bn^-hCp^-^-Dç^rrio, 
A'  m*  4- . . .  =  o  ; 

mais,  pour  fixer  les  idées,  nous  ne  parlerons,  dans  ce  qui  va  suivre, 
que  des  développables  de  4'  classe  D4  circonscrites  à  deux  surfaces 
du  2*  ordre,  et  des  surfaces  réglées  Kg  qui  leur  correspondent. 

Soit  donc  une  développable  D4,  circonscrite  à  deux  surfaces  quel- 
conques du  a"  ordre.  A  cette  développable,  tant  qu'elle  n'est  tan- 
gente à  aucune  des  faces  du  tétraèdre,  correspond  une  surface  réglée 
d'ordre  8,  qu'on  peut  aussi  considérer  comme  engendrée  par  les 
courbes  du  4*  ordre,  polaires  réciproques  de  D4  par  rapport  à 
chaque  quadrique  homofocale.  Elle  sera  coupée  par  chaque  face  (A) 
du  tétraèdre  opposée  au  sommet  A  :  i®  suivant  4  droites,  axes 
des  plans  de  D4  passant  par  A  ^  2^  suivant  une  courbe  du  4*  ordre 
et  de  8*  classe  polaire  réciproque  de  la  développable  D4  par  rapport 
à  la  focale  qui  se  trouve  dans  la  face  (A). 


(*)  M.  Laguerre  a  signalé  un  cas  particulier  de  ce  théorème  (Nouvelles  annales  de 
Mathématiques).  On  mène  les  normales  à  une  surface  du  second  ordre  en  tous  les 
points  d'une  section  plane,  et  l'on  prolonge  ces  normales  jusqu'à  un  plan  principal.  Si, 
par  an  point  de  l'espace,  on  mène  des  droites  parallèles  et  égales  aux  portions  de  nor- 
males considérées,  l'extrémité  de  ces  droites  forme  une  conique. 

En  effet,  la  surface  réglée  des  normales  en  tous  les  points  d'une  section  plane  ap- 
partient éridemment  à  la  classe  de  celles  que  nous  étudions.  Elle  peut  être  engendrée, 
soit  par  des  droites,  soit  par  des  coniques.  On  sait,  d'ailleurs,  qu'elle  a  été  étudiée 
d'abord  par  M.  Chasies,  qui  en  a  donne  les  principales  propriétés. 
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Comme  la  développabic  D4  dépend  des  fonctions  elliptiques,  il  en 
est  de  même  de  la  surface  K  ;  toutes  les  sections  planes  de  cette  sur- 
face seront  des  courbes  du  8*  ordre  k  20  points  doubles.  En  d'autres 
termes,  la  ligne  double  sera  du  ao*  ordre,  elle  sera  coupée  en 
6  points  par  chaque  génératrice. 

Si  nous  supposons  que  la  développable  D4  ait  une  de  ses  coniques 
doubles  dans  l'une  des  faces  du  tétraèdre,  la  conique  polaire,  réci- 
proque de  cette  ligne  double,  par  rapport  à  la  focale  située  dans 
cette  face,  deviendra  une  ligne  double  de  la  surface  réglée  K.  Conunc 
la  développable  D4  peut  avoir  jusqu'à  4  coniques  doubles  dans  les 
faces  du  tétraèdre,  on  voit  que  la  surface  réglée  K  peut  avoir  pour 
lignes  doubles  i,  2,  3  ou  4  coniques  situées  dans  les  plans  des  faces 
du  tétraèdre.  La  quadrispinaie  correspond  au  cas  de  4  coniquc*s 
doubles,  celui  où  la  développable  D4  est  conjuguée  au  même  tétraèdre 
que  les  quadriques  homofocales.  Il  résulte  de  là  les  théorèmes  sui- 
vants : 

«  La  quadrispinaie  est  le  lieu  des  courbes  polaires  réciproques 
d'une  développable  D4,  par  rapport  aux  quadriques  inscrites  dans 
une  autre  développable  conjuguée  au  môme  tétraèdre  que  la  pre- 
mière. 

)>  Elle  a  4  coniques  doubles,  polaires  réciproques  des  ligues 
doubles  de  D4,  par  rapport  aux  coniques  infiniment  aplaties  faisant 
partie  du  système  des  surfaces  homofocales.   » 

Soit 

V     jt'  X*  r'  z*  /* 

(i)  >  = 1-7-^^^ 1 h  -j =  0 

j^a — p       a  — p       o — p       c  —  p       a— p 

l'équation  des  surfaces  inscrites  dans  une  même  développable  ou 
homofocales.  Soient 

(  Am'  H-  Bu*  H-  C/>»  4-  Dç»  =  o, 
^^'  I  A' m'4-  B' n'-h  Cp'-h  D' ç»  =  o 

les  équations  de  la  développable  D*.  Le  pôle  du  plan  [mnpq\  par 
rapport  à  la  quadrique  (5),  est  donné  par  les  formules 

(3)  Xar  =  m(fl  — p),     Xj=ii(ft  — p) 

Ce  pôle  devra  donc  satisfaire  aux  deux  équations 
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qui  représentent  la  courbe  polaire  réciproque  de  D4,  par  rapport  à  la 
surface  (p).  Le  résultat  de  l'élimination  de  p  çntre  ces  équations 
sera  Téquation  de  la  quadrispinale.  L'équation  obtenue  ainsi  doit 
être  du  16*  ordre  et  elle  se  réduira  au  8'  après  la  suppression  du 
£sictcur  x^y^x^l*  qu'elle  doit  évidemment  contenir. 

Au  lieu  de  chercher  l'équation  de  la  surface,  on  peut  exprimer 
les  coordonnées  d'un  de  ses  points,  en  fonction  de  deux  paramètres. 
Les  formules  (2)  étant  linéaires  conduisent  sans  peine  à  des  ex- 
pressions de  m,  n,  p,  9  en  fonction  d'un  paramètre  variable  pi  de  la 

forme  suivante 

m'=K(p,  — a), 

(5)  «'  =  K'(p.-p). 

g»  =  K''(p.-d); 
d'où  l'on  déduit  pour  ar,  y,  x^  I,  en  vertu  des  formules  (3  ), 

Xr=:K(p  — ûJ^p,  —  a, 

(")  \  y 

Xz  =  K^(p-c)v/p.-y, 
X/  =  K-'(p-rf)v^pr=^. 

Les  lignes  pi  =  const.  sont  les  droites,  les  courbes  p  =  const.  sont 
les  courbes  du  4^  ordre.  Dans  le  cas  où  Tune  des  faces  du  tétraèdre 
est  rejetée  à  l'infini  et  où  l'on  a  des  surfaces  homofocalcs,  ces  for- 
mules prennent  la  forme  plus  simple 


X  =  K  ip—a)  v^p, —  a, 
(7)  j  Y=K'(p«ft)v^?:^, 

On  déduit  de  ces  formules 

Donc,  pour  une  valeur  de  p,  le  premier  membre  sera  nul,  et  la 
courbe  du  4*  ordre,  correspondant  à  la  valeur  p,  annulant  le  second 
membre  de  l'équation  (8),  sera  perpendiculaire  à  toutes  les  géné- 
ratrices. Cette  belle  proposition  est  due  à  M.  de  la  Gournerie. 
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Nous  allons  démontrer,  dans  la  suite,  une  propriété  équÎTâlente  à 
celle-cî. 

Mais  auparavant  nous  devons  faire  remarquer  que  les  formules  (6) 
conduisent  sans  peine  à  la  détermination  de  la  courbe  double  de  la 
surface.  En  cfiet,  tout  point  appartiendra  à  la  courbe  double  quand 
il  sera  donné  par  deux  systèmes  de  valeurs  de  p  et  de  ^f  Soient  p^ 
Pi'i  P^  p\  ^^^  deux  valeurs.  On  devra  avoir 

K'(p-a)Mp.-«)  =  f»KMp'-a)Mp'.-«), 
K"(P-A)'(P.-P)  =  HK'»(P'-6){P'.-A). 

et  les  équations  analogues.  Éliminons  fi,  pi,  p\ .  Nous  serons  conduits 
à  la  relation  suivante  entre  pelp'j 


(p-a)%    (p-a)»a,    (p'-a)",    (p'-«)'« 

(p-ft)%   (p-ftyp,   (p'-*)%   ip'-àyp 


=  o. 


Après  la  suppression  du  facteur  (p  —  p'Y  cette  équation  prend  la 
forme 

Ap'p"-h  Bpp'  (p  -f-p)  -f-C(p»-h  p'»)-h  Dpp'-h  E(p  -f  p')  -h  F  =  o. 

C'est  rintégrale  de  Téquation  d'Euler  relative  aux  fonctions  ellip- 
tiques. On  pourra  donc  exprimer  p,  p'  par  des  fonctions  elliptiques, 
et  par  suite  pi,  p\.  Donc  les  coordonnées  d'un  point  de  la  couibe 
double  seront  des  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  variable. 
Dans  quelques  cas  particuliers,  les  fonctions  elliptiques  seront  rem- 
placées par  des  fonctions  circulaires. 

Revenons  à  la  surface  réglée.  Si  l'on  prend  au  lieu  du  système  de 
surfaces  homofocales  (i)  le  suivant 

(9)  h  77 1 y-  :3 =  o. 

^  a  —  p      o -— p      c^p      d  —  p 

Cette  équation  représente  encore  des  siu*faces  homofocales,  si  le 
plan  (  =  o  est  le  plan  de  l'infini.  Car  les  équations  de  la  focale  située 
dans  ce  plan 

/  =  o, 

(10)  {       X^  V*  z'      _ 

a—  d       b  —  //       c  ~-  d 
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sont  indépendantes  de  A.  Si  avec  les  surfaces  (9)  on  prend  la  déve- 
loppable 

(  A  m'  -f-  B  n'-f-  C  p^  -4-  ^  ç»  =  o, 
"•^  D' 

les  équations  (4)  restent  les  mêmes,  et,  par  suite,  on  obtient  la 
même  quadrispinale.  L'équation  des  surfaces  inscrites  dans  la  déve- 
loppable  (11)  est  évidemment 

x^  r'  z»  hU*       _ 

'"*'      XA  H-  ijl\'  "^  XB  -f-  fjiW  "^  >C  4-  (jlC  "*"  XD  -h  fxD'  ""  ^' 

Cherchons  si  Tune  de  ces  surfaces  peut  faire  partie  du  système  des 
quadriques  (9).  Les  équations  d'identification  sont 

XA  -f-  /[xA'  =  a  —  p, 

lBH.^B'  =  ft-p, 

(i3)  { 

XC  -f-fAC  =c  — p, 

XD-+-aD'  =  A(rf  — p). 

Les  trois  premières  donnent  X,  fx,  jo  ^  la  troisième  h.  Donc  on  peut 
toujours  supposer,  dans  le  mode  de  génération  adopté,  que  la  déve- 
loppable  D4  soit  circonscrite  à  une  des  surfaces  homofocales,  et  par 
suite,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  quadrispinale  à  trois  plans  de  symétrie  est  formée  par  les  normales 
à  une  surface  du  2'  ordre  en  tous  les  points  d'une  courbe  du  4'  ordre, 
ayant  les  mêmes  plans  de  symétrie  que  la  surface. 

Si  les  équations  (i3)  sont  indéterminées,  ce  mode  de  génération 
peut  même  être  réalisé  d'une  infinité  de  manières,  ce  qui  est  con- 
forme aux  résultats  obtenus  par  M.  de  la  Gournerie  ('). 

Occupons-nous  maintenant  des  plans  tangents  doubles  de  la  qua- 
drispinale. 

La  quadrispinale  étant  l'enveloppe  des  plans  dont  les  axes  sont 
tangents  à  D4,  les  plans  tangents  doubles  devront  avoir  pour  axes  des 
tangentes  doubles  de  D4.  On  sait  d'ailleurs  que  les  tangentes  doubles 

(*)  Recherches  citées,  p.  137. 
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de  Df  sont  les  génératrices  rcctilignes  des  soHaces  da  a'  ordre 
inscrites  dans  D4.  Noos  sommes  donc  conduits  à  la  qoestkm  soi- 
vante  : 

Étant  données  les  sorfaces  dn  2'  ordre 


(•4) 


S 


A-hXA 


;=o. 


rechercher  ceUes  de  leurs  génératrices  qui  sont  des 
L^axe  du  plan 

mx  -¥-  njr-k-  pz  -h  ql  =  o 

sera  donné  par  les  formules  suivantes  : 

Xj;=  m[a  —  p). 


où  p  est  une  variable  donnant  tous  les  points  de  Taxe.  Si  cette  droite 
est  une  génératrice  de  la  surface  (14)9  l'équation 


s 


m*(a  —  p)» 


devra  être  satisfaite,  quelle  que  soit  p,  ce  qui  donne  les  râualioDs  : 


(15) 


où  l'un  a 


,       K(A-<-XA')         ,       K(B-^-iB') 
'"=       fia)       '     "^       /'(6)      ' 
,      K(C-4-XC')         ,      K(D-i-;iD') 


f[x)=:{x  —  a){x  —  b){x —  c](x  —  d). 


En  éliminant  K  et  A,  on 'trouve 


(16) 


'/'(«). 

«•/'(*). 

P'f '(<-■), 

q'f'id) 

A, 

B, 

c. 

D 

A', 

B', 

c, 

D' 

3=  o. 


Ces  équations,  linéaires  par  rapport  aux  carrés  des  coordonnétt 
tangentielles  m,  ti,  />,  9,  conviennent  à  une  développable  l)\.  Nous 
sommes  donc  eunduits  aux  théorèmes  suivants  : 

Les  plann  tangents  doubler  (Vnnc  quadri^pinale  Q  cnreloppcnl  unt 
di'trldppatile  de  (a  qnatrit'mc  rla^'^r. 
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Leurs  axes  forment  donc  une  quadrispinale  Q'^  c'est-à-dire  : 

Une  quadrispinale  peut  être  définie  :  le  lieu  de  celles  des  génératrices 
rectilignes  des  surjaces  du  second  degré  inscrites  dans  une  même  déve^ 
lopp€ible,  c'est-à-dire  qui  rencontrent  les  4  faces  du  tétraèdre  conjugué 
commun  en  4  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 

Voilà  donc  une  nouvelle  définition  (^). 

On  a  de  plus  une  relation  de  réciprocité  entre  les  quadrispi- 
nales  Q^Q'-  Car  Q'  étant  le  lieu  des  axes  des  plans  tangents  doubles 
de  Q,  les  plans  tangents  doubles  de  Q'  seront  les  mêmes  que  ceux 
de  D4,  et  auront  pour  axes  les  génératrices  de  Q.  Chacune  des 
quadrispinales  est  donc  le  lieu  des  axes  des  plans  tangents  doubles 
de  l'autre,  et,  par  conséquent,  Q  et  Q'  ont  les  mêmes  propriétés.  Les 
génératrices  de  Q,  comme  celles  de  Q',  se  groupent  par  8,  qui  appar- 
tiennent à  un  même  hyperboloïde.  Tous  les  hypeiboloïdes  ainsi  ob- 
tenus sont  inscrits  dans  une  développable  ly^ ,  et  Ton  prend  pour  for- 
mer la  quadrispinale  sur  chaque  hyperboloïde  celles  de  ses  généra- 
trices qui  sont  des  axes.  Ces  hyperboloïdes  sont  ceux  que  M.  de  la 
Goumerie  a  appelés  associés. 

La  méthode  que  j'ai  suivie  parait  digne  d'intérêt,  surtout  parce 
qu'elle  rattache  les  surfaces  de  M.  de  la  Goumerie  à  des  surfaces 
plus  générales  du  8®  ordre.  En  particulier,  la  surface  réglée  du 
8*  ordre  sans  conique  double  se  rencontre,  comme  je  le  montrerai, 
dans  un  grand  nombre  de  recherches,  et  surtout  elle  joue  un  rôle 
important  dans  la  théorie  des  surfaces  du  3"  ordre  et  du  4'  ordre  à 
conique  double. 

Toutes  les  surfaces  indiquées  dans  cette  Note  se  distinguent  des 
autres  surfaces  réglées  par  la  propriété  suivante.  Les  coordonnées 
d'un  de  leurs  points  s'expriment  par  les  formules 

(x=:(a  — p)R,,    ;-=(6  — p)S,, 
*"'^  I  z=(c-p)T.,     /  =  (rf-p)U., 

où  Ri ,  St ,  Tt ,  Ui  sont  des  fonctions  d'un  autre  paramètre.  Pour  les 
surfaces  tétraédrales  symétriques,  ces  fonctions  sont  des  puissances 


(  *  )  La  proposition  réciproque  serait  la  suivante  :  La  quadricuspinale  est  engendrée 
par  les  sécantes  doubles  d'une  courbe  gauche  du  4'  ordre,  qui  coupent  les  faces  du  té~ 
traèdre  conjugué  à  cette  courbe  en  l\  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  constant. 
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de  même  exposant  d'une  fonction  linéaire  de  p.  Des  formules  tonles 
semblables  peuvent  être  données  pour  les  coordonnées  tangentieUes 
d'un  de  leurs  plans  tangents. 

En  effet,   si  dans  les  équations  (17)  on  fait  varier  p,  on  a  luic 
droite.  Les  coefficients  de  tout  plan 

mx  -{-nr-i-  pz  -h  qt=zo 

contenant  cette  droite  doivent  satisfaire  aux  deux  équations 


\  maRi  =  Oy     \   m  R,  =  0» 


d'où  Ton  déduit,  pour  les  coordonnées  m,  n,  />,  q  du  plan  tangent 
des  expressions  de  la  forme 

mR,  =  a  -f-  (3  II,     nS,  =  0*  -i-  (3'  i«, 
p  Tt=:a"-h^'u,    7 U,  =  «• -4- (3'' a, 

où  u  est  une  nouvelle  variable. 

Ainsi,  pour  la  quadrispinale,  on  trouve 

-ir     «-P 


Xm  =  K 


et  les  formules  analogues. 

Ces  faits  sont  d'ailleurs  évidents  géométriquement;  car  les  sur- 
faces réglées  formées  d'axes  ne  peuvent  avoir  pour  réciproques  que 
des  surfaces  formées  aussi  avec  des  axes  (*). 


SUR  INE  NOUVELLE  lÉTflODE  POUR  ITTUDE  DES  COUUES  TRICÉIS 

SUR  LES  SURFACES  ALfiÉRRlQUES. 

Le  premier  Mémoire  de  M.  Clebsch,  traitant  de  la  représentatioa 
des  surfaces  sur  un  plan  double,  a  été  inséré  dans  les  Mémoires  de 


('  )  Je  dois  signaler,  en  terminant,  une  remarquable  Note  de  M.  Lie,  dans  les  Séck- 
richten  de  TUniversitc  de  Gœttin(7ue,  où  se  trourent  d'importantes  propositioits  uu\» 
courbes  et  les  surfaces  tétraédrales  les  plus  générales,  propotitions  qui  seront  aoalTiétf 
à  leur  place  dans  le  Bulletin, 
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la  Société  de  Gœttingue,  t.  XV  (*).  Les  études  générales  de  Tauteur, 
dont  nous  avons  rendu  compte,  permettaient  de  prévoir  que  toute 
surface  du  5®  ordre  ayant  une  ligne  double  du  4*  ordre  peut  être 
représentée  sur  un  plan  simple  (c'est-à-dire  de  manière  qu'à  un 
point  du  plan  corresponde  un  seul  point  de  la  surface).  Mais  pour 
obtenir  la  représentation  la  plus  simple  de  la  surface,  il  était  indis- 
pensable de  commencer  par  établir  Texistence  de  certaines  coniques, 
en  nombre  limité  et  ne  formant  pas  une  série,  qui  se  trouvent  sur  la 
surface.  M.  Clebsch  montre  que  les  difficultés  que  présente  la  re- 
cherche de  ces  coniques  peuvent  être  facilement  surmontées,  quand 
on  commence  par  rechercher  (ce  qui  n'oiTre  aucune  difficulté)  la  re- 
présentation de  la  surface  sur  un  plan  double.  Disons  d'abord 
quelques  mots  de  la  génération  et  des  propriétés  de  cette  surface. 
On  reconnaît,  d'abord,  que  la  courbe  double  du  4'  ordre  ne  peut 
être  que  de  la  première  espèce;  car  toute  courbe  double  du  4*  ordre 
et  de  deuxième  espèce  possédant  une  infinité  de  cordes  qui  la  coupent 
en  trois  points  et  qui  forment  un  hyperboloïde,  ces  cordes  coupant 
la  surface  en  trois  points  doubles  en  feraient  partie  tout  entières, 
et  la  surface  du  5*  ordre  se  décomposerait  en  un  hyperboloïde  et 
une  surface  du  3*  ordre.  On  trouve  facilement  l'équation  de  la  sur- 
face ;  elle  peut  s'écrire  : 

(i)  Cç*  —  aBçij;  -f- A(j;»  =  o, 

ou  A,  B,  C  désignent  des  fonctions  linéaires,  f ,  ^  des  fonctions  du 
second  degré  des  coordonnées.  D'après  cela,  la  surface  est  le  lieu 
des  coniques  qui  sont  déterminées  par  les  plans 

A-f-a>BH-X^C  =  o 
et  les  surfaces 

Les  plans  des  coniques  enveloppent  le  cône 

AC  — B«==o 
dont  le  sommet  défini  par  les  équations 

A  =  o,     B  =  o,     C  =  o 


(')  Clebsch  (A.),   Ueber  die  Abbildung  eincr  Classe  von  Flàchen  5  Ordnung.  Gtft- 
lingen,  in  der  Dieterichschen  Buchhandlung,  1870.  Ce  Mémoire  se  vend  séparément. 
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se  trouve  évidemment  sur  la  surface.  Ce  point  est  d'ailleurs  très- 
reraarquable.  Toute  droite  qui  le  contient  coupe  la  surface  en  quatre 
autres  points,  qui  se  décomposent  en  deux  groupes  déterminés  cha- 
cun par  une  équation  du  second  degré.  Le  lieu  des  polaires  de  ce 
point,  par  rapport  h  chaque  conique,  forme  une  surface  réglée  du 
4**  ordre,  ayant  une  courbe  double  du  3*  ordre.  Le  cône  enveloppe 
des  plans  des  coniques  est  tangent  doublement  à  la  surface.  Mais  il 
y  a  un  autre  cône  du  6®  ordre^  enveloppe  des  plans  tangents  simples 
de  la  surface,  et  ayant  son  sommet  au  même  point  que  le  cône  des 
plans  tangents  doubles.  Si  l'on  pi*ojette  la  surface  du  sommet  com- 
mun de  ces  deux  cônes,  on  obtient  la  représentation  annoncée,  et  la 
courbe  de  passage  est  Tintersection  du  cône  tangent  simple  par  le 
plan  de  projection.  Les  formules  de  représentation  sont  de  la  forme 


p/^-V-hv'V'-UW, 

où  U,  V,  W  désignent  des  fonctions  du  4'i  du  3*,  du  i*'  degré  d'une 
forme  particulière  des  coordonnées  X,  [i  d'un  point  du  plan.  La  courbe 

U  =  V*-UW  =  o 

est  la  courbe  de  passage.  EÀ\e  est  du  6^  degré,  contient  X  à  la  4*  puis- 
sance et  u  à  la  2*.  En  d'autres  termes,  elle  a  un  point  double  et  un 
point  quadruple.  M.  Clebsch  montre  que  ces  propriétés  suffisent  à  la 
définir  et  qu'elle  est  la  courbe  la  plus  générale  satisfaisant  aux  con- 
ditions que  nous  venons  d'énoncer. 

Ces  propriétés  la  rangent  d'ailleurs  dans  la  classe  des  courbes 
hyperelliptiques  dont  le  genre  est  3,  et  si  l'on  désigne  par  «i,  u,,  u» 
les  trois  intégrales  de  première  espèce  correspondant  à  chaque  point 
de  la  courbe,  on  aura,  d'après  le  théorème  d'Abel  présenté  sous  la 
forme  que  lui  ont  donnée  Riemann  et  M.  Ciebsch  [Journal  de  Bor^ 
chardt,  t.  LXUI,  p.  197), 

2/1,  =  0,       2fls=Oy       ^Ut  =  Of 

les  intégrales  étant  prises  avec  des  limites  inférieures  convenables, 
les  sommes  s'étendant  h  tous  les  points  d'intersection  de  la  courbe  R 
avec  une  courbe  algébrique  donnée.  N'oublions  pas  que  les  inté- 


r 
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gralcs  ne  sont  déterminées  qu'à  des  multiples  près  des  six  modules 
de  périodicité.  Cela  posé,  pour  toute  conique  passant  par  l(»s  deux 
points  multiples,  on  aura,  comme  le  démontre  M.  Clebsch, 


k=6 


k=n 


la  somme  s'étendant  aux  six  points  où  la  conique  vient  couper  la 
courbe  (en  laissant  de  côté  les  deux  points  multiples),  et  si  la  conique 
doit  être  tangente  en  deux  points,  les  intégrales  précédentes  sont 
égales  deux  à  deux,  et  Ton  a,  pour  les  trois  points  de  contact, 

I         I        2 

où  les  Q/  indiquent  un  système  de  périodes. 

Comme  les  quantités  Q^  contiennent  six  nombres  entiers,  on  aura 
a*  =64,  équations  distinctes,  et,  par  conséquent,  64  coniques.  Ces 
coniques  se  détermineront  donc  par  une  équation  du  7*  degré,  celle 
dont  dépend  la  bissection  des  fonctions  Iiyperelliptiques  de  genre 
p  =  3,  et  l'on  aura  ensuite  h  résoudre  plusieurs  équations  du  2* degré. 

L'auteur  démontre  maintenant  que  ces  coniques  sont  chacune  la 
projection  de  deux  courbes  de  la  surface  :  i®  d'une  conique;  2"  d'une 
courbe  du  3*  ordre.  On  voit  donc  que  la  surface  contient  64  coniques 
isolées,  et  l'existence  de  telles  coniques  une  fois  établie,  on  peut 
représenter  la  surface  sur  un  plan  simple  de  la  manière  suivante  : 

La  série  de  coniques  qui  engendre  la  surface  coupe  l'une  quel- 
conque des  coniques  isolées  que  nous  appellerons  C  en  un  seul  point. 
Or,  dès  qu'on  connaît  un  point  d'une  conique,  toutes  les  autres  peu- 
vent s'exprimer  rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre.  On 
pourra  donc  exprimer  rationnellement  les  coordonnées  de  la  sur- 
face en  fonction  :  i^  d'un  paramètre  fixant  la  position  du  plan  de 
chaque  conique  \  tP  et  d'un  autre  paramètre  déterminant  un  point 
sur  cette  conique.  Mais  nous  renvoyons  à  l'important  Mémoire  de 
M.  Clebsch,  qui  contient  bien  des  questions  dont  nous  ne  pouvons 
guère  donner  une  idée  ici  :  représentation  de  la  courbe  double,  des 
coniques,  etc.,  etc.  Bornons-nous  à  dire  que,  dans  la  représentation 
du  degré  le  moins  élevé  sur  un  plan  simple,  les  sections  planes  de  la 
surface    sont   représentas   j>ar    des    courbes   du  4*^  ordre,    ayant 
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en  commun  un  point  double  et  sept  points  simples.  Notre  seul  but 
était  (l'indiquer  ici  le  point  essentiel  du  Mémoire,  la  relation  entre 
toutes  les  équations  déterminant  des  éléments  g^métriques  remar- 
quables d'une  surface,  et  celles  qui  se  rapportent  à  la  bissection  des 
fonctions  hyperelliptiques  et  abéliennes. 

M.  Clebsch  a  publié  un  second  Mémoire  sur  le  même  sujet  dans  les 
Mathematische  Annalen,  Ce  Mémoire  a  pour  titre  :  Veber  den  Zusam» 
menhang  einer  Klasse  von  Flàchen-Ablrildungen  mit  dtr  Zweiikeilung  dêr 
AheVschen  Funclionen  (').  L'auteur  n'y  considère  que  les  surfaces  qui 
peuvent  être  représentées  à  la  fois  sur  un  plan  simple  et  sur  un  plan 
double.  Alors,  soient  P  le  plan  simple,  Q  le  plan  double.  Â  tout 
point  du  plan  double  correspond  un  seul  point  du  plan  simple  ;  mais 
la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Â  un  point  du  plan  P  correspondent 
deux  points  du  plan  Q,  un  dans  chaque  feuillet.  On  est  donc 
conduit,  en  définitive,  à  éliminer  la  surface  représentée  et  k  consi- 
dérer des  modes  de  transformation  des  figures  planes,  dans  lesquels, 
à  un  point  de  l'une  des  figures  (Q)  correspondent  deux  points  de 
l'autre  figure  (Q).  Pour  certains  points  de  l'une  des  figures  (P),  les 
deux  points  de  l'autre  se  confondent.  L'ensemble  de  ces  points  con- 
fondus constitue  la  courbe  de  passage.  Cela  posé,  on  pourrait  se  pro- 
poser la  question  de  la  manière  suivante  :  Trouver  tous  les  modes  de 
transformation  plane  dans  lesquels,  à  un  point  de  l'une  des  figures, 
correspond  un  point  de  l'autre.  On  reconnaît  ainsi  bien  facilement 
que  la  question  se  réduit  à  trouver  un  réseau  linéaire  de  courbes, 
tel  que  deux  courbes  appartenant  à  un  même  réseau  se  coupent  en 
un  certain  nombre  de  points  fixes  contribuant  â  la  définition  du  ré- 
seau et  en  deux  points  variables.  On  reconnaît  encore  facilement 
que  ces  courbes  doivent  être  ou  rationnelles,  ou  elliptiques,  à  moins 
que  les  points  par  lesquels  passent  toutes  les  courbes  n'appartiennent, 
en  totalité  ou  en  partie,  à  ce  qu'on  appelle  de$  $y8iétne$  compUu  de 
points  d^intersecHon.  Il  serait  possible  de  dresser  des  tables  de  ces 
réseaux  pour  les  différents  ordres,  analogues  a  celles  que  MM.  Cre« 
mona  et  Cayley  ont  obtenues  pour  les  transformations  bi-rationnelles. 
L'analogie  parait  même  indiquer  que  le  nombre  de  tels  réseaux,  ne 
se  ramenant  pas  les  uns  aux  autres  par  des  transformations  linéaires, 
est  limité,  etc.  Ce  n'est  pas  ainsi  que  M.  Clebsch  pose  la  question. 


(*)  Mathematisehe  Annalen,  t.  III,  p.  i^j. 


r 
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Il  suppose,  comme  cela  a  lieu  pour  les  exemples  à  traiter,  que  l'on 
connaisse  la  courbe  de  passage  ft  sur  le  plan  de  la  représentation 
double.  Alors  les  sections  planes  de  la  surface  se  projettent  ou  se 
représentent  par  des  courbes  K  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 
elles  passent  par  certains  points  fixes  de  £1,  et  sont  assujetties  à  être 
tangentes  en  des  points  variables  se  déplaçant  sur  £t.  Or  M.  Clebsch 
a  déjà  montré  {Journal  de  Borchardt,  t.  LXIU)  que  la  résolution  al- 
gébrique de  pareils  problèmes  a  les  rapports  les  plus  intimes  avec  la 
bissection  des  fonctions  abéliennes  dont  dépend  la  courbe  £2;  mais 
nous  renverrons,  pour  les  énoncés  précis,  au  travail  de  M.  Clebscb. 
La  suite  du  Mémoire  est  consacrée  à  des  applications.  La  marche 
suivie  par  l'auteur  est  plutôt   synthétique  qu'analytique.   On  se 
donne  une  courbe  de  passage,  et,  sans  examiner  d'une  manière  gé- 
nérale si  toute  courbe  de  passage  peut  conduire  à  un  mode  de  trans- 
formation de  l'espèce  déjà  indiquée,  on  la  choisit  parmi  celles  qui 
conviennent  à  certaines  surfaces  et  qui  doivent  donner  une  solution 
connue  à  l'avance.  C'est  ainsi  qu'avec  une  conique  pour  courbe  de 
passage  M.  Clebsch  retrouve  l'application  sur  un  plan  double  d'une 
surface  du  a*  ordre.  Avec  une  courbe  du  4*  ordre,  on  obtient  l'ap- 
plication sur  le  plan  double  de  la  surface  générale  du  3'  ordre  et  de 
la  surface  du  4*  ordre  à  conique  double,  etc.  Ces  deux  dernières  re- 
présentations s'effectuent  en  projetant  :  i°  la  surface  du  3*  ordre 
d'un  point  arbitraire  de  la  surface;  2^  la  surface  du  4^  ordre,  à  co- 
nique double,  d'un  point  arbitraire  pris  sur  cette  ligne.  Signalons  en- 
core l'étude  importante  des  surfaces  du  4*  ordre  à  droite  double  et  des 
surfaces  du  5'  ordre  déjà  traitées  dans  le  Mémoire  précédent,  ce  qui 
dispense  l'auteur  d'y  insister.  Enfin,  M.  Clebsch  indique,  dans  une 
Note  au  bas  de  la  page,  une  catégorie  nouvelle  de  surfaces,  les  sur- 
faces du  5*  ordre  à  ligne  double  du  5*  ordre,  qui,  elles  aussi,  sont 
susceptibles  d'une  représentation  sur  un  plan  double,  qui  ont  un 
point  triple  et  qui  contiennent  10  droites.  C'est  à  cette  classe  qu'ap- 
partient, comme  exemple  spécial,  la  surface  particulière  du  5^  ordre 
traitée  dans  notre  Mémoire  de  février.  G.  D. 

{A  suivre.) 
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l  REVUE  DES  PUBLICATIONS  PËRIODd^UES. 

^RTEUAHRSSCHRIFT  de&  Astrohomischeit  Gesellschatt  (^). 

5*  année,  H*  cahier,  avril  1870. 

Bhuhus.  —  Zusammenstellung  der  Planeten  utid  Cometen.  Enidch- 
^mgen  im  Jahre  1 869. 

'   Dans  Tannée  1 869,  deux  planètes  ont  été  découvertes,  (j«)  Hecuba, 
par  Luther,  à  Bilk,  et  (j^  Félicité,  par  G.  Peters,  k  Clinton. 

Trois  comètes  ont  été  visibles  durant  cette  même  année  \  la  pre- 
mière est  la  comète  périodique  de  Winnecke,  qui  a  passé  à  son  péri- 
hélie seulement  quatre  jours  avant  l'époque  calculée,  résultat  très- 
satisfaisant,  attendu  que  l'orbite  résultait  de  trois  mois  et  demi  d'ob- 
servations faites  à  onze  années  d'intervalle. 

M.  Oppolaser  a  calculé  les  éléments  de  cette  comète  pour  cette  der- 
nière réapparition;  M.  Wolf,  à  Paris,  a  examiné  le  spectre  delà  co- 
mète. 

Akgelàuder.  —  Beobachiungen  und  Rechnungen  ûber  verànderliche 
8Ume. 

On  présentera  l'analyse  de  ce  travail  en  même  temps  que  celle 
d'un  autre  du  même  auteur,  dans  un  prochain  numéro  du  Bulhtin, 

GvLDÉif  (H.).  —  Untersuchungen  ûber  die  Constitution  der  Atmo^ 
sphàre,  und  die  Slrahlenbrechung.  —  Erste  Abhandlung.  —  Mémoires 
de  l'Académie  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  7*  série, 
t.  X. 

Ce  Mémoire  a  été  analysé  dans  le  Recueil  de  la  Soeiité  astrono" 
mique  en  1867  ;  l'importance  du  travail  nous  a  engagé  à  lire  les  deux 
Mémoires  de  l'auteur  sur  le  même  sujet,  et  à  en  rendre  compte  direc- 
tement. 

La  température  et,  par  suite,  la  densité  de  l'air  en  un  point  quel- 
conque de  l'atmosphère  sont  des  fonctions  de  la  hauteur  du  point 
considéré  et  du  temps  \  si  l'on  connaissait  la  première  de  ces  fonc- 
tions, on  en  déduirait  la  seconde,  et  en  la  portant  dans  la  formule 

(>)  Voir  BuUetin,  t.  II.  p.  389. 
BaU^  des  Sciences  mtuhém,  et  atiron.,  t.  II.  (Nofembre  1871.)  ^t 
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connue  de  la  réfraction  astronomique,  on  n'aurait  plus  à  efTecliie 
qu'un  travail  analytique. 

La  forme  exacile  de  cette  fonction  étant  inconnue,  on  est  réduit 
construire  une  formule  empirique  vérifiant  les  observations  connues 
Les  considérations  suivantes  facilitent  cette  recherche. 

Bien  qu'il  soit  difficile  de  trouver  la  loi  exacte  de  la  diminution  d 
la  température  pour  les  hauteurs  qui  nous  sont  accessibles,  en  raison 
des  nombreuses  causes  perturbatrices,  deux  points  sont  néanmoioi 
hors  de  doute  :  à  la  surface  de  la  Terre,  dans  les  zones  tempérées,  il 
faut  s'élever  d'environ  iio  à  120  toises  pour  que  la  température 
s'abaisse  d'un  degré  R.  ^  en  second  lieu,  cette  diminution  de  la  tem- 
pérature se  ralentit  à  mesure  qu'on  s'élève.  On  est  donc  conduit  à  la 

formule 

I  -f-  ml  Q  , 

1  -i-  m/«  ^        * 

dans  laquelle  m  est  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air,  I  la  tempén- 
ture  à  la  hauteur  A,  t^  la  température  à  la  surface,  r  :=>a  +  A,a  étint 

le  rayon  de  la  terre,  i  ss  --;  ^,  y,...,  sont  des  quantités  indépeih 

dan  tes  de  5. 

Il  pourra  se  faire  que,  poiu*  des  valeurs  assez  grandes  de  1,  le  se- 
cond membre  de  la  formule  précédente  cesse  de  décroître,  sans  qu'il  en 
résulte  aucun  inconvénient,  pourvu  que  la  hauteur  corrcspondaoU* 
soit  plus  grande  que  la  limite  supérieure  reconnue  à  Tatmosphère,  et 
que  la  densité  de  l'air  déduite  de  la  formule  pour  cette  hauteur  soii 
extrêmement  petite. 

M.  Gyldén  n'a  égard  qu'aux  variations  périodiques  de  la  lempéri- 
ture,  celles  dont  la  période  est  un  an  ou  un  jour;  il  considère i3, 
y, . . .  comme  des  fonctions  du  temps,  pour  représenter  la  période 
annuelle,  et  tient  compte  des  variations  diurnes  en  ajoutant  à  la  for- 
mule un  terme  qui  s'annule  à  une  petite  hauteur,  le  terme  ttT^^  oà 
%  est  une  constante.  Il  fait  donc 

Ces  variations  de  la  température  modifieront  la  réfraction  moyenne, 
qui  aura  une  période  annuelle  et  une  diurne  \  c'est  ainsi  qu'on  peut 
s'expliquer  les  discordances  trouvées  par  Ai^elander  entre  les  ré- 
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firactioni  déduites  des  observations  du  Soleil  et  celles  rue  l'on  con- 
dut  des  observations  de  nuit. 

Pour  déterminer  les  constantes  contenues  dans  la  formule  (i),  on 
compare  les  observations  de  la  moyenne  des  températures  de  chaque 
jour,  faites  en  deux  lieux  dont  les  hauteurs  au-dessus  du  niveau  de 
la  mer  sont  très-différentes  :  on  voit  que  le  terme  en  e  disparait  de 
ces  moyennes;  l'auteur  a  eu  recours  à  cinq  groupes  d'expériences, 
parmi  lesquelles  nous  citerons  les  observations  faites  sous  la  direc- 
tion de  Plantamour,  à  Genève,  et  sur  le  grand  Saint-Bernard.  Dési- 
gnons par  |3o  la  partie  moyenne  de  P,  il  trouve 

et,  pour  déterminer  y,  il  a  recours  aux  observations  faites  par  des  aé- 
ronautes,  et  notamment  par  Gay-Lussac.  Les  valeurs  obtenues  pour  y 

varient  de  i58o  à  4o4o  )  M.  Gyldén  adopte  y  =  -7 13|  =:=  ^969,  ce  qui 

n'est  pas  en  contradiction  avec  les  observations  et  lui  permet  de 
faire  simplement 

(2)  X=: r  =  l' P*  1  • 

Si  l'on  compare  entre  elles  les  valeurs  de  |3  tirées  des  observations 
de  Plantamour,  et  aux  diverses  époques  de  Tannée,  on  trouve  la  for- 
mule 

(3)  p  =  123,4  -—  i7,ocos9-|-4>^sin9  —  2,2C0S2  9  —  3^951029, 

qui  représente  la  période  annuelle  \  f  est  le  temps  converti  en  degrés, 
à  raison  de  3o  degrés  par  mois.  Quant  à  la  quantité  x,  qui  est  à  peu 
près  indépendante  de  la  période  diurne,  on  lui  trouve  des  valeurs 
très-différentes,  suivant  qu'on  remprunte  à  tel  système  d'observa- 
tions ou  à  tel  autre  ^  toutefois  ces  valeurs  sont  très-grandes,  et  elles 

le  sont  encore  par  rapport  à  ->  de  telle  sorte  qu'il  est  ainsi  démon- 
tré que  les  oscillations  diurnes,  de  la  température  ne  s'étendent 
qu'aux  premières  couches  de  l'atmosphère.  L'auteur  n'en  tient  pas 
compte  dans  l'expression  de  la  réfraction  -,  pour  ce  qui  concerne  la 
période  annuelle,  il  donne  à  la  fin  de  son  Mémoire  la  variation  de  la 
réfraction  qui  correspond  à  une  variation  d]3  de  P,  de  sorte  que,  dans 

21. 
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chaque  cas  particulier,  si  Ton  a  calculé  une  formule  analogue  à  I 
formule  (3),  on  pourra  se  représenter  nettement  la  yariation  del 
réfraction  due  à  la  variation  annuelle  de  la  température. 

La  formule  (2)  donne  une  valeur  de  I  qui  cesse  de  décroitr 

quand  s  attend  la  valeur  (0  =  79  qui  répond  à  une  hauteur  d'enviroi 

i4  milles  géographiques,  par  conséquent  plus  grande  que  la  limite 
supérieure  de  Tatmosphère,  qui  est  seulement  de  9  milles  ;  c'était  là 
ime  condition  qui  devait  être  remplie. 

Partant  de  la  formule  (2),  M.  Gyldén  calcule  aisément  la  densité^ 
de  l'air  en  fonction  de  s,  et  il  vérifie  que,  pour  s  =  o),  la  valeur  assi- 
gnée à  p  par  la  formule  est  extrêmement  petite. 

Il  établit  ensuite  de  la  manière  ordinaire  la  formule 

,  .  a  sinzdiv 

d.dz  = 


1  — a  ^cos'2  — 2a(i  — iv)-4-2*sin'« 
où 

p- 

et,  d'après  sa  théorie, 

En  dernière  analyse,  il  exprime  âz  de  la  manière  suivante 

Ô2  =  ^  ( A,  4-  A,  r  4-  Aj  c'  -f- . . .), 


avec 


K  i — 

c  =  tang'  ->     langÇ  =  v^2&>  tangz. 


Les  coefficients  A  sont  des  fonctions  assez  compliquées  des  transcen- 
dantes 


{i-^-rfer^dy, 


qui  se  calculent  aisément  quand  X  est  positif,  et  qui,  dans  le  cas  de  \ 
négatif,  se  ramènent  à  une  fonction  connue,  le  logarithme  intégral, 
par  les  formules 

(A-i)û(-.X,yî)=i-7,û(-X-M,rî), 
12(— 1,»)=— eMi(e-^). 
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Au  surplus,  on  trouve  dans  le  Mémoire  plusieurs  formes  de  déve- 
loppement de  ces  transcendantes  (  ^  ). 

M.  Gyldén  termine  en  donnant  l'expression  numérique  de  âz  en 
fonction  de  c,  et  des  variations  de  iz  répondant  aux  variations  des 
constantes  qui  y  sont  contenues. 

GYI.DÉ9  (H.]. —  Untersuchungenûber  die  Constitution  der  Atmosphâre 
und  die  Strahlenbrechung.  —  Zweite  Abhandlung.  —  Mémoires  de 
FAcadémie  impériale  de  Saint-Pétersbourg,  7*  série,  t.  XII  ('). 

Le  premier  Mémoire  avait  pour  but  de  trouver  l'influence  de  va- 
riations périodiques  delà  température  sur  la  réfraction  astronomique  ; 
dans  ce  second  Mémoire,  Fauteur  tient  compte  de  variations  quel- 
conques de  la  température,  périodiques  ou  non. 

L'expression  de  la  température,  à  différentes  hauteurs  de  l'atmo- 
sphère, se  compose  évidemment  d'une  série  de  fonctions  dont  le 
nombre  est  indéterminé,  et  qui,  outre  la  variable  indépendante  s, 
comprennent  un  certain  nombre  de  paramètres  qu'on  empruntera 
aux  observations.  En  l'absence  d'une  loi  rigoureuse,  le  choix  de  ces 
fonctions  reste  assez  arbitraire  ;  il  doit  être  fait  de  façon  à  vérifier  les 
observations  connues,  et  à  apporter  dans  le  calcul  autant  de  simpli- 
cité et  de  convergence  que  possible. 

L'auteur  pose  toujours 

et  représente  ainsi  seulement  la  variation  moyenne  de  la  température 
avec  la  hauteur,  de  telle  sorte  que  |3|,  P„«  •  •  sont  des  constantes^  si 
l'on  borne  le  second  membre  à  ses  deux  premiers  termes  i  —  ^i  5,  on 
représente,  à  très-peu  près,  les  observations,  ce  qui  montre  qu'il  suf- 
fira très-certainement  d'avoir  recours  au  troisième  terme;  si  l'on 
voulait  représenter  toutes  les  variations  de  t  avec  le  temps,  en  suppo- 


(')  Ponr  la  réfVaction  horizontale,  on  est  conduit  à  la  transcendante 


J"(,-.e-f/)*e-wy"'<r. 


étudiée  par  Laplaoe  et  Cauchy. 

(*)  Nous  aTons  reçu  sur  le  même  sujet  un  second  article  trèe*remarquable  et  que 
noua  publierons  également. 
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sant  |3i,  p,,...  des  fonctions  du  temps,  on  serait  forcé  d'aller  beau- 
coup plus  avant  dans  la  série. 

On  a  reconnu  que  les  inégalités  de  la  température  dont  la  période 
est  un  an  ou  un  jour  se  laissent  très^bien  représenter  par  l'expression 


\ki€r*f  cos(Ai  -H  ats  -h  i5), 


où  t  est  un  indice  entier,  9  le  temps,  ki^  X/,  A/  et  «/  des  constantes. 
Comme  la  température  à  la  surface  de  la  terre  sera  représentée  par 


2 


A-iC0s(Ai4-i6), 


on  voit  que  les  constantes  ki  et  A/  seront  faciles  à  déterminer;  il  n*en 
est  pas  de  même  des  autres.  Les  constantes  a^  sont  jusqu'ici  presque 
complètement  inconnues;  on  sait  toutefois  qu'elles  oscillent  entre 
des  limites  qui  ne  sont  pas  trop  éloignées.  Si  l'on  développe  les  co- 
sinus de  Texpression  précédente  suivant  lea  puissances  de  s,  elle 
prendra  la  forme 

dans  laquelle  les  indices  t  et  j  sont  des  nombres  entiers,  et  y:«,/  des 
coefficients  fonctions  du  temps.  C'est  là  la  forme  à  laquelle  l'auteur 
s'arrête;  elle  a  l'avantage  de  pouvoir  représenter  aussi  des  variations 
de  température  non  périodiques.  Le  problème  se  présente  dès  lors 
comme  il  suit  : 

La  réfraction  étant  calculée  en  partant  de  la  formule  (i),  on  sup- 
pose que  la  température  t  éprouve  la  perturbation 

>î<«e— '. 

On  demande  de  trouver  les  inégalités  correspondantes  de  la  densité 
de  l'air  et  de  la  réfraction. 

Dans  ce  calcul,  on  pourra  évidemment  négliger  le  carré  des  iné- 
galités. 

Soit 

ï^  ml 
)r=  — : — r  =  X»"^X»  •♦-Xt  •+-•••» 


F 
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on  trouve 

p 
(v  =  —  =  a;,  -f-  (Vi  -h  (Va  4- . . .  ; 

l  ayant  la  signification  de  la  Mécanique  céhste. 

Ces  formules  donnent  donc  les  inëgalitës  de  p,  qui  repondent  à 
celles  de  i.  Il  convient  de  remarquer  que  les  inégalités  de  p,  dues 
à  la  présence  de  la  vapeur  d'eau,  sont  de  la  même  forme  ^  on  le  voit 
aisément,  en  partant  de  la  relation 

p p    I  -*-  m/         8  /y» 

^  ""  pi  I  4-m/o         3  TT  ' 

dans  laquelle  n  et  it^  désignent  les  tensions  de  la  vapeur  d'eau,  et  en 
s'appuyant  sur  la  loi  de  Magnus,  qui  donne  it  en  fonction  de  I  et  de 
l'état  hygrométrique  f ,  savoir 

ce  qui  peut  se  réduire  a 

TT  =  7r#  -^  e-*'. 

Si  donc  on  connaît  un  certain  nombre  de  valeurs  de  f  répondant  k 
un  même  nombre  de  valeurs  de  s,  on  pourra  développer  f ,  et,  par 
suite,  it^  en  une  série  de  la  forme  Siis^e"*'  *,  Tauteur  a  tenté  un  essai 
numérique  sur  ce  sujet,  en  s'appuyant  sur  les  mesures  effectuées  par 
Glaisher  dans  un  voyage  aérien. 

Il  ne  reste  donc  qu'à  trouver  les  inégalités  de  la  réfraction;  elles  se 
ramènent  à  des  intégrales  telles  que 

Jo   ^cos* 3-4-2isin'i  ' 
lesquelles  s'expriment  elles-mêmes  à  l'aide  des  fonctions 

*      r(/r  +  i)Jo  dx»         «^    »  • 
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La  relation 

ramène  la  recherche  des  fonctions  Vj[  i  celle  des  fonctions  Vj[  ;  soit 
posé 

*       (*-+-i)(*-f-a)...(aA-4-i)  **• 

B 

M.  Gyldén  donne  un  développement  simple  de  ^  f  i  sniyant  les 
puissances  de  n^  et  une  expression  de  -j~^  en  fraction  continue  ;  en 
opérant  d'une  autre  manière,  il  arrive  à  remplacer  les  fonctions  V 

e^^^dt.  Comme  dans  le  premier  Mé- 
moire, il  donne  le  développement  numérique  de  la  réfraction  sui- 
vant les  puissances  impaires  de  ^,  et  aussi  de  ses  dérivées  par  rap- 
port aux  constantes  qu'elle  contient;  il  démontre  enfin  ce  théorème 

important,  que  les  coefficients  de  c*  et  c*  sont  indépendants  de  la  loi 
de  variation  de  la  température;  l'influence  de  la  vapeur  d'eau  ne  se 

3 

fait  sentir  que  sur  le  coefficient  de  c*  et  les  suivants. 

Réfraction  terrestre.  —  L'intégration  de  l'équation  diiTérentielle 
de  la  réfraction  entre  deux  points  de  la  courbe  lumineuse  conduit  k 
la  connaissance  de  l'angle  compris  entre  les  tangentes  è^  la  courbe 
en  ces  deux  points;  mais  c'est  seulement  dans  des  cas  particuliers 
que  cet  angle  est  dans  un  rapport  simple  avec  la  diiférence  entre  la 
direction  vraie  et  la  direction  apparente  d'un  objet;  ainsi,  dans  le 
cas  des  astres,  le  premier  des  angles  est  égal  au  second;  il  en  est  le 
double  dans  le  cas  où  l'observateur  et  l'objet  sont  situés  dans  un 
même  plan  horizontal.  Dans  les  autres  cas  de  la  réfraction  terrestre, 
il  faut  revenir  à  l'équation  diiTérentielle  de  la  trajectoire;  en  l'inté- 
grant, on  aura  la  quantité  i  en  fonction  de  l'angle  géodésique  v 
formé  par  les  rayons  vecteurs  menés  du  centre  de  la  terre  aux  deux 
stations,  et  l'on  en  déduira  aisément  l'expression  de  la  réfraction 

R  =  Av-+-Bv»-f.Ci^ -+-..., 
dans  laquelle  les  coefficients  sont  des  fonctions  faciles  a  calculer  de 
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la  distance  zénithale  apparente  x.  M.  Lindhagen  a  traité  ainsi  la 
question  d'une  façon  très-complète  ^  M.  Gyldén  suit  la  même  voie, 
et  tient  compte  des  inégalités  de  la  température,  comme  dans  le  cas 
des  réfractions  astronomiques. 

PiHL  (O.-A.-L.).  —  MicTùmetric  Examinaiion  ofSiellar  Cimier  in 
Per$eus.  —  Christiania,  in-4**. 

M.  Pihl,  avec  de  faibles  instruments,  a  abordé  la  détermination 
précise  des  étoiles  d'une  partie  du  grand  amas  de  Pcrsée,  ce  qu'on 
n'avait  fait  jusqu'ici  qu'avec  de  puissantes  lunettes  ou  de  forts  hélio- 
mètres^  il  a  effectué  son  travail  entre  les  années  1862  et  1866.  L'in- 
strument dont  il  s'est  servi  est  une  lunette  de  3  pouces  ~  d'ouverture, 
montée  parallactiquement,  et  munie  d'un  micromètre  circulaire  et 
d'un  micromètre  de  Boguslawski  ;  les  grossissements  employés  sont 
de  40  c^  i^<>  foîs-  ^s  deux  repères  principaux  étaient  deux  étoiles 
de  8*  grandeur,  situées,  l'une  au  nord,  l'autre  au  sud  du  groupe  ; 
quand  il  avait  recours  au  plus  fort  grossissement,  il  était  obligé 
d'employer  encore  un  certain  nombre  d'étoiles  de  comparaison  dont 
les  positions  avaient  été  bien  déterminées.  L'erreur  probable  des 
positions  relatives  est  de  o^',  3i  pour  une  différence  d'ascension 
droite,  et  de  0^^,29  pour  une  différence  de  déclinaison.  11  est  toute- 
fois à  craindre  que  le  travail  ne  reste  aOecté  d'erreurs  systématiques, 
provenant  d'une  incertitude  dans  les  positions  des  deux  principales 
étoiles  de  comparaison  qui  constituent  la  base  de  M.  Pihl.  M.  Bruhns 
exprime  le  désir  de  voir  déterminer  à  nouveau  cette  base  avec  préci- 
sion, à  l'aide  d'un  bon  héliomètre,  de  manière  qu'aucune  incertitude 
ne  plane  sur  le  beau  travail  de  M.  'Pihl.  Ce  travail  est  accompa- 
gné d'une  carte  représentant,  en  dehors  des  85  étoiles  cataloguées, 
1 17  autres  étoiles  que  l'observateur  a  pu  apercevoir  dans  sa  lu- 
nette, dans  les  circonstances  les  plus  favorables. 

Valeutiiteii.  —  Determinaiio  orbitœ  cometœ  Vanni  i863.  —  Berlin, 
i863. 

Les  éléments  de  cette  comète,  découverte  par  quatre  observateurs 
différents,  du  28  décembre  i863  au  9  janvier  18649  présentèrent  aux 
premievs  calculateurs  une  ressemblance  assez  grande  avec  ceux  des 
comètes  de  1810  et  de  1490,  et  on  émit  l'hypothèse  d'une  révolution 
de  53  années.  Un  essai  tenté  par  M.  Weiss,  pour  représenter  les 
observations  dans  cette  hypothèse,  en  montra  l'invraisemblance;  le 
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1^  Voici  la  conclusion  du  Rapport  de  M.  de  Saint-Venant  : 
']  «...  On  peut  dire  que  la  branche  nouvelle  de  mécanique  pour  la- 
â^nelle  l'un  de  nous  a  hasardé,  sans  le  préconiser  comme  le  meilleur, 
Jb  terme  à'hydrosiéréodynamiqiAe^  a  été  menée  à  un  état  plus  avancé 
•ter  le  Mémoire  de  M.  Levj,  dans  lequel,  pour  le  cas  le  plus  général 
'M  aussi  pour  le  cas  important  de  symétrie  semi-solaire,  se  trouve 
^|0së  nettement  et  complètement  en  équation  son  problème,  qui  ne 
Kavait  encore  été  que  dans  le  cas  fort  restreint  du  mouvement  par 
^ans  parallèles. 

»  Nous  proposons  donc  à  l'Académie  d'approuver  ce  Mémoire,  et 
d'en  ordonner  l'insertion  au  Recueil  des  Savants  étrangers.  » 

L'Académie  adopte  les  conclusions  de  ce  Rapport. 

Pauttot.  —  Mémoire  sur  les  marées  fluviales. 

M.  Partiot  cherche  à  expliquer  et  à  relier  ensemble,  par  une  théo- 
rie, les  faits  nombreux  qu'il  a  observés,  dans  la  vue  surtout  d'arriver 
à  prévoir  quelle  influence  les  recreusements  opérés  dans  le  lit  des 
fleuves  pourront  avoir  sur  la  hauteur  des  marées  remontant  leur 
cours,  et  d'augmenter  ainsi,  par  ces  travaux,  dans  l'exécution  des- 
quels on  aura  pris  pour  auxiliaire  la  puissante  action  du  jusant  ou 
reflux,  le  tirant  d'eau  des  bâtiments  destinés  à  aborder  à  des  ports 
continentaux,  tels  que  Rouen,  Bordeaux,  Nantes. 

BorssiNESQ  (J.)  —  Sur  le  mouvement  permanent  varié  de  Veau  dans 
les  tuyaux  de  conduite  et  dans  les  canaux  découverts. 

Suite  du  Mémoire  présenté  dans  la  séance  du  3  juillet. 

Chapelas.  —  Mémoire  sur  la  direction  des  étoiles  filantes. 

M.  Chasles  fait  hommage  à  l'Académie,  de  la  part  de  M.  le  Prince 
BoNCOMPAGNi,  des  sept  derniers  mois  de  1870  du  Bullettino  di  Biblio- 
grafia  e  di  Storia  délie  scienze.matematiche  e  fisiche» 

N<>3.  Séuee  di  17  juillet  1871. 

Sbkret  (  J.-A.)  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  Addition  au 
Mémoire  lu  devant  l'Académie  dans  la  séance  du  12  juin  1871. 

Saiht- Venant  (ue).  —  Théorie  du  mouvement  non  permanent  des 
eaux,  avec  application  aux  crues  des  rivières  et  é  l'introduction  des  ma^ 
rées  dans  leur  lit. 
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Voici  comment  s'exprime  M.  deSAurr-VEHAirr  aacoi 
de  sa  Communication  : 

((  Le  Mémoire  sur  les  marées  fluoiàUê  de  M.  ringénieor  des  PonU 
et  Chaussées  Partiot,  présenté  dans  la  séance  du  lo  juillet  1871, 
contient  une  idée  qui,  étant  complétée  et  modifiée  dans  sa  forme, 
me  parait  pouvoir  conduire  à  une  solution,  depuis  longtemps  désirée, 
du  problème  du  mouvement  non  permanent  des  eaux  dans  les  canaux 
découverts  \  ce  qui  comprend,  outre  les  marées  dont  il  est  question, 
les  crues  des  rivières,  ainsi  que  le  retrait  de  leurs  eaux,  temporain- 
ment  gonflées  par  des  pluies  abondantes.  » 

M.  de  Saint- Venart  donne,  en  effet,  dans  son  Mémoire,  la  théo- 
rie et  les  équations  générales  du  mouvement  non  permanent  des  eau 
courantes. 

Lemalt  et  Maquiei3.  —  Sur  V observation  des  essaims  d^éioUesfkih 
tes  des  mois  de  novembre  et  d'août,  et  sur  Vobsertation  d^un  boUde  fsiU 
à  Trémonl,  prés  Toumus. 

A  cette  occasion,  M.  Le  Veerier  passe  en  revue  les  stations  fon- 
dées pour  l'observation  régulière  des  essaims  d'étoiles  filantes,  en 
indiquant  ce  qu'elles  ont  fait  et  ce  qu'elles  s'apprêtent  à  faire. 

E^GER.  —  Nouveaux  documents  sur  Us  quatre  Livres  conservés  ii 
/'Optique  de  Claude  Ptolémée. 

M.  Chasles  ajoute  qu'il  possède  une  copie  (qui  parait  être  da 
XV 11*^  siècle)  de  la  traduction  latine  de  ï Optique  de  Ptolémée,  sous 
le  titre  de  :  Incipit  liber  Ptolemœi  de  Opticis,  sive  aspectibus,  translatus 
ab  Ammirato  Eugenio  siculo,  de  arabico  in  latinum. 

Resal  (H.).  —  Du  mouvement  d*un  corps  solide  qui  supporte  w 
système  matériel  animé  d*un  mouvement  relatif  par  rapport  à  ce  corp$. 
(Extrait  par  l'auteur.) 

Faire  ressortir  l'influence,  sur  le  mouvement  d'un  corps  solide,  de 
l'inertie  due  au  mouvement  relatif  d'un  système  matériel  dont  les 
points  d'appui  se  trouvent  sur  ce  corps,  tel  est  le  problème  que  je 
me  suis  proposé  de  résoudre  d'une  manière  générale,  et  qui  com- 
prend comme  cas  particuliers  le  théorème  de  Laplace,  se  rapporuol 
à  l'action  que  les  marées  pourraient  avoir  sur  le  mouvement  de  h 
Terre  autour  de  son  centre  de  gravité,  et  les  théories  de  quelques 
appareils  giratoires. 


f 
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Terquem  (A.)  —  Mémoire  sur  let  sons  produits  par  des  ébranlements 
discontinus,  et  en  particulier  d  Vaide  de  la  sirène. 

M.  Terquem  reprend  la  question  traitée,  en  partie,  expérimenta- 
lement par  Auguste  Seebeck  et  théoriquement  par  Ohm,  généralise 
et  simplifie  les  méthodes  de  calcul  employées  par  Ohm,  et  applique 
la  théorie  générale  à  un  grand  nombre  de  cas  particuliers. 

CoRKu  et  MEftcmiER.  —  Sur  Us  intervalles  musicaux^  3*  Note. 

Voir  pour  les  deux  premières  Notes  les  Comptes  rendus  des  8  et 
22  février  1869. 

Voici  la  conclusion  des  auteurs  : 

<c  Les  intervalles  musicaux  employés  dans  ime  mélodie  lente  et 
sans  modulations  sensibles  sont  ceux  de  la  gamme  pythagoricienne 
dérivant  de  la  série  des  quintes,  et  qui  ne  contient  que  deux  sortes 
d'intervalles  irréductibles  :  Toctave  2,  et  la  quinte  f  •  Ce  ne  sont  pas 
ceux  de  la  gamme  dite  naturelle^  qui  contient  trois  sortes  d'intervalles 
irréductibles  :  l'octave  2,  la  quinte  |,  et  une  tierce  majeure  7,  qui, 
d'après  nous,  n'est  applicable  qu'à  l'harmonie.  » 

NO  4.  Séuee  d«  24  jiillet  1871. 

Chasles.  —  Propriétés  générales  des  courbes  géométriques  relatives  à 
leurs  axes  harmoniques. 

L'étude  des  propriétés  des  polaires  d'un  point  par  rapport  à  une 
courbe  ou  à  une  surface  a  été  déjà,  de  la  part  des  géomètres,  l'objet 
de  nombreux  travaux.  Dans  la  communication  actuelle,  M.  Chasles 
s'occupe  des  droites  polaires  (ou  axes  harmoniques)  d'un  point,  et 
ajoute  de  nombreuses  propriétés  à  celles  qu'on  connaissait  déjà.  Ces 
théorèmes  sont  groupés  dans  des  paragraphes  dont  les  titres  suivent  : 

Chapitre  I.  —  Concernant  les  axes  harmoniques  de  la  courbe  U^ 
qui  ont  leurs  pôles  sur  une  courbe  U^^ . 

1^  Propriétés  relatives  à  la  courbe  enveloppe  des  axes  harmoniques  de 
la  courbe  V„^. 

2^  Théorèmes  dans  lesquels  interviennent  les  éléments  de  la  courbe  V^. 

30  Théorèmes  dans  lesquels  interviennent  les  éléments  de  la  courbe  U^. 

Chapitre  II.  —  Propriétés  concernant  les  tangentes  et  les  normales 
d'une  courbe  U«/  considérées  comme  axes  harmoniques  de  U„. 

Chapitre  III.  —  Propriétés  concernant  les  axes  harmoniques  de  U^ 
q%U  ont  leurs  pôles  sur  les  tangentes  ou  les  normales  d'une  courbe  Umf. 
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IV.  —  Où  ran  considère  la  amrb$  V^,  qui  danmê 
tiques  de  U«,  et  une  autre  courbe  U«^. 
C^AYcnuK  V. —  Où  l*on  considère  les  axes  harmoniques  d*un  même 

\£  rdbft/é  deuz  courbes  V^y  U^. 
Ck^itbe  VI.  —  Axes  harmoniques  relatifs  d  trois  courbes  U^i 

Sjlist-Vexaht  (de).  —  Théorie  du  mouvement  non  permanent  des 
T,  mrec  appliceUion  aux  crues  des  rivières  et  à  l'introduction  des 
dans  leur  lit.  (2*  Note-,  voir  la  Séance  précédente.) 

ScGCHi  (Le  P.).  —  Sur  les  relations  qui  existent,  dans  le Soleity  entre 
les  fÊOÊkSy  les  protubérances  et  la  couronne.  (2*  Lettre;  voir  les 
Comptes  rendus,  6  juin  1871.) 

BoussucESQ  (J.).  —  Théorie  générale  des  mouvements  qui  sont  pro- 
pagés dans  un  canal  rectangulaire  horizontal. 

Cet  article  est  la  généralisation  de  celui  qui  a  été  présenté,  le 
19  juin  1 87 1 ,  sur  Tonde  solitaire. 

]N<>  5.  S&ice  da  31  jiiUet  1871. 

^EEET  (J.).  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  Deuxième 
addition  au  Mémoire  lu  devant  rAcadémie^  dans  la  séance  du 
i2  juin  1871. 

«  Le  principe  de  la  moindre  action,  dit  M.  Scrret,  ne  concerne 
otK  les  systèmes  dans  lesquels  le  nombre  des  liaisons  est  inférieur  de 
«it»ix  unités  au  moins  au  nombre  des  coordonnées  des  corps.  Le  cas  de 
ii:=  3^  que  je  me  propose  d'examiner  ici,  peut  donc  être  regardé 
cmaiittf  ctflui  des  sustèmes  à  liaisons  compléte$^  au  point  de  vue  des 
iMEOfirwU»^  nrlatives  à  la  moindre  action.  » 

M.  Sîtt^  i^(  une  application  complète  de  ses  formules  au  mou- 
^«iMttiftt  cUipùque  des  corps  célestes. 

>  \u>  ^  iLUktcKAv.  —  Note  sur  la  comète  périodique  de  d'Arrest. 

*^i^44,  s  UL}  —  Kss«%  fur  la  théorie  des  vapeurs. 

3  %*«i^ .  -^  RMmt  de  la  comète  périodique  de  d  ^Arrest, 


Vtmpini  de  l'infini  en  mathématiques. 
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Cette  Note  résume  les  idées  que  M.  Teamson  a  développées  dans 
deux  brochures  récemment  publiées  sur  remploi  de  V infini  en  mathé- 
matiques. 

Dbitza.  —  Bolides  observés  en  Italie  pendant  le  mois  de  juillet. 

PocGiA.  —  Observation  d'un  bolide^  faite  à  l'Observatoire  de  Mar- 
seille^ le  i*"  août. 

Lemasy.  —  Bolide  observé  le  4  (loût  1 87 1^  à  Trémont,  près  Toumus. 

N^  7.  Séacc  di  14  aoit  1871. 

Le  Vbreier.  —  Observations  de  Vessaim  d'étoiles  filantes  du  mois 
d'août,  faites  pendant  les  nuits  des  g^  10  et  11  août  1 87 1 ,  dans  un  grand 
nombre  de  stations  correspondantes. 

Resal.  —  De  rinsufflsance  des  chaînes  de  sûreté  du  matériel  de  che- 
mins  de  fer. 

Janssen  (J.).  —  Sur  la  constitution  du  Soleil. 

N<>  8.  Séaice  da  21  aolK  1871. 

FoMYiELLE  (W.  de).  —  Sur  quclqucs  apparitions  analogues  à  celles 
du  bolide  de  MarseUU. 

Chapelas.  —  Étoiles  filantes  du  mois  d*août  1 87 1 . 

GuTOT.  —  Sur  les  bolides  du  1 1  août  iSyi  et  du  24  juin  1 870. 

N»  9.  Séaice  da  28  Mil  1871. 

Saikt-VsjNA2sit  (de).  —  Sur  la  houle  et  le  clapotis. 

Resal  (H.).  —  Du  profil  rationnel  des  segments  d'un  piston  de  ma- 
chine à  vapeur. 

CoRifu.  —  Réponse  à  une  Note  de  M.  Janssen. 
Voir  la  séance  du  i4  août. 

Janssen  (J.).  —  Voyage  aéronautique  du  Volta,  entrepris  le  2  dé- 
cembre 1870,  en  vertu  d'une  mission  scientifique. 

NO  10.  Siaiee  da  4  septcike  1871. 

BEaT&ANo  (J.).  —  Note  sur  la  théorie  de  la  Lune  d'Aboul-Wefa. 


\ 
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(c  Une  petite  portion  seulement  du  Traité  d*Asiranomie  d'Aboul- 
Wefà  est  parvenue  jusqu'à  nous.  Un  fragment  de  cinquante  lignes 
environ,  relatif  à  la  théorie  de  la  Lune,  a  été  souvent  cite  et  minu- 
tieusement étudié.  U  aurait,  en  effet,  une  grande  importance  histo- 
rique si,  comme  on  l'a  prétendu,  on  y  pouvait  voir  la  preuve  que  les 
astronomes  arabes,  au  x*  siècle  de  notre  ère,  connaissaient  Tinégalitë 
nommée  variation^  et  déduite,  six  siècles  plus  tard,  des  observations 
de  Tycho  Bralié.  » 

Restreignant  le  débat  k  l'étude  pure  et  simple  du  texte  connu  et 
exactement  traduit,  M.  Bertrand  conclut  en  ces  termes  : 

<(  Quelle  qu'ait  été  à  Bagdad  la  renommée  d'Aboul-Wefil,  il  nous 
est  donc  impossible  de  lui  accorder  grande  confiance,  et  M.  Biot  est 
excusable  d'avoir  vu,  dans  le  texte  qui  nous  occupe,  une  paraphrase 
confuse ,  embarrassée ,  inintelligente  du  cinquième  chapitre  du 
livre  V  de  VAlmageste.  » 

Saint- Venant  (de).  —  Sur  la  houk  ei  le  clapoti$  (suite). 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  les  relations  qui  existent  dans  le  Soleil  entre 
les  protubérances  et  les  autres  parties  remarquables  (troisième  Lettre  \ 

M.  Chasles  présente  à  l'Académie  un  nouvel  ouvrage  de  M.  Que^ 
telet^  intitulé  :  Anthropométrie,  ou  mesure  des  différentes  facultés  de 
Vhomme. 

Rendant  compte  de  cet  ouvrage,  M.  Chasles  termine  ainsi  : 
((  L'ouvrage  actuel  marque  un  pas  considérable  dans  l'étude  des 
questions  qui  embrassent  le  monde  physique  et  moral.  H  donnera 
lieu  à  des  recherches  dans  cette  branche  nouvelle  des  sciences,  qui 
demande  l'application  des  mathématiques  A  tant  d'autres  connais- 
sances si  variées.  » 

MouTiER  (  J.).  —  Sur  la  chaleur  dégagée  par  la  dissolutiam  des  gaz 
dans  les  liquides. 

N<>  11.  Séuee  U  H  sertenbrt  1871. 

Chasles.  —  Sur  la  découverte  de  la  variation  lunaire. 

M.  Chasles  combat  Topinion  émise  par  M.  Bertrand  dans  la 
séance  précédente,  et  conclut  en  ces  termes  :  te  J'ai  eu  l'honneur 
d'eitretenir  l'Académie  de  cette  question,  il  y  a  peu  d'années  {Comptes 
rentms,  t.  LIV,  p.  loa  ^  i86a),  et  d'exposer  les  considérations  qui  me 
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baient  à  prononcer  que  cette  troisième  inégalité  était  bien  la  va- 
don,  et  qu'Âboul-Wefà  l'ajoutait  au  résultat  final  de  Ptolémée, 
it-à-dire  aux  deux  premières  inégalités  rectifié«i  par  la  prosneuse. 
m  résumerai  en  peu  de  mots  les  considérations  qui  m'ont  porté  à 
>pter  cette  solution ....  ». 

Peteks  (F.).  —  Éléments  de  la  petite  planète  @. 

Deprez  (M.).  —  Nouvel  indicateur  dynamométrique,  faisant  con- 
peAtre  toutes  les  circonstances  du  travail  de  la  vapeur  dans  le  cylindre 
à^une  machine. 

N^'  12.  Séuee  di  18  septenke  1871. 

BoRELLY.  —  Découverte  d'une  nouvelle  petite  planète,  la  ii6'  du 
groupe  situé  entre  Mars  et  Jupiter. 

Resal  (H.).  —  Théorie  du  régulateur  Larivière. 

Darboux  (G.).  —  Des  courbes  tracées  sur  une  surface,  et  dont  la 
sphère  osculatrice  est  tangente  en  chaque  point  d  la  surface. 

Ce  problème  n'a  encore  été  ni  proposé  ni  résolu  pour  aucune  sur- 
face. M.  Darboux  donne  l'équation  différentielle  du  2®  ordre  dont 
dépend  le  problème,  et  intègre  cette  équation  dans  deux  cas  impor- 
tants :  1°  pour  les  surfaces  du  2*  ordre;  2®  pour  les  surfaces  du 
4*  ordre  qui  ont  pour  ligne  double  le  cercle  de  l'infini.  L'intégration 
relative  au  second  cas,  qui,  avec  les  coordonnées  ordinaires,  présen- 
terait une  extrême  difficulté,  est  faite  d'une  manière  simple.  Le 
succès  est  du  au  choix  des  coordonnées  :  M.  Darboux  définit  un 
point  par  ses  puissances  relatives  à  cinq  sphères  orthogonales;  on  a 
ainsi  un  système  de  coordonnées,  liées  entre  elles  par  une  relation 
homogène  du  .2®  degré,  qui  se  prête  avec  facilité  h  la  solution  d'un 
grand  nombre  de  questions  et  difficilement  abordables  par  d'autres 
procédés. 

DuRRAirDE  (H.).  —  Extrait  d'une  théorie  du  déplacement  d'une 
figure  qui  se  déforme. 

M.  Durrande  établit,  par  des  considérations  d'homographie,  les 
formules  qui  expriment  les  projections  du  déplacement  infiniment 
petit  d'un  point  d'une  figure,  et,  par  l'introduction  de  paramètres 
convenables,  met  en  évidence  le  mouvement  de  la  figure  et  les  dé- 
formations de  ses  diverses  parties. 

Buli,  des  Sneii€€i  mathém,  et  mtron.f  t.  II.  (NoYembra  1871.)  22 
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GuiLLEMiif .  —  Sur  deux  observaHam  qui  paraineni  offrir  quelque 
anahgie  avec  celle  du  météore  eigfMlê  réeemmenl  par  M.  Cofgia. 

N^'  13.  SéiBce  11  2S  septeabre  1871. 

Bertrand  (J.).  —  Observations  sur  la  Note  de  M.  Chasles,  relaiite 
à  la  découverte  de  la  variation  lunaire. 

Luther.  —  Observations  des  planètes  @et  (*»)^  faites  d  rObserra- 
toire  de  Paris.  Découverte  d'une  petite  planète  de  ii'  grandeur ^  le 
i4  septembre,  à  1 1  heures  du  soir. 

Deprez  (M.).  —  Instrument  servant  d  calculer  mécaniquement  la  va- 
leur des  aires,  des  centres  de  gravité  et  des  moments  d'inertie  des  figures 
planes. 

Jordan  (G.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  différentielles  li- 
néaires. 

L'intégration  d'un  système  d'équations  diflérentielles  linéaires  à 
cociBcients  constants  dépend  d'une  équation  caractéristique  A{s)  =  o, 
où  s  est  une  inconnue. 

M.  Jordan  énonce  la  proposition  suivante  : 

(c  On  pourra  remplacer  les  variables  X| ,  Xt ,  •  •  • ,  x»  par  d'autres 
variables  indépendantes,  fonctions  linéaires  des  premières,  à  coeffi- 
cients rationnels,  et  choisies  de  telle  sorte  que  le  système  des  équa- 
tions diiTérentielles  linéaires  qui  les  détermine  se  décompose  en  au- 
tant de  systèmes  partiels  que  le  déterminant  A  contient  de  facteurs 
irréductibles  différents  F(<),  Ft(«),. . .. 

)>  Le  système  partiel  correspondant  à  l'un  de  ces  facteurs  irréduc- 
tibles, tel  que  F(s),  sera  lui-même  décomposable  en  autant  de  systèmes 
moindres  qu'il  y  a  de  séries  distinctes  correspondant  à  Tune  quel- 
conque a  des  racines  de  F  (s)  =:  o.  » 

Janssen.  —  Remarques  sur  une  dernière  Note  de  M.  Cornu. 

N<>  14.  Sbiee  li  2  octobre  1871. 

Chasles.  —  Réponse  à  un  passage  de  la  Note  de  M.  Bbrtaajid, 
insérée  dans  le  G>mpte  rendu  de  la  dernière  séance. 

YvoH  ViLLAECBAu.  —  NoutelU  détermination  de  la  yaaib  figure  de 
la  Terre  ou  de  la  surface  de  niveau,  n^ exigeant  pas  l 'emploi  ée$  nitelle- 

ments  proprement  dits. 
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•  Dans  une  communication  faite  à  TAcadémie  le  a8  décembre  1868) 
'If.  Villarceau,  après  avoir  établi  la  distinction  entre  les  deux  espèces 
4e  nivellements  géodésique  et  géoméirique,  avait  fait  voir  que  leur 
«mple  comparaison  suffisait  pour  déterminer  la  figure  de  la  surface 
#e  niveau,  lorsqu'on  applique  au  nivellement  géodésique  ime  cor- 
lection  qu'on  avait  négligée  jusqu'alors  et  qui  repose  sur  le  second 
théorème  concernant  les  attractions  locales.  Dans  sa  communication 
«Gtuellei  M.  Villarceau  développe  une  seconde  solution  qu'il  avait 
déjà  annoncée,  et  dont  le  principe  consiste  à  calculer  la  distance  qui 
sépare  la  surface  de  niveau  et  celle  d'un  sphéroïde  de  révolution 
pris  comme  surface  de  comparaison,  normalement  a  la  première, 
en  fonction  de  la  latitude  et  de  la  longitude  géodésiques. 

Delaviiay.  —  Note  sur  les  deux  planètes  @  f<  @  récemment 
découvertes.  —  Note  sur  les  nébuleuses  découvertes  et  observées  par 
M.  Stephâk  â  l'Observatoire  de  Marseille, 

Secchi  (Le  p.).  —  Sur  les  divers  aspects  des  protubérances  et  des 
autres  parties  remarquables  à  la  surface  du  Soleil.  Classification  de  ces 
phénomènes.  (Quatrième  Lettre.) 

FoN VIELLE  (W.  de).  —  Programme  d'une  ascension  aérostatique 
pour  observer  les  étoiles  filantes  de  novembre  1 87 1 . 

Luther  et  Peters.  —  Observations  des  planètes  récemment  décou- 
vertes (2)  «(  @. 

Tisserand.  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  planète  (j^  Lomu. 

LoewT. —  Sur  un  nouvel  instrument  équatorial. 

Jordan  (C).  —  Sur  la  classification  des  groupes  primitifs. 
M.  Jordan  énonce  le  théorème  suivant  : 

a  Si  le  nombre  premier/)  n'est  pas  de  la  forme  2" —  i,  la  classe  p 
ne  contiendra  qu'un  seul  groupe  formé  des  substitutions 

\  x^  x=z(x  \    (mod.  p). 

»  Sip  est  de  la  forme  a*  —  i,  la  classe  p  contiendra  trois  groupes, 
à  savoir  le  précédent  et  ceux  qui  sont  respectivement  formés  des 
substitutions  linéaires 

\  Xf  ax  '^  a  \    (  mod.  a  ) 

aa. 
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et  de5  substitutions  linéaires  fractionnaires 


ax 


6j:-+-  p 


(mod.  a). 


x^  a,  a,  6,  |3  étant  des  entiers  complexes  formés  avec  la  racine  t  d'one 
congruence  irréductible  de  degré  n  par  rapport  au  module  a.  » 

CoRifu  (À.).  —  Sur  la  déierminatian  de  la  viteste  de  la  lumière. 
M.  Chasles  présente  à  FÂcadémie  les  livraisons  de  février  et 
de  mars  1871  du  Bullettino  de  M.  le  prince  Bonoompagni. 

N»  15.  Séaice  li  9  Htobre  1871. 

Faye.  —  Sur  l'hUtoire,  en  V état  présent,  de  la  théorie  de$  comètes. 

BEETiuirD.  —  Réponse  à  la  Note  de  M.  Chasles. 

Tisserand.  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  planète  (Jjj)  (C.-H.-F. 
Peters). 

PAiifvnr.  —  Détermination  des  rayons  de  courbure  en  un  point  quel- 
conque d'une  surface  définie  par  son  équation  tangeniielle. 

N<>  16.  Séuce  di  16  octobre  1871. 

Delaunay.  —  Réapparition  de  la  comète  de  Tutlle. 

Chasles.  —  Théorèmes  concernant  la  détermination  sur  une  courbe 
géométrique  d'une  série  de  groupes  de  points  en  nombre  déterminé. 
M.  Chasles  énonce  et  démontre  d'abord  la  proposition  suivante  : 
<c  Lorsqu'une  courbe  C^y   d'ordre  m,   a  des    points   mulliples 
d'ordre  r,  r\  r^, ...,  et  des  points  doubles  faisant  ensemble  l'équiva- 
lent de 

(m —  i)(m  —  a) 

points  doubles,  on  détermine  sur  cette  courbe  des  groupes  de  (v-f-i) 
points,  au  moyen  d'un  faisceau  de  courbes  d'ordre  (m  —  /i)  ayant  : 
I®  des  points  multiples  d'ordre  r  —  p,  r'  —  jd',  r"'  — p^,...  coïnci- 
dant respectivement  avec  les  points  d'ordre  r,  r',  r', . . .  de  C^  î  21®  des 
points  simples  coïncidant  avec  les  points  doubles  de  Q»  ;  et  3^  d'autres 
points  simples,  en  nombre 

3(m  —  i)  —  m  a -I- r(p  —  i) -♦- r' (p' —  1)  4- r''(p*' —  i) -4-. .  •  4- V, 


r 
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Coïncidant  avec  des  points  simples  de  Cm,  les  indéterminées  fi, 
|l,  ^',  ù"^ . . .  devant  satisfaire  à  la  relation 

»  Les  nombres  entiers  indéterminés  ji,  p,  p\  p^'y  peuvent  être 
jpositifs  ou  négatifs.   » 

De  cette  proposition  générale  et  fondamentale,  qui  peut  prendre 
encore,  comme  le  montre  M.  Chasles,  un  accroissement  de  généra- 
lité, résultent  un  grand  nombre  de  théorèmes. 

Chasles.  —  Réponse  aux  observations  présentées  dans  la  dernière 
Béance,  par  M.  Bertrand,  à  propos  d'AsouL-WErA.  L.  P. 


MÉLANGES. 

sut  U  GÉOUTRIS  DITE  NON  EIICIIDIENNE; 
Par  Feux  KLEIN  ('). 

Les  développements  suivants  sont  relatifs  à  la  Géométrie  dite  non 
etAclidienne  de  Gauss,  de  Lobatchefsky,  de  J.  Bolyai,  et  aux  considéra- 
tions qui  s'y  rattachent,  présentées  par  Riemann  et  par  Helmholtz 
sur  les  fondements  de  notre  Géométrie.  Nous  ne  poursuivrons  pas 
toutefois  les  spéculations  philosophiques  qui  ont  conduit  aux  travaux 
en  question;  notre  but  est  surtout  de  présenter  les  résultats  mathéma- 
tiques de  ces  recherches,  en  tant  qu'ils  se  rapportent  à  la  théorie  des 
parallèles,  sous  une  forme  nouvelle  et  intuitive,  et  de  rendre  claire 
et  accessible  à  tous  Tintelligence  de  cet  ensemble  de  vérités.  La  voie 
qui  nous  y  conduira  est  la  Géométrie  projective^  dont  nous  établirons 
l'indëpendance  par  rapport  à  la  question  de  la  théorie  des  parallèles. 
On  peut  maintenant,  i  l'exemple  de  Cayley,  construire  une  détermi- 
nation métrique  projectivè  générale,  relative  à  une  surface  du  second 
degré  choisie  à  volonté,  comme  surface  fondamentale.  Cette  détermi- 
nation métrique  projectivè  fournit,  suivant  l'espèce  de  la  surface  du 
second  degré  employée,  une  image  pour  les  différentes  théories  des 

(■)  Extrait  des  Naekrichien  von  der  Kdnigl.  Geseliiehafi  der  WissemehafteH  «« 
Gàttingiem,  année  1871,  n<*  17,  Soaoût. 
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parallèles  établies  dans  les  travaux  dont  nous  parlons.  Mais  elle  ii*esi 
pas  seulement  une  image  de  ces  théories,  elle  en  révèle,  en  ouur,  la 
natiu*e  intime. 

I.  —  Les  différenies  théorie$  des  parallèles. 

L*axiome  XI  d'Euclide  est,  comme  on  sait,  équivalent  a  ce  théorènic, 
que  la  somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  angles  droits. 
Or  Lcgendre  a  réussi  à  démontrer  (*)  que  la  somme  des  angles  d*iin 
triangle  ne  peut  être  plus  grande  que  deux  droits^  il  a  fait  voir,  de 
plus,  que,  si  dans  un  seul  triangle  la  somme  des  angles  vaut  deux 
droits,  il  en  sera  de  même  pour  la  somme  des  angles  de  tout  triangle. 
Mais  il  n'a  pas  pu  prouver  que  la  somme  des  angles  ne  saurait  être 
moindre  que  deux  droits. 

Une  série  d*idécs  analogue  semble  avoir  servi  de  point  de  départ  aoi 
recherches  de  Gauss  sur  le  même  objet.  Gauss  avait  bien  compris qa'd 
était  réellement  impossible  de  démontrer  le  théorème  de  Tégalité  de 
la  somme  des  angles  d'un  triangle  à  deux  angles  droits;  que  l'on  poo- 
vait,  au  contraire,  construire  une  géométrie  conséquente  avec  elle- 
même,  et  dans  laquelle  cette  somme  serait  moindre.  Il  appelait  cette 
géométrie  la  Géométrie  non  euclidienne  (')  ^  il  s'est  beaucoup  occupé  de 
ce  sujet  ^  mais  malheureusement,  sauf  quelques  simples  indications, 
il  n'a  rien  publié  là-dessus.  Dans  cette  Géométrie  non  euclidienDe, 
on  rencontre  une  certaine  constante,  caractéristique  pour  la  détermi- 
nation métrique  de  l'espace.  En  attribuant  à  cette  constante  une  va- 
leur infinie,  on  obtient  la  Géométrie  euclidienne  ordinaire.  Mais  % 
la  constante  a  une  valeur  finie,  on  trouve  une  Géométrie  différenlc 
dans  laquelle  ont  lieu,  par  exemple,  les  lois  suivantes  :  La  somme  de 
angles  d'un  triangle  est  moindre  que  deux  droits,  et  dautant  moindn 
que  l'aire  du  triaugle  est  plus  grande.  Dans  un  triangle  dont  les  som- 
mets sont  à  une  distance  infinie,  la  somme  des  angles  est  égale  à  xéro. 


(*)  Cette  démonstration,  comme  celle  qae  LobatchMflLy  t  donnée  de  It  mèmt  prop^ 
■ition,  suppose  que  la  longueur  de  la  droite  est  infinie.  Si  l'on  renonce  à  adairttrr  cstt 
hypothèse  {-voir  le  texte  ci-après),  alors  les  démonstrations  cessent  auisi  de  mhêiiUt 
comme  on  peut  le  voir  clairement,  en  remarquant  que,  sans  cela,  elles  derraicat  «tm 
également  lieu  dans  la  Géométrie  de  It  sphère. 

(*)  yo^,  SartoriuB  Ton  Waltershauien,  Gauu  *um  Geédehimia^  p.  8i,  aiasi  f* 
quelques  Lettres  de  la  Correspondance  de  Gauss  et  de  Scfanmacher. 
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un  point  hors  d'une  droite,  on  peut  mener  deux  parallèles  A  cette 

»te,  c'est-à-dire  deux  lignes  qui  coupent  cette  droite  d'un  côté  ou 
4ie  l'autre  en  des  points  infiniment  éloignés.  Les  droites,  passant  par 
le  même  point  extérieur  et  situées  entre  les  deux  parallèles,  ne  cou- 
pent nulle  part  la  droite  donnée. 

Lobatchefsky,  professeur  de  Mathématiques  a  l'Université  de  Ka- 
Mn  (^),  et,  quelques  années  plus,  tard,  le  mathématicien  hongrois 
il.  Bolyai  ('),  ont  été  conduits,  chacun  de  leur  côté,  à  la  même  Géomé- 
trie non  euclidienne,  et  ont  traité  le  même  objet  dans  des  écrits  déve- 
loppés. Cependant  ces  travaux  étaient  restés  à  peu  près  ignorés,  jus- 
qu'au moment  où  la  publication,  faite  en  1 86a,  de  la  Correspondance 
éê  GuiMS  et  de  Schumacher,  attira  sur  eux  l'attention  des  géomètres. 
Depuis  lors,  la  conviction  s'est  répandue  que,  dès  à  présent,  la  théorie 
des  parallèles  est  complète,  c'est-à-^dire  qu'elle  est  acceptée  avec  son 
indétermination  réelle. 

Mais  cette  conception  a  dû  subir  une  modification  essentielle  depuis 
ija'a  paru,  en  1867,  après  la  mort  de  Riemann,  sa  leçon  inaugurale 
Sur  les  hypothèses  qui  servent  de  fondement  à  la  Géométrie^  et  que,  peu 
de  temps  après,  dans  le  présent  Recueil  ('),  Ilelmholtz  a  publié  ses 
recherches  sur  les  faits  qui  servent  de  base  à  la  Géométrie. 

Dans  son  écrit,  Riemann  fait  observer  que,  de  ce  que  l'espace  est 
illimité,  il  ne  s'ensuit  pas  forcément  qu'il  soit  infini.  Au  contraire, 
on  pourrait  concevoir,  sans  tomber  en  contradiction  avec  notre  intui- 
tion, qui  ne  s'applique  jamais  qu'à  une  portion  finie  de  l'espace,  que 
l'espace  fut  fini  et  rentrant  sur  lui-même;  la  Géométrie  de  notre 
espace  se  présenterait  alors  comme  la  Géométrie  sur  une  sphère  de 

{*)  Messager  de  Kazan  {KosaHCxin  BicmHHKh)y  1899.—  Mémoires  de  l'Uni- 

nwsité  de  Kiuan  (^ytCHblH  3anHCKH)^  i836-38.—  Journal  de  CreUe,  t.  17  (Géo- 
métrie imaginaire).  —  Geometrisehe  Untersuekungen  zur  Théorie  der  ParaUellinien, 
Berlin,  i84o  (*).  —  Pangéoméirie,  Kazan,  i855.  (11  en  a  été  publié  une  traduction  ita- 
lienne dans  le  t.  V  du  Giornale  di  Matematicke^  1867.) 

(*)  Une  traduction  françaltede  cot  oputenle  a  para  en  1866  dans  les  Mémoires  de  ta  Société  des 
Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux^  t.  iV.  Les  pramlen  traranx  de  Lobalchefaky  ramonleat 
à  ita6.  (  Note  de  la  Bédaction. } 

(*)  Dana  un  jippendice  à  TouTrage  intitulé  :  Tentamen  juventutem  siiidiosam,  etc., 
Maros-Vâaârbely,  i833.  On  en  trouTe  une  traduction  italienne  dans  le  t .  VI  du  Giornale 
di  Matematiche,  1868  (  *  ). 

(  *  )  Une  tradneilon  françalfe  de  Y  Appendice  a  para  av  eoouBeaotBMnt  de  la  mAaie  aoaée,  dans  le  t.  V  dee 
Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles.  {Note  de  ta  Bédaction.) 

(■)  Naehrickten  von  der  K,  Gesellschaft,  1868,  n*  9. 
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trois  dimensions  placée  dans  une  mulUplicilé  (  ^  )  de  quatre  dimensions . 
Cette  conception,  qui  se  trouve  aussi  chez  Helmholtx,  entraînerait 
cette  conséquence,  que  la  somme  des  angles  d'un  triangle  serait, 
comme  dans  le  triangle  sphériquc  ordinaire,  plus  grande  (')  que  deux 
angles  droits,  et  d'autant  plus  grande  que  le  triangle  aurait  une  plus 
grande  aire.  La  ligne  droite  n'aurait  plus  alors  de  points  à  une  di- 
stance infinie,  et  l'on  ne  pourrait,  par  un  point  donné,  mener  aucune 
parallèle  à  une  droite  donnée. 

Une  Géométrie  fondée  sur  ces  conceptions  occuperait,  à  côté  de  la 
Géométrie  euclidienne  ordinaire,  une  place  toute  semblable  a  la  Géo« 
métrie  de  Gauss,  de  Lobatchefsky  et  de  Bolyai,  dont  nous  parlions 
tout  à  l'heure.  Tandis  que  cette  dernière  attribue  à  la  droite  deux 
points  à  l'infini,  l'autre  Géométrie  ne  lui  en  attribue  aucun  (c'est-à- 
dire  qu'elle  lui  attribue  deux  points  imaginaires  à  l'infini).  Elntre  les 
deux  se  place,  comme  transition,  la  Géométrie  euclidienne;  elle  at- 
tribue à  la  droite  deux  points  à  l'infini  qui  coïncident. 

G)nformémcnt  à  un  mode  de  s'exprimer,  en  usage  dans  la  nouvelle 
Géométrie,  nous  désignerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  ces  trois  Géomé- 
tries  respectivement  sous  les  noms  de  Géométrie  hyperbolique,  eltip^ 
tique  (')  ou  parabolique,  suivant  que  les  deux  points  à  l'infini  de  la 
ligne  droite  sont  réels,  ou  imaginaires,  ou  coïncidents. 

II.  —  Représentation  sensible  des  trois  sortes  de  Géométrie 
par  la  détermination  métrique  générale  de  Cayky. 

Le  besoin  de  rendre  appréciable  aux  sens  les  spéculations  très-abs- 
traites qui  ont  conduit  à  l'établissement  de  ces  trois  Géométries  a 
fait  chercher  des  exemples  de  déterminations  métriques  qui  pussent 
être  conçues  comme  des  images  de  ces  Géométries,  et  qui  missent 
ainsi  en  évidence  leur  enchaînement  logique  intime. 

La  Géométrie  parabolique  n'a  pas  besoin  d'une  telle  représenta- 
tion, parce  qu'elle  coïncide  avec  la  Géométrie  euclidienne  et  qu'à 
ce  titre  elle  nous  est  familière. 


(')  Mammgfaltigkeitf  nmrietoi  (Gium). 

(')  Les  démonstration t  contraires  de  Legendre  et  de  Lobstcfaeftky  soppoteat,  eo 
noos  TsTons  déjà  remarqué,  l'espace  infini. 

(*)  La  Géométrie  sphériquc  ordinaire  doit  être  appelée,  d'après  cela,  une  Géométrie 
elUpîiqmi, 


F 
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On  a  indiqué,  pour  la  Géométrie  elliptique  et  la  Géométrie  hyper- 
bolique, des  représentations  qui  mettent  en  évidence  la  nature  de 
ces  Géométries  au  moyen  d'objets  mesurés  dans  le  sens  de  la  détermi- 
nation métrique  euclidienne.  Ces  représentations  n'expliquent  toute- 
fois que  la  partie  planimétrique  de  ces  Géométries.  Beltrami,  à  qui 
Ton  doit  la  représentation  de  la  Planîmétric  dans  la  Géométrie  hy- 
perbolique (^j,  a  démontré  qu'il  ne  pouvait  exister  rien  d'analogue 
pour  l'espace.  L^image  de  la  partie  planimétrique  de  la  Géométrie 
elliptique  est,  comme  on  le  voit  immédiatement,  la  Géométrie  sur  la 
sphère  ou,  plus  généralement,  sur  les  surfaces  de  courbure  constante 
positive.  La  Géométrie  hyperbolique,  au  contraire,  trouve  son  inter- 
prétation sur  les  surfaces  de  courbure  constante  négative.  Cette  der- 
nière interprétation,  malheureusement,  semble  ne  pouvoir  jamais 
fournir  l'intuition  du  plan  tout  entier,  les  surfaces  de  courbure  néga- 
tive constante  étant  toujours  limitées  par  des  arêtes  de  rebroussé- 
ment,  etc. 

Je  vais,  maintenant,  commencer  par  établir,  pour  les  trois  Géomé- 
tries, tant  sur  le  plan  que  dans  l'espace ,  des  représentations  jqui 
fassent  complètement  apercevoir  leurs  caractères  propres  ;  puis  je 
montrerai  que  ces  représentations  ne  sont  pas  seulement  des  inter- 
prétations de  ces  Géométries,  mais  qu'elles  expriment  leur  nature 
intime  et  conduisent  par  conséquent  à  leur  pleine  compréhension. 

Les  représentations  en  question  considèrent  comme  objet  de  la  dé- 
termination métrique  le  plan  ou  l'espace,  et  emploient  seulement  une 
détermination  métrique  autre  que  l'ordinaire,  et  qui,  entendue  dans 
le  sens  de  la  Géométrie  projective,  se  présente  comme  une  générali- 
sation de  la  détermination  métrique  ordinaire.  Cette  détermination 
métrique  généralisée  a  été  établie  dans  ce  qu'elle  a  d'essentiel  par 
Cayley  (');  seulement  cet  auteur  part  d'un  point  de  vue  tout  diffé- 
rent de  celui  que  nous  adoptons  ici.  Cayley  construit  cette  détermi- 
nation métrique  pour  montrer  comment  la  Géométrie  (euclidienne) 
de  la  mesure  peut  être  regardée  comme  un  cas  particulier  de  la  Géo- 


(')  ^^W'o  ^  intwrpretazione  délia  Geometria  non  euclidea,  Giornalo  di  Matema- 
tiche,  t.  VI,  1868. 

(*)  Dans  le  Sixth  Memoir  upon  Quaniics,  Pbilos.  Trantact.,  t.  CXLIX.  Fojr,  la  tra- 
duction des  Sections  coniques  de  Sai.M0!I  par  Fiedlxe,  3*  édit.  (Leipxlg,  1860)  ;  ou  encor* 
FiiDLn  :  Die  Elemenie  der  ncueren  Géométrie  und  der  Algebra  der  bindren  Formen^ 
(Uipti^r^  1863.) 
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métrie  projective.  Il  ne  considère  que  le  cas  le  plos  simple,  celui  du 
plan.  Il  fait  voir  comment  on  peut,  dans  le  plan,  en  se  fondant  nu 
les  représentations  projectives,  trouver  une  détermination  métrique 
qui  se  rapporte  à  une  conique  donnée  quelconque  comme  i  une  ca 
nique  absolue.  Si  cette  conique  dégénère  en  un  coujJe  imaginaire  ii 
points,  on  a  une  détermination  métrique  telle  que  celle  dont  nooi 
faisons  usage  (dans  la  Géométrie  euclidienne}  ;  on  obtient  préciiê- 
ment  la  détermination  métrique  ordinaire  lorsqu'on  fait  coîncidei 
les  deux  points  fondamentaux  imaginaires  avec  deux  points  détermi- 
nés du  plan,  savoir,  avec  les  deux  points  circulaires. 

Je  vais  ici  présenter  brièvement  l'application  de  cette  détenniDs- 
tion  métrique  de  Cayley  k  l'espace,  en  remplaçant  le  mode  d'exposi- 
tion de  Cayley  par  des  considérations  plus  géométriques. 

Soit  donnée,  comme  surface  fondamenlale^  une  surface  dn  seoond 
degré,  supposée  quelconque.  Deux  points  donnés  de  l'espace  déter- 
minent, par  l'intersection  de  la  ligne  qui  les  joint  et  de  la  soHaoe, 
deux  points  sur  cette  dernière.  Les  deux  points  donnés  ont,  avec  ces 
deux  autres  points,  un  certain  rapport  anharmonique,  et  le  la§€rUlmt 
de  ce  rapport  anharmoniqtée^  multiplié  par  une  comtanie  arbilraire  c{\, 
sera  dit  la  distance  des  deux  points  donnés.  Pareillement,  étant  donnés 
deux  plans,  on  peut,  par  leur  intersection,  mener  deux  plans  tan- 
gents à  la  surface  fondamentale.  Ceux-ci  déterminent,  avec  les  deux 
plans  donnés,  un  certain  rapport  anharmonique.  Le  logarithme  di  ce 
rapport  anharmonique,  multiplié  par  une  constante  arhiiraire  c\  est  et 
que  nous  appellerons  l* angle  des  det^ plans. 

D'après  ces  définitions,  les  points  de  la  surface  fondamentale  sont 
a  une  distance  infinie  de  tous  les  autres  points  ;  la  surface  fcmdi- 
mcntalc  est  donc  le  lieu  des  points  infiniment  éloignés.  Pareillement, 
les  plans  tangents  à  la  surface  fondamentale  sont  des  plans  qui 
forment  avec  un  plan  quelconque  un  angle  infiniment  grand.  —  La 
distance  mutuelle  de  deux  points  est  nulle,  lorsque  la  ligne  qoi  les 
joint  est  tangente  à  la  surface.  Deux  plans  comprennent  entre  eut  un 
angle  nul,  lorsque  leur  intersection  est  tangente  à  la  surface.  —  On 


(  '  )  Cayley  définit  la  distance  de  deux  points  par  une  fonnale,  dans  laquelle  on  attribw 

à  cette  constante  une  Talear  particulière  —  y—i  •  11  en  est  de  mènM  pour  la  consHiiH 

que  nous  désignerons  tout  à  l'heure  par  c'. 
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entend  par  sphère  une  surface  du  second  degré  qui  touche  la  sur- 
face fondamentale  suivant  une  courbe  plane.  Le  centre  de  la  sphère 
est  le  pôle  du  plan.  —  Au  lieu  des  mouvements  en  nombre  sextu- 
plement  infini,  qui  laissent  invariable  la  détermination  métrique 
ordinaire,  on  a  maintenant  un  cycle  d'autant  de  transformations 
linéaires.  En  effet,  la  surface  fondamentale,  comme  toute  surface  du 
se(X>nd  degré  en  général,  se  reproduit  elle-même  après  un  nombre 
sextuplement  infini  de  transformations  linéaires.  Celles-ci  se  par- 
tagent en  deux  classes  sextuplement  infinies,  suivant  que  les  deux 
systèmes  de  génératrices  rcctilignes  de  la  surface  sont  ou  ne  sont 
pas  échangés  entre  eux.  C'est  des  transformations  de  cette  dernière 
espèce  qu'il  s'agit  ici.  Les  transformations  de  la  première  espèce 
laissent  bien  aussi  les  différences  de  mesure  invariables,  puisqu'elles 
n'altèrent  pas  plus  que  les  autres  les  rapports  anharmoniques  dont 
les  logarithmes  sont  les  différences  de  mesure  \  mais  elles  ne  corres- 
pondent pas  aux  mouvements  de  l'espace,  mais  aux  transformations 
de  l'espace  qui  changent  les  figures  de  trois  dimensions  en  des  figures 
égales  par  symétrie  et  placées  d'une  manière  quelconque. 

De  cette  détermination  métrique  générale  résulte,  en  passant  à  la 
limite,  une  Géométrie  métrique  de  même  nature  que  la  Géométrie 
parabolique  ordinaire,  lorsque  la  surface  fondamentale  du  second 
degré  se  change  en  une  section  conique  imaginaire.  Si,  en  particu- 
lier, cette  conique  est  le  cercle  imaginaire  à  l'infini,  on  obtient 
précisément  la  Géométrie  métrique  ordinaire. 

Mais  la  détermination  métrique  projective  générale  donne  aussi, 
pour  une  surface  fondamentale  convenablement  choisie,  une  Géo- 
métrie métrique  qui  représente  les  conceptions  de  la  Géométrie 
elliptique,  et,  à  côté  de  celle-là,  une  autre  qui  représente  les  con- 
ceptions de  la  Géométrie  hyperbolique;  et  ce  sont  là  les  images  des 
Géométries  elliptique  et  hyperbolique  dont  il  a  été  question  plus 
haut. 

On  parvient  à  une  Géométrie  métrique  correspondante  à  la  Géo- 
métrie elliptique,  en  prenant  une  surface  fondamentale  imaginaire. 
Alors  il  est  clair  qu'aucune  ligne  droite  n'a  de  points  à  Tinfini,  de 
sorte  que  la  droite  est  comme  une  courbe  fermée  de  longueur  finie. 
On  est  conduit  immédiatement  à  des  formules  (trigonométriques), 
qui  sont  précisément  celles  que  Ton  doit  admettre  dans  la  Géométrie 
elliptique.  Ce  sont  les  formules  de  la  trigonométrie  sphérique  ordi- 
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naire,  dans  lesquelles  le  rayon  de  la  sphère  est  représente  par  la 


c 
constante 


On  obtient  une  Géométrie  correspondante  à  la  Géométrie  hgptf 
bolique,  en  prenant  une  surface  fondamentale  réelle  et  non  réglée, 
et  ayant  égard  aux  points  situés  dans  son  intérieur.  Cette  restriction 
à  l'intérieur  de  la  surface  est  indiquée  naturellement;  car,  en  sup- 
posant que  Ton  se  trouvât  à  Tintérieur  de  la  surface,  et  que  l'on  ne 
pût  changer  son  lieu  dans  l'espace  qu'au  moyen  des  transformations 
linéaires  à  trois  dimensions  qui  représentent  les  mouvements  de 
l'espace  dans  la  détermination  métrique  obtenue,  alors  on  ne  pour- 
rait jamais  sortir  de  l'intérieur  de  la  surface  du  second  degré,  située 
à  l'infini  (dans  cette  détermination  métrique).  Au  delà  de  la  surface 
fondamentale,  il  existerait  alors  une  autre  portion  d'espace,  sur 
l'existence  de  laquelle  on  ne  sait  rien,  et  qui  ne  se  fait  remarquer 
que  parce  que  deux  droites  quelconques  situées  dans  un  même  plan 
ne  se  couperaient  pas  toujours,  si  l'on  ne  supposait  pas  une  telle 
portion  d'espace.  —  Si  Ton  se  borne  maintenant  aux  constructions 
qui  ne  sortent  pas  de  l'intérieur  de  la  surface,  alors,  en  faisant  usage 
de  la  détermination  métrique   correspondante,   ces   constructions 
seront  soumises  absolument  aux  lois  que  la  Géométrie  hyperbolique 
établit  en  général  pour  les  constructions  dans  l'espace.  Toute  droite, 
par  exemple,  a  deux  points  réels  à  l'infini  ;  car  toute  droite  passant 
dans  l'intérieur  de  la  surface  coupe  cette   surface  en  deux  points 
réels.  Par  un  point,  on  peut  mener  à  une  droite  deux  parallèles, 
savoir,  les  deux  lignes  qui  joignent  ce  point  avec  les  deux  points 
d'intersection  de  la  droite  donnée  et  de  la  surface  fondamentale.  La 
triangle  dont  les  sommets  sont  à  l'infini,  c'est-à-dire  dont  les  som- 
mets sont  situés  sur  la  surface  fondamentale,  a  une  somme  d'anglt^ 
égale  à  zéro.  Car  deux  lignes  quelconques  qui  se  coupent  sur  la  sur- 
face fondamentale  (deux  parallèles  quelconques)  comprennent  cotre 
elles  un  angle  nul,  etc.  Enfin,  la  constante  c,  par  laquelle  doit  être 
multiplié  le  rapport  anharmonique  correspondant,  pour  donner  U 
distance  de  deux  points,   représente   la  constante   caractéristique 
mentionnée  plus  haut,  qui  se  présente  dans  la  Géométrie  hyper- 
bolique. 
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III.  —  Indépendance  entre  la  Géométrie  projective  et  la  théorie  des 
parallèles.  Établissement  des  trois  sortes  de  Géométrie  métrique. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  trouvé,  pour  les  Géométrics 
elliptique  et  hyperbolique,  des  images  adéquates  dans  la  détermi- 
nation métrique  générale  de  Cayley,  en  supposant  la  surface  fonda- 
mentale tantôt  imaginaire,  tantôt  réelle  et  non  réglée.  Nous  avons 
eu  pareillement  une  image  de  la  Géométrie  parabolique  ordinaire, 
en  concevant  que  la  surface  fondamentale  dégénérait  en  une  section 
conique  imaginaire.  Mais  cette  image  s'est  changée  dans  l'objet  même 
qu'elle  représentait,  c'est-à-dire  dans  la  Géométrie  parabolique, 
lorsque  nous  avons  fait  coïncider  la  conique  fondamentale  avec  une 
conique  déterminée,  qui  est  le  cercle  imaginaire  à  l'infini.  Sembla- 
blement,  les  Géométrics  métriques,  que  nous  avons  établies  comme 
images  respectives  des  Géométrics  elliptique  et  hyperbolique,  se 
changent  dans  ces  Géométrics  mêmes,  quand  on  fait  coïncider  leur 
surface  fondamentale  avec  une  surface  du  second  degré  déterminée 
(avec  la  surface  à  l'infini). 

On  s'en  convainc  en  remarquant  que  la  Géométrie  projective  est 
indépendante  de  la  question  de  la  théorie  des  parallèles  (^).  En  effet, 
pour  développer  la  Géométrie  projective  et  démontrer  son  applica- 
tion à  un  espace  donné  limité  quelconque,  il  sufiit  de  faire  dans  cet 
espace  des  constructions  qui  ne  conduisent  pas  hors  de  cet  espace,  et 
ne  concernent  que  ce  qu'on  appelle  les  relations  de  situation.  Les  rap- 
ports anharmoniqucs  (les  seuls  éléments  fixes  de  la  Géométrie  pro- 
jective), naturellement,  ne  doivent  pas  être  alors  définis  comme  des 
rapports  de  segments,  puisque  cela  supposerait  la  connaissance  d'une 
détermination  métrique.  Dans  les  Beilràge  zur  Géométrie  der  Lage  ('), 
von  Staudt  a  donné  les  matériaux  nécessaires  pour  définir  un  rap- 
port anharmonique  comme  un  nombre  réel.  Des  rapports  anharmo- 
niqucs nous  pouvons  ensuite  nous  élever  aux  coordonnées  homogènes 


(*)  C'est  co  qu'il  est  facile  de  Térijler  a  posteriori.  Car,  en  prenant  pour  base  la 
Géométrie  soit  elliptique,  soit  hyperbolique,  on  peut  établir  la  Géométrie  projective 
absolument  de  la  même  manière  qu'on  le  fait  ordinairement  dans  la  Géométrie  para- 
bolique. 

(»)  S  XXVII,  nO  393. 
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ponctuelles  et  planaires,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs  rela- 
tives de  certains  rapports  anharmoniqucs,  comme  von  Staudl  la 
également  démontré  (*)  et  comme  Fiedler  Ta  récemment  prouvé  de 
nouveau  (').  La  question  de  savoir  si,  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
des  coordonnées,  on  peut  trouver  aussi  des  éléments  d'espace,  reste 
indécise.  Si  cela  n'a  pas  lieu^  rien  n'empêche,  pour  répondre  à  ces 
valeurs  des  coordonnées,  de  joindre  aux  éléments  réels  de  l'espace 
des  éléments  impropres.  C'est  ce  qui  se  fait  dans  la  Géométrie  para- 
bolique, quand  on  parle  du  plan  à  l'infini.  Si  l'on  prenait  pour  base 
la  Géométrie  hyperbolique,  c'est  toute  une  portion  d'espace  que  1*011 
aurait  à  ajouter.  Au  contraire,  dans  la  Géométrie  elliptique,  il  n'j 
aurait  lieu  à  aucune  adjonction  d'éléments  impropres. 

La  Géométrie  projective  étant  ainsi  développée,  on  pourra  établir 
la  détermination  métrique  générale  de  Caylcy.  Celle-ci  reste  sans 
altération,  comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut,  lorsqu'on  opère 
des  transformations  linéaires,  eu  nombre  sextuplement  infini,  qne 
nous  avons  appelées  ks  mouvements  de  l'espace. 

Passons  maintenant  à  la  considération  des  mouvements  effectifs  de 
l'espace  et  de  la  détermination  métrique  fondée  sur  ces  mouvements. 
On  voit  que  les  mouvements  en  nombre  sextuplement  infini  sont  au- 
tant de  transformations  linéaires.  Ces  mouvements  laissent  en  ouiir 
invariable  une  surface,  la  surface  des  points  à  rinfinî. 

Mais  comme  on  peut  aisément  le  démontrer,  il  n'y  a  plus  main- 
tenant d'autres  surfaces  qui  reviennent  à  leur  premier  état  après  in 
transformations  linéaires  en  nombre  sextuplement  infini,  si  et»  nVst 
les  surfaces  du  second  degré  et  leurs  variétés.  Les  points  à  Tinfini 
forment  ainsi  une  surface  du  second  degré,  et  les  mouvements  de  l'es- 
pace se  confondent  parmi  ces  cycles  sextuplement  infinis  de  trans- 
formations linéaires,  qui  laissent  invariable  une  surface  du  second 
degré.  On  voit,  d'après  cela,  comment  la  détermination  métrique 
donnée  effectivement  se  confond  dans  la  détermination  projecti>e 
générale.  Tandis  que  celle-ci  emploie  une  surface  du  second  degré 
que  l'on  peut  choisir  à  volonté,  cette  surface,  dans  la  première  déter- 
mination, est  donnée  une  fois  pour  toutes. 

L'espèce  de  cette  surface  du  second  degré,  qui  doit  servir  de  basi* 


(•)  Beitràge,  §  XXIX.  n»  411. 

(')  Vierteljahrsschrift  dtr  naturfonchenden  GeseUtchaft  in  Zurich ^  XV,  a,  1871 
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k  la  détermination  métrique  cfTective,  peut  être  maintenant  définie 
avec  plus  de  précision,  en  remarquant  qu'un  plan,  tournant  conti- 
nuellement autour  d'un  axe  situe  dans  ce  plan  à  une  distance  finie, 
revient  à  sa  position  initiale.  Cela  veut  dire  que  \e$  deux  plans  tan- 
gents que  l'on  peut  mener  à  la  surface  fondamenlil^  par  une  droite 
située  à  distance  finie  sont  imaginaires  ^  car,  s'ils  étaient  réels,  il  se 
trouverait,  dans  le  faisceau  de  plans  correspondants,  deux  plans  réels 
à  l'infini  (c'est-à-dire  des  plans  qui  forment  avec  tous  les  autres  un 
angle  infiniment  grand),  et  alors  aucune  rotation  continuée  dans  un 
même  sens  ne  pourrait  ramener  un  plan  du  faisceau  à  sa  position  ini- 
tiale. 

Or,  pour  que  ces  plans  soient  imaginaires,  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose,  pour  que  le  cône  tangent  à  la  surface  fondamentale  qui  part 
d'un  point  de  l'espace  (accessible  pour  nous  par  des  mouvements) 
soit  imaginaire,  on  ne  peut  imaginer  que  trois  cas  : 

i .  La  surface  fondamentale  e$t  imaginaire,  ce  qui  donne  la  Géo- 
métrie elliptique. 

2.  La  $ur face  fondamentale  est  réeUe,  non  réglée,  et  nous  environne. 
C'est  l'hypothèse  de  la  Géométrie  hyperbolique. 

3.  Cas  formant  la  transition.  —  La  surface  fondamentale  est  dé- 
générée en  une  courbe  imaginaire.  C'est  Thypothèse  de  la  Géométrie 
parabolique  ordinaire. 

Nous  sonmies  ainsi  conduits  précisément  aux  trois  sortes  de  Géo- 
métrie, que  Ton  a  établies,  comme  nous  l'avons  dit  dans  le  §  I,  en 
partant  de  considérations  toutes  différentes. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  A.  Clebsch 
und  C.  Nedmaun. 

T.  m,  1870-71  (*). 

KoNiGSBBEGER.  —  La  transformation  linéaire  des  fonctions  9  de 
M.  Hermite.  (10  p.;  ail.) 

Dans  son  Mémoire  sur  la  résolution  de  l'équation  du  S'  degré  ('), 
M.  Hermite  a,  le  premier,  fait  ressortir  l'extrême  importance,  dans 
la  théorie  des  nombres  et  dans  les  recherches  algébriques,  des  valeurs 
trouvées  par  Jacobi  pour  la  racine  quatrième  du  module  d'une  inté- 
grale elliptique. 

Soient  K  et  K'  les  fonctions  complètes  de  l'intégrale  elliptique 


f 


,        /        ->    et    q  =  e 
VI  —  Ar'sin'ç 


Jacobi  a  donné  les  expressions  suivantes  pour  la  racine  quatrième  du 
module  et  de  son  complément 

^  (I^-ç)(^-^-?*)(I-^-?*)••• 
V77  _  ('  —  ?)('  —  ?')('  —  ?*)"■ 

En  posant  q  =  e*'**,  M.  Hermite  a  désigné  y/^  par  (f{(ù)  et  y/'P  par 

htM 

^  (cd) .  Alors  ^q  est  remplacée  par  e  "  et  les  fonctions  sont  aflranchies 

de  l'ambiguïté  qui  tient  à  la  présence  de  \/q  dans  la  première.  Les 
propriétés  fondamentales  de  ces  fonctions  découlent  des  relations 
évidentes 

Cela  posé,  M.  Hermite  a  indiqué  les  valeurs  que  prennent  les 


(*)  Voir  BuUeein,  t.  II,  p.  178. 

(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences^  t.  LXI. 

BuU.  des  Sciences  mathém,  et  astron.,  t.  11.  (Décembre  1871.)  28 
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fonctions  (f  et  ^  quand  on  cflectue  sur  la  fonction  elliptique  l'une 
quelconque  des  6  transformations  fondamientales  du  i*'  ordre.  Ces 
formules,  qu  on  peut  lire  à  la  page  4  du  Mémoire  de  l'Ulustre  analyste, 
avaient  été  données  sans  démonstration.  M.  Kônigsberger,  qui,  dans 
son  Livre  (*),  avait  déjà  démontré  celles  qui  lui  étaient  nécessaires, 
complète  ici  ses  recherches  et  donne  la  démonstration  de  toutes  les 
formules. 

Wiener  (Chr.).  —  De  la  correspondance  multiple  entre  deux 
figures  planes.  (sS  p.  ^  ail.) 

On  a  examiné  jusqu'ici  surtout  les  modes  de  transformation  dans 
lesquels  à  un  point  de  l'une  des  figures  correspond  un  point  de 
l'autre,  et  réciproquement.  M.  Cremona,  dans  un  travail  déjà  an- 
cien et  que  nous  analyserons,  a  donné  un  procédé  général  par  le- 
quel on  peut  trouver  tous  les  modes  de  transformation  jouissant  de 
la  propriété  que  nous  venons  d'indiquer.  Le  plus  connu  est,  comme 
on  sait,  la  transformation  de  Magnus,  dans  laquelle  à  une  droite  cor- 
respond une  conique.  M.  Wiener  examine  les  cas,  beaucoup  moins 
étudiés,  dans  lesquels  à  i  point  de  chaque  figure  peuvent  corres- 
pondre plusieurs  points  de  l'autre.  On  a  ainsi  des  modes  de  transfor- 
mation qui  se  prêtent  naturellement  à  la  démonstration  et  k  l'exten- 
sion des  théorèmes  de  Géométrie.  C'est  par  de  telles  applications 
que  se  termine  le  travail  de  M.  Wiener. 

Weyr  (Em.).  —  De  la  génération  des  courbes  par  les  involutions  pro- 
jectives,  (ii  p.;  ail.) 

La  notion  des  involutions  de  degré  supérieur  est,  depuis  long- 
temps déjà,  acquise  à  la  science.  Si  l'on  désigne  par  x  l'abscisse  d'un 
point  sur  une  droite,  l'équation 

/(jr)  — X9(j:)  =  o 

donnera,  quand  on  fera  varier  X,  des  groupes  de  points  formant  une 
involution  de  degré  supérieur.  Uordre  de  cette  involution  est  le 
nombre  de  points  correspondant  à  chaque  valeur  de  X. 

On  peut  aussi  considérer,  au  lieu  des  points  sur  une  droite,  des 
droites  passant  par  un  point  fixe. 


(  *  )   Die  Transformation t  die  Multiplication  und  die  Modulargleichmmfftn  der  eilifii" 
sehen  Punctionen.  Leipilg,  Teubner,  i868. 
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Soient 

/— >9  =  o,    /'— |[/9'=o 

les  équations  de  deux  involutions  ;  si  Ton  établit  entre  X  e|  |ui  la  rela- 
tion homographique 

A XjUL  -h  BX  -h  C]UL  -h  D  =  G, 

a  chaque  Valeur  de  X  correspond  une  valeur  de  |ui  *,  on  a  donc  un  fais- 
ceau de  rayons  (déterminé  par  X)  pour  chaque  faisceau  de  d|||ites 
(déterminé  par  ii).  Si  les  deux  faisceaux  n'ont  pas  la  même  origine, 
les  droites  homologues  se  coupent  en  une  série  de  points  formant  une 
courbe  dont  Tordre  et  les  propriétés  dépendent  de  celles  des  deux 
involutions. 

Clebsch  (A.). —  Sur  la  relation  entre  la  bissection  des  fonctions  abé- 
liennes  et  certaines  représentations  d'une  classe  de  surfaces  algébriques, 
(3i  p.)  ail.) 

Les  surfaces  qui  ont  été  jusqu'ici  représentées  sur  le  plan  se  divi- 
sent en  a  classes  bien  dbtinctes.  Les  unes,  pour  lesquelles  la  repré- 
sentation s'effectue  sans  difficulté  préalable,  ne  peuvent  être  re- 
présentées que  d'une  seule  manière  sur  le  plan.  Â  cette  classe 
appartiennent,  par  exemple,  les  surfaces  d'ordre  n  ayant  un  point 
multiple  d'ordre  n  —  i ,  les  surfaces  gauches  du  3*  ordre,  celles  du  4* 
ayant  une  courbe  double  du  3*  ordre,  les  surfaces  du  5*  ordre  ayant 
une  courbe  double  du  3*  ou  composée  de  a  droites  ne  se  rencontrant 
pas. 

D'autres  surfaces,  au  contraire,  sont  susceptibles  de  représenta- 
tions qui  s'offrent  ensemble^  on  ne  peut  effectuer  de  ^lles  repré- 
sentations qu'après  avoir  résolu  une  équation  de  degré  supérieur, 
dont  les  racines  déterminent  des  éléments  géométriques  remarquables 
de  la  surface.  Par  exemple,  dans  le  cas  des  surfaces  du  3*  ordre,  on 
a  k  résoudre  l'équation  aux  27  droites.  On  a  vu  de  même  (')  que, 
pour  représenter  la  surface  du  4*  ordre  ayant  une  droite  double,  il 
est  indispensable  de  connaître  certaines  coniques,  en  nombre  limité, 
se  trouvant  sur  la  surface,  etc. 

Le  but  du  travail  important  de  M.  Clebsch  est  de  démontrer  que 
les  surfaces  de  cette  dernière  classe  possèdent  une  propriété  com- 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  in. 

23. 
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mune.  EJles  sont  toutes  susceptibles  d*ètre  représentées  sur  on  plai 
double,  et  la  détermination  de  ces  éléments  géométriques  singiii 
liers  qui  doit  être  faite  pour  efiectuer  la  représentation  (droites,  co 
niques,  etc.),  est  ainsi  ramenée  a  la  division  des  f<Hictions  abé 
licnnes.  On  aperçoit  toute  l'importance  de  ces  résultats. 

Stuam  (R.). —  Sur  la  surface  romaine  de  Steiner.  (48  p.;  ail.) 
Glissait  qu'il  y  a  quelques  années  parurent  une  série  de  tnTai] 
sur  cette  surface  remarquable,  la  plus  simple  après  les  surfaces  di 
2^  d^;ré.  M.  Kummer  présenta,  en  juillet  i868,  k  l'Acradémie  d 
Berlin,  un  travail  sur  les  surfaces  du  4^  ordre  qui  peuTent  être  en- 
gendrées  par  des  coniques.  Parmi  ces  surfaces  s'en  trouTait  vm 
ayant  3  droites  doubles  concourant  en  un  point  triple,  et  qui,  pu 
suite,  avait  la  propriété  d'être  coupée  suivant  a  coniques  par  du- 
cun  de  ses  plans  tangents.  Steiner  avait  étudié  cette  surface  vingt- 
cinq  années  auparavant,  et  avait  communiqué  à  M.  Weierstrassiei 
résultats  de  ses  recherches,  demeurées  inédites.  KIM.  Schrôter  ('), 
Cremona  (*),  Cayley  (•)  ont  publié,  après  M>I.  Kummer  et  Wder- 
strass^  une  première  série  de  travaux  importants  sur  la  surface  <k 
Steiner.  Depuis,  !VIM.  Clebsch(*),  Cremona  (')  ont  publié  sur  cette 
question    de    nouvelles    recherches    analytiques    et   géométriques. 
Citons  encore,  pour  être  complet,  MM.  Reye  ^•),  Moutard,  Cre- 
mona (")  qui  ont  donné  de  nouvelles  propriétés  de  la  surface  cl 
l'ont  rencontrée  dans  d'intéressantes  recherches  géométriques. 

M.  Sturm  publie,  à  son  tour,  une  étude  intéressante  et  détaillée  de 
la  surface  romaine^  où.  il  la  considère  plus  spécialement  comme  étant 
de  la  3*  classe.  Son  Mémoire  contient,  en  particulier,  l'étude  des 
courbes  du  4'  ordre  qui  se  trouvent  sur  la  surface.  L'auteur  emploie 
les  méthodes  de  la  Géométrie  pure. 


(  ')  Journal  de  Borchardt,  t.  64,  p.  66. 

(«)  /J.,  l.  63,  p.  3l3. 

(•)  id.,  i,  64,  p.  172. 

(  •  )  /</.,  l.  67,  p.  I . 

(  *  )  Rapprrsentazione  délia  superficie  di  Steiner,  ece.,  sopra  un  piano.  Reoditoati  M 
R.  Istituto  Lombardo,  1867. 

(•)  Géométrie  der  Lagr,  a*  partie,  p.  î^/- 

(  ^  )  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  3*  ordre,  (  Journal  de  Bortkarit^ 
t.  68,  p.  I  el   lO.^ 


r 
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LiJROTH  (J.).  —  Résolution  de  quelques  problêmes  sur  let  coniques 
dans  V espace.  (lo  p.  ^  ail.) 

L'auteur  se  propose  le  problème  principal  suivant  : 

Déterminer  le  nombre  des  coniques  qui  coupent  en  3  points  une 
courbe  gauche  de  4*  ordre  et  de  i"  espèce,  et  en  un  point  5  cordes  de 
cette  courbe,  sans  passer  par  les  points  communs  à  chaque  corde  et 
h  la  courbe. 

Il  y  a  a  coniques  satisfaisant  à  ces  conditions.  Dans  la  recherche 
difficile  de  cette  question  Tauteur  rencontre  quelques  propositions 
intéressantes,  telles  que  les  suivantes  : 

Les  plans  des  coniques  rencontrant  3  cordes  données  de  la  courbe, 
et  la  coupant  en  3  points  enveloppent  une  surface  de  la  6^  classe. 

Les  plans  des  coniques  rencontrant  4  cordes  en  un  point  et  la 
courbe  en  3  points  enveloppent  une  développablc  de  la  4^  classe. 

ScHLAEFLi  (L.).  —  Remarques  sur  les  recherches  de  M.  Neumann  rela- 
tives aux  fonctions  de  Bessel.  (lo  p.  ;  ail.) 
L'auteur  part  de  la  formule  suivante 


F(a,x)=^ 


n:=  « 


r(n-hi)r(a-4-M-f-i) 


n=o 


qui  définit  une  fonction  satisfaisant  à  l'équation  diilérentielle 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Nouvelles  démonstrations  de  théorèmes  sur  des 
séries  de  points  correspondants  sur  a  courbes,  (7  p.',  fr.) 

Dans  cette  Note,  M.  Zeuthen  se  propose  d'établir  parla  Géométrie 
plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  courbes  qui  se  correspondent  point 
par  point.  Seulement  il  généralise  la  question  en  supposant  qu'a  un 
point  de  l'une  correspondent  plusieurs  points  de  l'autre.  Soient  (C|  ), 
(Cl)  les  a  courbes.  Si  à  un  point  de  l'une  correspond  un  seul  point 
de  l'autre,  les  genres  des  2  courbes  sont  les  mêmes.  C*estle  théorème 
de  Riemann.  L'auteur  donne  des  théorèmes  très-intéressants  relatifs 
à  des  cas  plus  difficiles  et  ces  propositions  peuvent  être  considérées 
comme  une  extension  des  théorèmes  de  Riemann. 

Meyer  (G.-  F.).  —  Note  sur  deux  intégrales  définies  qui  se  présentent 
dans  la  théorie  de  la  chaleur,  (3  p.  ^  ail.) 
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Ces  intégrales  sont  celles  qu'on  détermine  par  les  formules 

Q  sin  «»  aV*^       sin     V^ 

NoETMEK  (M.).  —  Sur  Un  surfaces  quipossédetU  des  séries  de  courbes 
rationnelles.  (67  p.  ^  ail.) 

Weye  (Em.) .  —  Constructùm  des  raifùns  de  eawrbure  et  des  direeUmu 
principales  en  un  point  d*une  surface  quelconque.  (7  p.  \  ail.) 

Wetr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  d point  double  du  3"  ordre.  (3  p.; 
ail.) 

Le  but  de  l'auteur  est  de  démontrer  d'une  manière  simple,  pour 
ces  courbes,  les  théorèmes  sur  les  polygones  inscrits  donnés  par 
Steiner  (Journal  de  Crelle,  t.  32,  p.  i8a)  pour  les  courbes  générales 
du  3*  degré. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  k  mouvement  d'un  corps  dans  un  fluide. 
(25  p.  ^  ail.) 

La  première  idée  de  déterminer  le  mouvement  d'un  corps  dans 
un  fluide  en  mouvement  est  due  à  Dirichlet.  Il  donna  la  solution 
relative  à  une  sphère  en  i85a  (dans  les  Monatsberichte  et  les  Mémoires 
de  l'Académie  de  Berlin).  A  la  suite  de  ce  travail,  M.  Clebsch  traita 
le  problème  général  dans  le  t.  52  du  Journal  de  Crelle,  La  question  a 
été  examinée  par  MM.  Hoppe  (Ann.  de  Pogg.^  t.  LXIII),  Thomson 
et  Tait. 

Récemment,  dans  le  t.  71  du  Journal  de  Dorchardf,  M.  Kirchhoff 
a  donné  aux  équations  différentielles  une  forme  très-élégante  qui  est 
le  point  de  départ  des  rcclierches  de  M.  Clebsch. 

Les  équations  principales  de  M.  Kirchhoff  sont  les  suivantes  : 


d   àT  dT  âT 


(>) 


at 

au 

— 

9 

dw 

'dU' 

d 

dt 
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du 

l'div' 
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dt 
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d  dTÏ         ffï  dT         du         dT 

dt  dp  dw  âv       ^  or  aq 

,  d  dTT  dT         dT   ^      dT         ÔT 

^  dt  ôq  du         dw         dp      ^  dr 

±dT_      dT_     dT         dT_     dT 
dt  dr  "^      dv  du      '^  dq       ^  dp 

Dans  ces  équations,  T  représente  la  force  vive  totale  et  une  fonction 
du  a*  degré  de  ti,  v^  w^  p,  9,  r  avec  des  coefficients  constants.  Après 
ces  équations,  on  a  à  en  intégrer  d'autres,  qui  se  présentent  dans  tous 
les  problèmes  relatifs  aux  corps  solides,  et  que  M.  Clebsch  examine 
tout  d'abord,  pour  montrer  que  leur  intégration  ne  présente  pas  de 
difficulté  essentielle. 

M.  Clebsch  commence  par  transformer  les  équations  précédentes, 
en  prenant  comme  inconnues  les  6  dérivées  de  la  fonction  T.  La  fonc- 
tion T  qui  exprime  la  force  vive  en  fonction  des  nouvelles  variables  est 
encore  du  a*  degré,  et  les  équations  prennent  la  forme  remarquable 

dx,_       dT_      dT 
dt  '^'"'dr.      ""'dy,' 

dy,  _      dT  dT  dT  dT 

On  obtient  quatre  autres  équations  en  effectuant  une  permutation 
des  indices. 

Cela  posé,  on  a  les  trois  intégrales  données  par  M.  Kircbhoff, 

2T  =  L, 

X]  -\-xl  -hx]  =:M, 

Comme  le  temps  ne  figure  pas  dans  les  Àjuations  différentielles,  on 
obtiendra  par  une  quadrature  la  quatrième  intégrale.  D'ailleurs,  on 
reconnaît  facilement  que  le  multiplicateur  des  équations  différen- 
tielles est  égal  à  l'unité.  On  voit  donc  que  si  Ton  connaît  une  qua- 
trième intégrale  le  problème  pourra  être  considéré  comme  complète- 
ment résolu. 

Les  cas  examinés  par  M.  Kircbhoff  correspondent  à  ceux  où  cette 
quatrième  intégrale  est  linéaire  par  rapport  aux  quantités  â?«-,  y,*. 
M.  Clebsch  examine  une  question  plus  générale  et  détermine  les  cas 
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dans  lesquels  cette  intégrale  est  du  a*  degré  par  rapport  aux  mêmes 
quantités.  Ces  cas  sont  au  nombre  de  trois. 

Dans  le  premier,  la  fonction  T  doit  avoir  la  forme 

T=T.-f-i{rî-i-rî+rî). 

OÙ  T]  est  une  fonction  arbitraire  de  Xi. 

Dans  le  second,  l'intégrale  est  un  carré  parfait  ^  c'est  à  cette  hypo- 
thèse que  se  rapportent  les  intégrations  effectuées  par  M.  Kirchhoff. 

Enfin,  dans  le  troisième  cas,  la  fonction  aT  peut  être  ramenée  a 
la  forme 

où  Ton  a,  entre  les  constantes.  Tunique  équation 

gf  —  a«      fli  —  ai      fli  —  a» 

6,  Ft  6,      *~"    ' 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  signification  d'un  invariant  simultané  d'une 
forme  binaire  quadratique  et  d^une  forme  binaire  biqiuulratique.  (a  p.  ; 
ail.) 

Clebsch  (A.). —  Sur  la  théorie  des  formes  binaires  algébriques. 
3  p.  ^  ail.) 

L'auteur  fait  remarquer,  que  si  Ton  considère  l'ensemble  des  formes 
binaires  adjointes  à  une  forme  donnée,  on  peut  se  proposer  de  les 
ramener  au  plus  petit  nombre  possible,  en  partant  de  deux  points  de 
vue  essentiellement  distincts. 

On  peut  d'abord  chercher  le  système  le  moins  étendu  de  formes 
dont  tous  les  invariants  et  covariauts  peuvent  être  considérés  comme 
des  fonctions  entières  avec  des  fonctions  numériques.  C'est  la  le  but 
des  travaux  de  M.  Gordan,  indiqués  antérieurement  dans  ce  Bulletin. 
La  seule  difficulté  qui  se  présente  ici  consiste  dans  la  détermÎBalîon 
des  formes  cpii  sont  suffisantes  pour  exprimer  toutes  les  autres. 

La  seconde  manière  d'effectuer  la  réduction  des  formes  à  un 
nombre  limité  d'entre  elles  a  déjà  été  développée  par  M.  Hermite.  Il 
s'agit  alors  d'exprimer  rationnellement  les  invariants  et  les  covariants 
par  un  nombre  limité  d'entre  eux,  de  manière  que  dans  le  dénomi- 
nateur il  ne  figure  que  des  puissances  d'un  seul  et  même  covariant 
ou  invariant.  La  théorie  des  formes  associées  de  M.  Hermite  conduit 
à  l'examen  de  cette  question.  On  obtient  un   système  simple  de 
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formes  associées  (c'est-à-dire  de  formes  telles  que  toutes  les  autres 
s'expriment  rationnellement  par  celles-là)  delà  manière  suivante. 
Soit  y=  f{Xi^  a?,)  la  forme  donnée;  soit  d'ailleurs 

on  pourra  exprimer  les  y  linéairement  en  fonction  des  ^,  y?  et  l'on 
aura 

f— 3 — ?.ç  v+.... 


(«) 


Si  l'on  forme  maintenant,  au  moyen  de  cette  équation,  les  inva- 
riants et  les  covariants  dcf(yi^  ys),  et  que  l'on  fasse  dans  ces  expres- 
sions yi  =  â?i,  yt  =  ^S9  (»  =  o,  (^  =y  ),  on  obtient  toutes  les  formes 
adjointes  à  y*  comme  fonctions  rationnelles  de  n  formes  /?  ^t?  cp^,..., 
f  I.,  et  dans  le  dénominateur  figure  simplement  une  puissance  de  f. 

Cela  posé,  on  reconnaît  qu'il  ne  peut  exister  entre  les  covariants 
/*,  f  »,  f  »  aucune  relation  avec  des  coefficients  purement  numériques. 
Mais  on  peut  se  demander  s'il  n'est  pas  possible  d'exprimer  ces  co- 
variants par  une  série  de  covariants  plus  simples,  de  telle  manière 
qu'il  n'apparaisse  de  nouveau  dans  les  dénominateurs  que  des  puis- 
sances de  f.  Et  cela  est,  en  effet,  possible  :  on  peut  démontrer  le 
théorème  suivant,  qui  est  l'objet  du  travail  de  M.  Clebsch. 

Soient 

les  représentations  symboliques  des  covariants  de  f  qui  sont  du 
2*  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  f-^  on  peut  exprimer  les 
formes  cp,,  fsv  •  -9  ?n  {^^  p^  suite,  tous  les  invariants  et  covariants) 
rationnellement  en  fonction  de  f^  des  ^  et  des  déterminants  fonc- 
tionnels des  ^  et  de  /,  et  il  n'apparaît  dans  les  dénominateurs  des 
expressions  rationnelles  que  les  puissances  de  f, 

Cayley  (A.).  —  Note  sur  la  théorie  de%  invariants.  (4  p.  *,  angl.) 

GuNDELFiKGER  (S.).  —  Remarqucs  sur  la  résolution  des  équations  du 
3'  degré.  (4  P-  ?  ^l'O 


•  ••  t 
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GôTTiNG  (  R.) .  —  Sur  les  dérivées  sueceêiiveê  de  I  ^exfre$$ion  x^y&àx 
désigne  une  fonction  qiéelconque  d'une  teuriable  indépende^nlê.  (lo  p.; 
ail.) 

L'auteur  démoutrc  des  formules  intéressantes  relatives  aux  déri- 
vées d'une  puissance.  Une  de  ces  formules  est  la  suivante  : 

rf''(rM_v       Pi       /^«rV  /rf«rV^  /rf«r\'' 
/   -ZpxPx.p^...  \  r  )  \  r  )   \r  ) 

P«=:i.a.3.  ..a, 
où  Ton  a 

iXi-f-  aXt+  3Xt.. .  =  11. 

ScMLAEFLi.  — Sur  /a  série  hypergéométrique  de  Gauss.  (lo  p.  \  ail.) 
Dans  un  important  Mémoire  sur  cette  théorie,  Riemann  indique 
qu'il  y  a  deux  méthodes  pour  arriver  aux  pn^riétés  de  la  fonction 
définie  par  cette  série.  On  peut  employer  soit  l'équation  différen- 
tielle, à  laquelle  satisfait  la  foncUon,  soit  sa  représentation  par 
des  intégrales  définies.  Riemann  laisse  de  côté  ces  deux  méthodes 
pour  définir  la  fonction  par  ses  singularités,  et,  a  la  fin  seulement 
de  son  Mémoire,  il  montre  qu'il  y  a  une  fonction  jouissant  des  pro- 
priétés posées  a  priori,  et  que  cette  fonction  est  précisément  celle 
qui  est  définie  par  la  série  hypergéométrique.  M.  Schlifli  étudie 
cette  fonction  en  la  consi4érant  comme  une  intégrale  définie. 

ScHRODER  (E.). —  Sur  les  opérations  répétées.  (27  p.  •,  ail.) 
Il  s'agit  de  la  répétition  des  opérations  analytiques  effectuées  sur 
une  variable  indépendante.  On  considère  les  fonctions 

F(z),    FF(z)  =  F«(z),...,     Fy(^)  =  F[Ft-(j)]. 

Le  premier  cas  examiné  se  rapporte  à  la  fonction 

«♦  z  -h  a, 


¥{z) 


^.z  -hp,' 


qui  a  été  traitée  à  ce  point  de  vue  par  MM.  Hoppe  et  J.-A.  Serret. 

L'auteur  donne  ensuite  deux  théorèmes  généraux,  dont  il  fait  des 

applications  à  des  fonctions  rationnelles,  elliptiques,  circulaires,  etc. 

Zeuthen  (H. -G.). —  Addition  au  Mémoire  sur  les  séries  de  points 
correspondants  sur  2  courbes.  (3  p.  ;  fr.) 
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Neumahh  (C).  —  Réviiion  de  quelques  théorêmee  généraux  $ur  la 
théorie  du  potentiel  logarithtnique.  (a5  p.  ;  ail.) 

L'auteur  fait  remarquer  que^  par  suite  des  découvertes  récentes,  il 
est  nécessaire,  pour  un  grand  nombre  de  recherches,  de  reprendre 
la  théorie  du  potentiel,  soit  pour  établir  les  différents  théorèmes  avec 
toute  la  rigueur  nécessaire,  soit  pour  les  étendre  à  certains  points  de 
vue.  n  commence  ^r  la  théorie  du  potentiel  logarithmique. 

NsuMâNH  (C).  —  Recherches  sur  le  mouvement  d*un  corps  solide. 
(5  p.  ^  ail.) 

Dans  cet  article,  l'auteur  communique  les  résultats  qu'il  a  obte- 
nus sur  des  problèmes  de  Mécanique,  tel  que  le  suivant  : 

On  donne  un  pendule  ordinaire  qui  oscille  sous  l'influence  de  la 
pesanteur  autour  de  son  axe  fixe  et  horizontal.  Ce  pendule  est  formé 
d'un  corps  à  l'intérieur  duquel  se  trouve  un  espace  vide;  dans  ce 
vide  on  a  placé  un  corps  homogène  de  révolution,  dont  l'axe  de  révo- 
lution est  attaché  au  corps  ;  à  l'origine  du  mouvement,  ce  noyau  exté- 
rieur a  reçu  un  choc,  et  il  tourne  autour  de  son  axe.  Quelle  est 
1  Influence  que  ce  noyau  tournant  à  l'intérieur  du  corps  exerce  sur 
les  oscillations  du  pendule? 

Goedah  (S.).  —  Sur  la  formation  de  la  résultante  de  deux  équations. 
(6o  p.  ;  ail.) 

Ce  travail  contient  de  nombreux  résultats  sur  la  théorie  des  inva- 
riants et  covariants  et  sur  les  expressions  remarquables  de  la  résul- 
tante de  deux  formes  binaires  soit  du  même  degré,  soit  de  degré 
différent.  Le  Mémoire  contient,  par  exemple,  le  tableau  développé 
des  opérations  k  faire  pour  trouver  la  résultante  de  deux  formes  du 
5^  degré,  de  deux  formes  l'une  du  5*  et  l'autre  du  4*9  etc. 

Le  problème  de  l'élimination  d'une  inconnue  entre  deux  équations 
a  été,  comme  on  sait,  étudié  par  plusieurs  géomètres.  M.  Cayley  a 
donné  {Philosophical  Transactions^  t.  CXLVU,  p.  708,  et  t.  CLVIII^ 
p.  178)  des  tableaux  très-complets  contenant  les  résultantes  des 
équations  de  degré  inférieur.  M.  Clebsch,  dans  un  Mémoire  du 
Journal  de  Dorchardl,  t.  58,  p.  278,  a  donné,  sous  la  forme  d'un 
produit  symbolique,  la  résultante  d'une  équation  de  degré  n  et  d'une 
équation  du  a^  degré.  Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Gordan  indicpie 
une  série  d'opérations  très-simples  par  lesquelles  peuvent  se  former 
les  résultantes:  enfin,  il  donne  les  covariants  simultanés  qui  s'éva- 
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nouissent  dès  que  les  équations  ont  plus  d^unc  racine  conuniuie. 
L'auteur  emploie  les  méthodes  du  calcul  symbolique  soos  la  forme 
que  leur  a  donnée  M.  Aronhold. 

Korndôrfeu  (G.).  —  Sur  les  courbe»  gauches  pour  lesquelUt  Ut 
coordonnées  d^un  point  sont  des  fonctions  rationneUes  d*un  paramètre. 
(9  p.-,  ail.)  I 

L'auteur  étend  aux  courbes  gauches  plusieurs  aes  résultats  donnés 
par  M.  Clebsch,  dans  son  Mémoire  sur  les  courbes  planes  ration- 
nelles. 

Neumanii  (C).  —  Révision  de  quelques  théorèmes  généraux  relatifs 
à  la  théorie  du  potentiel  newtonien.  (i  i  p.  *,  ail.) 

Mater  (A.).  —  Sur  la  méthode  d'intégration  de  JacoK  pour  k$ 
équations  différentielles  partielles  du  i*^  ordre.  (18  p.  ;  ail.) 

Le  but  de  ce  travail  remarquable  est  de  perfectionner  en  plusieurs 
points  essentiels  la  première  méthode  d'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  i*''  ordre  que  Jacobi  a  donnée  dans  le 
Journal  de  CrellCj  t.  i7,  et  qu'il  avait  déduite  des  découvertes  de 
Hamilton.  On  sait  que  le  théorème  de  Jacobi  peut  s'énoncer  de  la 
manière  suivante  : 

Étant  donnée  l'équation 

pour  en  trouver  une  intégrale  complète,  on  y  remplace  les  dérivées 

âV 

-T—  par  Pi  et  l'on  intègre  complètement  le  système  suivant  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires 

(a)  ^  =  ^,     £^=-£5.. 

dx      Opk*     dx  ôxk 

On  introduit  à  la  place  des  constantes  amenées  par  l'intégration  les 
suivantes 

qui  sont  les  valeurs  des  quantités 

X%j  Xif  .  •  •  >  X^f       ptj  Pif  •  •  •  f  Pmt 
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pour  une  valeur  initiale  a  de  x^  et  Ton  calcule  l'intégrale 


(3) 


qu'on  exprime  en  fonction  des  seules  quantités  x,  ttt^...,  x„y 
0|,. . .,  a..  On  a  alors  les  an  équations 

qui  sont  les  intégrales  complètes  des  équations  (a),  et  la  fonction  V, 
augmentée  d'une  constante,  donne  une  intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (i). 

M.  Mayer  fait  remarquer  que  ce  théorème  est  sujet  à  des  excep- 
tions nombreuses.  Toutes  les  fois  que  H,  par  exemple,  sera  homo- 

dV 
gène  et  du  i*'  degré  par  rapport  aux  dérivées  ^—  (ce  qui  arrivera 

toutes  les  fois  qu'on  aura  éliminé  la  fonction  antérieurement  par  la 
méthode  de  M.  Bertrand),  on  aura  V=  o,  et  le  théorème  ne  pourra 
rien  donner. 

L'auteur  reprend  donc  la  question,  qu'il  traite  d'une  manière  ri- 
goureuse, et  il  substitue  à  la  fonction  V  de  Jacobi  la  suivante 

Alors,  en  exprimant  cette  fonction  V  en  ar,  Xj,. . .,  ar„,  6|,. . .,  6„,  et 
en  la  désignant  alors  par  (V),  la  formule 

» 

V  =  (V)4-const. 

donnera  une  solution  complète  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles (i),  et  les  intégrales  des  équations  (2)  seront 

M.  Mayer  étend  ces  théorèmes  au  cas  où  la  fonction  figure  dans 
l'équation  \  il  examine  ensuite  comment  on  peut  simplifier  la  mé- 
thode de  Cauchy  en  l'employant  au  calcul  d'une  intégrale  complète 
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et  non  de  l'intégrale  générale,  et  enfin  comment,  étant  donnée  une 
intégrale  complète,  on  peut  avec  elle  résoudre  le  problème  de  Can- 
chy,  c'est-à-dire  trouver  une  intégrale  se  réduisant,  pour  une  valeur 
donnée  de  Tune  des  variables  indépendantes,  à  une  fonction  connue 
a  priori  des  autres. 

Spitzer  (S.).  —  Intégration  par  de$  intégrales  définies  de  Véquaiion 
différentielle  linéaire 

dans  laquelle  n  désigne  un  nombre  entier  positif  et  A,  B,  C  des  nombres 
constants.  (3  p.  ]  ail.) 

Brill  (A.).  —  Sur  les  points  doubles  des  courbes  rationnelles.  (3  p.  ; 
ail.) 

Brill  (  A.) .  —  Sur  celles  des  courbes  d  *un  réseau  qui  ont  un  contact  de 
n*  ordre  avec  une  courbe  donnée.  (9  p.  ^  ail.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  transformation  des  surfaces  unicursales. 
(6  p.;  angl.) 

L'éminent  géomètre  examine  dans  cette  Note  une  question  très- 
importante  :  il  donne  des  formules  servant  à  déterminer  l'ordre  et  les 
singularités  de  la  ligne  double  d'une  surface  unicursale  (c'est-à-dire 
qui  peut  être  représentée  sur  le  plan).  Ces  formules  se  vérifient  pour 
celles  de  ces  surfaces  qui  ont  été  examinées  jusqu'ici. 

LoMMEL  (E.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  de  Bessel.  (i3  p.  ;  ail.) 

Stahl  (H.).  —  Sur  la  théorie  des  lignes  de  courbure  et  des  systèmes 
triples  orthogonaiix.  (8  p.  ;  ail.) 

L'auteur  indique  un  système  de  variables  dont  le  choix  permet 
d'intégrer  facilement,  et  d'une  manière  uniforme,  des  lignes  de  cour- 
bure dans  les  cas  déjà  examinés  par  les  géomètres. 

KoNDÔRFER  (G.).  —  De  la  représentation  d*une  surface  du  4*  ordre 
d  coniqties  doubles,  dans  le  cas  oà  celles^  se  décomposent  en  s  droites. 
(37  p.;  ail.) 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  montrent  que  les  propriétés  de 
la  surface  ne  dificrcnt  pas  essentiellement  de  celles  qu  on  obtient 
dans  le  ras  général . 
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Mbissbl. —  Calcul  de  la  totalité  des  nombres  premiers  qui  sont  infé- 
rieurs  d  un  million.  (3  p.  \  ail.) 

Catley  (A.).  —  Sur  le  déficient  {ou  genre)  de  certaines  surfaces. 

(4  P-  î  angl.) 

Cette  courte  Note  se  rapporte  à  la  question  difficile  du  genre  d'une 
surface.  L'auteur  donne  quelques  formules  qui  tiennent  compte  d'un 
très-grand  nombre  de  singularités  de  la  surface. 

» 

Geiser  (C.-F.).  —  Note  sur  les  surfaces  minima  algébriques,  (5  p.  ; 
ail.) 

L'auteur  obtient  les  théorèmes  suivants  :  L'intersection  d'une 
surface  minimum  algébrique  avec  le  plan  de  l'infini  ne  peut  se  com- 
poser que  de  droites  et  du  cercle  de  l'infini.  En  un  point  singulier, 
le  cône  des  tangentes  se  réduit  toujours  à  dès  plans  et  au  cône  con- 
tenant le  cercle  de  l'infini. 

Le  cône  ou  les  plans  peuvent  subsister  séparément  ou  être  mul- 
tiples. 

RosANES  (J.).  —  Sur  les  équations  différentielles  algébriques,  (i  a  p.  ; 
ail.) 

Étant  donnée  une  équation 

Ad!r  H-Brf/rsro, 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  de  x  et  de  /,  algébriques  et  entières,  l'au- 
teur examine  dans  quel  cas  une  telle  équation  a  une  intégrale  algé- 
brique. 

Un  premier  théorème,  généralisé  dans  la  suite  par  l'auteur,  montre 
que  cette  intégrale  doit  être  de  la  forme  C  =  R,  où  R  est  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x  et  dej^.  Il  faudra  donc  qu'il  y  ait  une  fraction 

rationnelle  r^i  telle  que  l'expression 

2 

^{Adx'hBdx)  =  o 

soit  une  différentielle  exacte.  L'auteur  développe  des  propriétés  des 
polynômes  Z,  N,  en  supposant  que  N  ne  contienne  aucun  facteur 
multiple  et  de  degré  plus  élevé  que  ZA,  ZB.  Le  Mémoire  ne  contient 
d'ailleurs  aucune  application. 

NoETHER  (M.).—  Sur  les  transformations  rationnelles  de  Vespace  et 


2*  Si  l'on  a  le  dêreloppement  snirant  de  x*^,  au  moj 
tMMU  de  Besael 


*V-  =  a,J.(-)  +  ï,J.(3)+:^J.(j)  +  . 


on  aura  aussi 


les  nombres  n.  p  étant  entiers  positifs. 

3"  K  nne  fonction  est  sniectiqne  à  rînténear  d'nii 
pourra  être  déTcloppéc  en  une  série  de  la  forme 

NEnuss  (C).  —  Swr  U$  imU$nie$  ^ipH^yt»  et  kgp 
(30  p.:  ail.) 

GoBDia  (P.).  —  Sur  In  courfei  Ai  3'  orJrt  «m  a  pa 
(3p.;aU0 


■XLAMSIS. 

iHM  ITI  CMPim  N  tUID  NHI; 
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rSi  (D)  est  une  des  droites  par  laquelle  on  peut  mener  deux  plans 
ïnts  rectangulaires,  un  troisième  plan  tangent^  perpendiculaire 

ate  droite,  la  rencontrera  en  un  point  situé  sur  la  sphère  (S), 
des  sommets  des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  Tellipsoïde 

mé  ;  de  sorte  que,  si  S  est  le  point  de  rencontre  et  que  D  soit  le 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  de  Tellipsoïde  donné 

la  droite  (D),  on  aura  OS    =  OD  +  DS  .  Mais  la  distance  DS 
lit  visiblement  égale  à  la  distance  du  centre  O  au  plan  tangent  per- 

ridiculaire  à  la  droite*,  par  conséquent,  si  a,  P,  y  sont  les  angles  de 
droite  (D)  avec  les  axes  Ox,  Oy,  Oz  de  Tellipsoide,  et  si 

est  l'équation  de  cet  ellipsoïde,  on  a 

OS  =  a' -h  6» -H  c',    DS  =a»cos'a4- 6»cos'(3-4-c'cos*y; 

par  suite,  en  désignant  par  â  la  distance  du  centre  à  la  droite  (D),  on 
a  la  relation  caractéristique 

(i»)         d'  =  a*-+-  6'-f-  C—  (a*  cos'  a-l-  6'  cos'  (3  -♦-  c'  cos'y), 

D  résulte  de  là  que  î*  doit  être  inférieure  à  (a*  -4-  6*  -I-  c*)  \  donc  : 

Théohèmc  I.  —  Les  droites  réelles,  satisfaisant  d  la  question,  doi- 
vent toutes  pénétrer  dans  V intérieur  de  la  sphère  (S),  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trirectangles  circonscrits  à  l'ellipsoïde  donné. 

2.  Si  maintenant  nous  représentons  la  droite  (D)  par  des  équations 

de  la  forme 

(  x  =  mz-^ p, 

(20J  ^  y'=:nz  -i-q, 

(  nx—  my=  r, 

où 

r=np —  niq^ 


on  a 


cos«  __  cosp  __  cos  y  _  ï ^, /?'  -h  9'  -+-  r* 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Tc^galité  (i^),  mise  d'abord  sous  la 

ffuU.  des  Sctencex  muthêm.  et  astnm.^  t.  II.  (Décembre  1871.)  ^4 
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forme 

il  vient 

L'assemblage  des  droites  (D)  constitue  un  complexe  défini  par 
réquation  (S'')  ;  ce  complexe  est  du  second  ordre;  je  me  propose  d'en 
indiquer  ici  les  propriétés. 

La  théorie  des  complexes  généraux  du  second  ordre^  abordée  pour 
la  première  fols  par  Plùckcr  {Neue  Géométrie)^  a  été  complétée  par 
MiM.  Klein  et  Lie  [Matliematischc  Annalen)-^  voir  le  Bulletin  des 
sciences  malhématiques,  t.  II,  p.  72- 

L*étude  actuelle  a  pour  objet  un  complexe  particulier  du  second 
ordre;  mais  il  importe  de  remarquer  que  ce  complexe,  qui  a  son 
point  de  départ  dans  une  définition  géométrique  bien  précise,  pré- 
sente les  rapports  les  plus  intimes  soit  avec  les  surfaces  homofocales, 
soit  avec  la  surface  des  ondes,  et  apporte  aux  propriétés  déjà  §î 
nombreuses  de  ces  surfaces  un  contingent  assez  considérable  de  pro- 
priétés nouvelles.  Dans  cette  recherche,  j'ai  principalement  en  vue 
la  situation  des  droites  réelles  du  complexe  ;  c'est  là  ce  qui  spécialise 
et  caractérise  cette  nouvelle  étude.  J'ai  abordé  cette  question  de  plu- 
sieurs manières;  la  méthode  purement  analytique  se  trouve  dévelop- 
pée dans  un  Mémoire  qui  sera  inséré  dans  un  autre  recueil. 

3.  Si  OTo)  Vo?  ^0  c^^ii  Vu  ^1  sont  les  coordonnées  de  deux  points 
de  la  droite  (D),  on  a 

p— ._. ,     ç  —  — ,     /.= — ; 

Zi  —  Z*  Zx  —  Z«  Z%  —  2« 

'1  ^.  —  .r.  ri  —  y. 

I  ;,|  ~   _ ,        Il  z=z  ' ; 

*  Ti  —  Z4  Zi  —  2« 

si  tio,  Vov^o  ^t  Ui,  t?!,  tTi  sont  les  coordonnées  de  deux  plans  passant 
parla  même  droite  (D),  on  a 

/  i'»  —  t'i  Wi  —  it»  <r»  —  cr, 

(  I  bis)  < 

m  = «     n  =  . 
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Eu  ^ard  &  ces  valeurs,  réqnation  (3®)  prend  Tune  ou  l'autre  des 
formes  suivantes  : 

^^'    {      =(fr»-^-C)(x,-Jr.)>^.(c»-^-a»)(r.-r•)•-^-(«*-^•*')(*•-«•)'; 

^    I       -+-(a»-+-6•)(Il•«'.  —  ll,«'•)•=(w.—"•)*-^-(«'«— ♦'•)'-+•(«'.— «'.)'. 

4.  Lorsque,  dans  l'équation  (a},  on  regarde  J*iy  jfi,  jt|  comme  dq|( 
coordonnées  variables  et  qu'on  supprime  les  indices,  on  a  l'équation 
suivante  : 

laquelle  représente  un  cône  du  second  ordre,  lieu  des  droites  du 
complexe  passant  par  le  point  fixe  P  (oto,  y^,  Zq)  ;  nous  dirons  que 
c*est  un  cône  du  complexe,  et  nous  le  désignerons  par  (C). 

5.  Si,  dans  l'équation  (3),  on  regarde  u,  v,  to  comme  des  coordon- 
nées variables  et  qu'on  supprime  les  indices,  on  a  l'équation  sui- 
vante : 

l  (6*H-c«)(«'.i'— i'.«')>-+-(c'-f-a')(tt.«'— «'.II)» 
'M        -+-(a*-+-6»)Ktt-ii,i')»=(tt-~w,)'-+-(i'— !'•)»  +  («'-«•,)% 

laquelle  représente  une  conique,  enveloppe  des  droites  du  complexe 
situées  dans  le  plan  U  [u^,  v^j  w^)  \  nous  dirons  que  c'est  une  conique 
du  complexe,  et  nous  la  désignerons  par  (F). 

6.  Nous  ferons  de  suite  les  remarques  suivantes  : 

1®  Si,  d'un  point  P,  on  circonscrit  un  cône  à  l'ellipsoïde  donné, 
le  cône  (C)  du  complexe  sera  évidemment  le  lieu  des  droites  par  les- 
quelles on  peut  mener  des  plans  tangents  rectangulaires  au  cône  cir- 
conscrit ;  et,  lorsque 

Ma:*-hN/»-+-Pz»=o 

est  l'équation  du  premier  cône  rapporté  à  ses  plans  principaux,  on 
sait  que  l'équation  du  second  est 

M(NH-P)*^-hN(P-4-M)r*-+-P(M-hN)z»  =  o. 

>4. 
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a^  Si  Pq  est  un  des  points  pour  lesquels  le  o6ne  du  complexe  se 
réduit  à  deux  plans,  et  si  IIq  est  un  des  plans  du  système,  la  conique 
(F)  située  dans  le  plan  ITo  se  réduira  â  deux  points,  dont  un  est  le 
point  Po  ;  ear  il  y  a  une  infinité  de  droites  du  complexe  situées  dans 
le  plan  IIo  et  passant  par  le  point  Po* 

3^  Si  Ko  est  un  des  plans  pour  le^uels  la  conique  (F)  se  réduit  k 
deux  points,  et  que  Po  soit  un  de  ces  points,  le  cône  du  complexe, 
ayant  son  sommet  en  Po,  se  réduira  à  un  système  de  deux  plans,  dont 
im  sera  le  plan  Ko. 

7.  Si,  d*un  point  P,  on  mène  le  cône  circonscrit  a  rdlipsoïde,  le 
cône  (C)  du  complexe  aura  les  mêmes  plans  principaux  que  le  cône 
circonscrit  [6]  ;  on  sait  d'ailleurs  que  les  plans  principaux  de  ce  der- 
nier cône  sont  les  plans  tangents  aux  trois  surfaces  homofocales  qui 
passent  par  son  sommet  ;  donc  : 

Théorème  II.  —  Les  droites  du  complexe,  passant  par  un  même  point 
P,  forment  un  cône  (C)  du  second  ordre;  les  plans  principaux  du  cône 
(C)  sont  les  plans  tangents,  en  son  sommet,  aiix  trois  surfaces  homofo- 
cales  de  VellipsoUde  donné  qui  passent  par  ce  sommet. 

Le  centre  de  la  conique,  définie  par  l'équation  (5),  est  : 
ou 

f! — -?;!i  —  fi — _i_ . 

u.  ""  t\  """  (V,  "~  u\  H-i'J  H-U'J  ' 

on  voit  que  ce  point  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée*  du 
centre  O  de  rellipsoïde  sur  le  plan  II  ;  donc  : 

Théorème  III.  —  Les  droites  du  complexe,  situées  dans  un  plan  II, 
enveloppent  une  conique  (  F  )  dont  le  centre  est  le  pied  de  la  perpendicu-- 
laire  abaissée  du  centre  O  de  rellipsoïde  sur  le  plan  II. 

8.  L'équalion  (5)  de  la  conique  (F)  peut  s'écrire  : 

|(wi-+-i';-h  <v;)(rï'w'-h  fc^t^'-t-  c'a/»— i) 
-f-  (a*«;  -+-  b'v\  -h  c'w\  —  i)(tt'-+-  v»-f-  «'») 
—  a  (#/, w  -f-  f.i'  -f-  ivtiv  )  (  a^uut  -+-  6M',c-f-  c^u'cr.—  i  )  =  o. 

Cette  équation  nous  montre  que  : 
Théorfme  IV.  —  Im  conique  (F^  du  complexe^  située  dant  un  plan 
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[T,  est  inscrite  dans  un  cône  ayant  pour  sommet  le  pôle  du  plan  II  par 
rapport  à  V ellipsoïde  donné,  et  circonscrit  à  une  certaine  surface  homo  fo- 
cale de  cet  ellipsoïde  ;  elle  est  également  inscrite  dans  un  cylindre  perpen- 
diculaire au  plan  H.  et  circonscrit  d  la  même  surface  homofocale  que 
le  cône  précédent. 

9.  Si  l'on  forme,  relativement  au  cône  défini  par  Téquation  (4)9 
Téquation  en  J,  savoir 

53_  (A -h  A'-+- A")5^-+- (A'A''-.B»H- A'A- B'^-t- AA'- B*")^ 

-t- AB'-+- A'B» ^-A-'B"»— AA' A''- 2BB'B'' =  o, 

on  trouve  ici 

(7)  J*-2S.5^-4-(S;-G.)5-|-(H.-hS.G.)  =  0, 

après  avoir  posé 

(8)     I  G  =  (6»-+-c^)j:*-+-(c'-+-û')j*-+-(a'-hi')3'— (A'c'4-6-'a'-f-£z'A»), 
(  H=:  6»c»jr'-+- c»a»j*-+-  a'6*2»—  a'bU\ 

On  conclut  immédiatement  de  là  que  : 

Théorème  V.  —  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  le  cône  (C)  se  réduit 
à  un  système  de  deux  plans  est  la  surface 

(9)(A)  SG-hH=o; 

les  plan%  tangents  à.  cettç  surface  sont  les  plans  TJq  pour  lesquels  la  coni- 
que  {T)  se  réduit  à  un  système  de  deux  points. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  du  théorème  analogue 
démontré  par  Pliicker  [Heue  Géométrie)  pour  les  complexes  géné- 
raux du  second  ordre. 

Ajoutons  de  suite  que  : 

Théorème  VI.  —  ÏjCS  plans  auxquels  seréduisenf  les  cônes  du  com-- 
plexe  touchent  la  surface  û-,  et  les  deux  points  auxquels  se  réduisent  les 
coniques  du  complexe  appartiennent  également  à  la  surface  ^  -,  les  réci- 
proques  sont  vraies. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  immédiate  de  la  remarque 
3®  [n**  6]  et  du  théorème  précédent. 
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iO.  Si  Ton  pose 

A=ft»-hcS    B=c«-^a%  ,C=fl'-4-6*, 

la  surface  A  pourra  être  représentée  par  Tune  ou  l'autre  des  équa- 
tions 

(10)  j        -  [A(B-f-C)jif>H-  B(C-+- A)/*-f^  C(A-*-  B)a»l 

+  ABC  =  o    (  équation  ponctuelle  ), 

(u»-+- i''-+-iv»)(BCa»-+- CAi^^-f- ABiv») 

(11)  {        -[(B-hC)a»+(C-+-A)v»-f-(A-f-B)iv»] 

+  I  =  o    (équation  tangentielie). 

Ces  équations  mettent  en  évidence  les  propriétés  suivantes  : 

Théorème  VII,  —  La  surface  £k  est  la  surface  des  oudes  refo/îre- 
ment  à  Vellipsoide  directeur 

X*      r»      z^ 

c\îst-à-dîre  qu*on  Vohtienî  en  portant^  à  partir  du  centre^  sur  la  per- 
pendiculaire à  chaque  section  centrale  des  distances  égales  aux  longueurs 
des  axes  de  t ellipse  qu'elle  détermine. 

Cette  sur  face  passe  par  V  intersection  (imaginaire)  de  FelUps&tde  pri- 
mitivement donné  avec  la  sphère  lieu  des  sommets  des  triédres  trirectan- 
gles  circonscrits;  elle  est  aussi  inscrite  dans  la  développable  circonsmte 
à  ce  dernier  ellipsoïde  et  au  cercle  imaginaire  de  Pinfini. 

On  sait  que  la  surface  A  admet  i6  points  doubles  (  4  réels,  8  ima- 
ginaires, 4  à  l'infini)  et  i6  plans  tangents  doubles,  dont  4  réels; 
cette  surface  se  compose  de  deux  nappes  distinctes,  renfermées  entre 
les  deux  surfaces 

x'-^y-h  z'—  (a*-f-  6'-f-  c')=o, 
(A»-+-c«)j:»-h(c»-ha*)7«-h(a*-h6»)z»  — (6»c*-+-c'û'-ha'i»)=o; 

ces  deux  nappes  se  raccordent  aux  4  points  doubles  coniques  réels. 

Nous  appellerons  nappe  inférieure  celle  qui  est  la  plus  rappro- 
chée du  centre  de  rellipsoïde. 

1 1 .  Considérons  un  point  a  réel  de  la  nappe  supérieure  de  ^  ; 
le  cône  du  complexe,  ayant  son  sommet  en  a,  se  réduit  a  deux  plans, 
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ût  IIo  l'un  d'eux;  la  conique  Fo,  située  dans  le  plan  IIo)  se  compo- 
de  deux  points,  a  et  af^  et  les  deux  points  a  et  a'  appartiendront 

la  surface  A.  Or  les  deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  du  com- 
;xe  doivent  toucher  la  surface  A;  Tun  d'eux,  au  moins,  touchera 

nappe  inférieure,  il  sera  donc  réel;  il  en  sera,  par  conséquent,  de 
fflèine  de  l'autre,  puisque  l'équation  qui  les  donne  est  à  coeflicients 
féels.  La  conique  (a,  af)  correspondante  est  alors  réelle,  car  un  de 
•es  points,  a,  est  réel  ;  par  suite,  le  plan  auquel  elle  correspond  doit 
toujours  toucher  la  nappe  inférieure  de  A. 

'  Si  le  point  réel  a  est  sur  la  nappe  inférieure  de  A,  le  cône  du  com- 
plexe, ayant  son  sommet  en  a,  se  réduit  encore  à  deux  plans  ;  un  de 
ees  plans,  au  moins,  devra  toucher  la  nappe  supérieure;  il  sera  donc 
imaginaire,  et  l'antre  le  sera  également,  puisque  l'équation  qui  les 
donne  est  a  coefficients  réels.  La  conique  correspondante  a  l'un 
4]ttelconque  de  ces  plans  se  composera  d'un  point  réel  et  d'un  point 
imaginaire. 

Ainsi  : 

Théorème  VUl.  —  Les  points  de  la  ^àppe  scpériecxe  de  A  $ont 
ceux  pour  lesquels  le  cône  X}  se  réduit  à  deux  plans  réels;  ees  deux 
plans  touchent  la  nappe  inférieure.  Les  plans  tangents  réels  à  la  nappe 
supérieure  sont  ceux  pour  lesquels  la  conique  (T)  se  réduit  d  deux  points 
imaginaires. 

Les  points  de  la  baffe  i^itéeieuee  sont  ceux  pour  lesquels  le  c&ne  (  C  ) 
se  réduit  à  deux  plans  imaginaires;  ces  deux  plans  touchent  ^.imaginai- 
rement)  la  nappe  supérieure.  Les  plans  tangents  réels  à  la  nappe  infé^ 
rieure  sont  ceux  pour  lesquels  la  conique  (T)  se  réduit  à  deux  points 
réels;  ces  points  appartiennent  à  la  nappe  supérieure. 

12.  Soit  on  point  a  de  la  nappe  supérieure  de  A,  et  ITt  un  des 
plans  du  système  correspondant;  le  plan  D*  touche  la  nappe  infé- 
rieure, soit  C  le  point  de  contact  ;  il  coupe,  en  outre,  la  nappe  supé- 
rieure suivant  une  coorlie  ^t .  Le  cône  du  complexe^  ayant  son  sommet 
en  C,  se  réduit  à  deux  plans  imaginaires,  dont  les  intersections  par 
le  plan  lit  sont  des  droites  de  complexe  qui  doivent  passer  par  le 
point  C,  et  respectivement  par  les  points  réels  a  et  tf^  de  la  conique 
correspondante  an  plan  lit  ;  ces  deux  droites  seraient  donc  réelles, 
œ  qui  ne  peoi  avoir  lien  à  moins  que  rintrrsectîon  des  deux  plans 
imaginaires  ne  coïncide  avec  la  droite  a^. 
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Si  maintenant  on  imagine  le  sommet  du  c6ne  se  déplaçant  sur  la 
courbe  di,  le  cône  se  réduit  à  deux  plans  réels,  dont  les  intersectîoos 
par  le  plan  IIo  passent  par  les  points  a  et  o^;  lorsque  le  sommet  P  se 
rapproche  du  point  a,  par  exemple,  la  droite  Pa  devient  tangente  en 
a  à  la  courbe  dj ,  et  elle  est,  en  outre,  l'intersection  des  deux  jJans 
du  complexe  correspondant  au  point  «,  puisque  Tun  d'eux  est  le 
plan  IIo. 

Donc  : 

Théorème  IX.  —  Lorsque  le  sommet  du  cône  du  complexe  e$i  en  um 
point  de  la  surface  A,  ce  cône  se  réduit  d  deux  plans  dont  la  droite  d'îii- 
tersection  touche  la  surface  £k  au  point  considéré;  cette  droite  est,  en 
outre,  normale  à  (une  des  surfaces  homo focales  qui paseent  par  ce  point. 

Cette  seconde  partie  de  la  proposition  est  une  conséquence  évi- 
dente de  la  remarque  i°  [n**  6]  ;  car  si  le  cône  du  complexe  se  réduit 
à  deux  plans,  ces  deux  plans  passent  visiblement  par  un  des  axes  du 
cône  circonscrit. 

Nous  pouvons  encore  énoncer  la  proposition  suivante,  qui  résulte 
des  considérations  précédentes  et  du  théorème  III  : 

Théorème  X.  —  Lorsquun  plan  est  tangent  à  la  surface  A,  la  coni- 
que (T)  5f  réduit  à  deux  points  a,  afy  situés  sur  la  surface  A^  la  droite 
qui  les  joint  est  tangente  à  une  des  nappes  de  la  surface,  et  normale  d 
une  des  surfaces  homo  focales  qui  passent  par  le  point  de  contact;  elle  est, 
en  outre,  V intersection  des  deux  plans  auxquels  se  réduit  le  cône  du 
complexe  ayant  son  sommet  au  point  de  contact.  Le  lieu  des  milieux  des 
segments  ad  est  la  podaire  du  centre  de  r ellipsoïde  relativement  d  la  sur- 
face A. 

13.  Nous  préciserons  encore  mieux  la  position  des  droites  réelles 
du  complexe  par  les  propositions  qui  suivent  : 

Théorème  XI.  —  Les  droites  réelles  du  complexe  passent  toutes  entre 
les  deux  nappes  de  la  surface  ^,  sans  jamais  pénétrer  dans  (intérieur 
de  la  nappe  inférieure;  les  positions  limites  de  ces  droites  sont  tangentes 
aux  nappes  de  A. 

En  edel,  une  droite  réelle  (D)  ne  peut  {las  pénétrer  dans  la  nappe 
intérieure^  car  si  cela  pouvait  arriver,  elle  rencontrerait  cette  nappe 
en  un  cvrlain  point  I^  pour  ce  point  I  le  côiu?  ((')  du  complexe  se 
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réduit  à  deux  plans  imaginaires  dont  Tarête  touche  ^  en  I  ^  mais  la 
droite  (D),  qui  passe  par  le  point  I,  doit  alors  appartenir  à  ce  système 
de  deux  plans  *,  et,  comme  elle  est  réelle,  elle  ne  peut  que  coïncider 
avec  leur  arête;  l'hypothèse  faite  est  donc  inadmissible. 

Supposons  maintenant  la  droite  (D)  réelle  et  extérieure  à  la  sur- 
face A  ;  menons  alors  un  plan  par  cette  droite  et  le  centre  O  de  1  'el-> 
lipsoïde  ;  ce  plan  coupera  la  nappe  extérieure  de  A  suivant  une  cer- 
taine courbe  d';  les  cônes  du  complexe  dont  les  sommets  sont  sur  ^ 
se  décomposent  en  des  plans  réels,  dont  les  intersections  par  le  plan 
considéré  seront  autant  de  droites  réelles  du  complexe  situées  dans 
ce  plan.  La  conique  (F)  correspondant  â  ce  plan  est  donc  réelle,  et 
son  centre  est  le  point  O  [n°  7].  Or  cette  conique  ne  peut  pas  être 
une  hyperbole,  car  on  pourrait  alors  lui  mener  des  tangentes  des 
points  situés  dans  le  voisinage  du  point,  et  il  y  aurait  ainsi  des  droites 
réelles  du  complexe  pénétrant  dans  l'intérieur  de  la  a®  nappe  de  A; 
ice  qui  est  contraire  à  la  première  partie  de  la  proposition.  Cette  co- 
nique, qui  est  une  ellipse,  doit  toucher  la  droite  (D)  *,  or,  si  cette 
droite  (D)  est  extérieure  à  la  surface  A,  et,  par  suite,  à  la  courbe  i', 
Tellipse  interceptera  sur  cette  courbe  d'une  certaine  portion  d'arc; 
mais  les  divers  points  de  cet  arc  donnent  lieu  à  des  droites  réelles, 
issues  de  ces  points,  qui  devraient  toucher  l'ellipse-,  ce  qui  est  im- 
possible. Il  résulte  de  là  que  la  droite  (D)  ne  peut  être  supposée  exté- 
rieure à  la  surface  A. 

M.  Darboux,  en  appelant  mon  attention  sur  le  lieu  géométrique 
énoncé  au  commencement,  m'avait  signalé  la  propriété  dont  je  viens 
de  donner  la  démonstration. 

Théorème  XII.  —  Lorsque  le  plan  FI  est  ertérieurà  la  surface  A,  la 
conique  (F)  correspondante  est  une  ellipse  imaginaire^  quand  il  passe 
entre  les  deux  nappes  de  A,  la  conique  est  une  hyperbole;  enfin,  quand  il 
pénétre  dans  la  nappe  intérieure,  la  conique  eW  une  ellipse  réelle. 

Lorsque  le  plan  II  est  extérieur  à  A,  il  n'y  a,  dans  ce  plan,  aucune 
droite  réelle  du  complexe,  puisque  ces  droites  doivent  passer  entre 
les  deux  nappes  de  A-,  donc  la  conique  (F)  est  une  ellipse  imagi- 
naire. 

Si  le  plan  II  pénètre  dans  la  nappe  inférieure  de  A,  il  coupe  les 
deux  nappes  suivant  les  courbes  d  et  ^o  respectivement,  la  première 
de  ces  courbes  euveloppant  la  seconde.  La  conique  F  est  alors  une 
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ellipse  réelle  renfermée  entre  les  deux  courbes  i  et  d*.  En  eiTet^  la 
conique  F  ne  peut  pas  être  une  hyperbole^  car  si  cette  hyperbole  ne 
renferme  pas  intérieurement  la  couri>e  i^^  on  pourrait  lui  mener  des 
tangentes  des  points  situés  dans  Tintérieur  de  d*^  il  y  aurait  donc  des 
droites  réelles  du  complexe  pénétrant  dans  la  nappe  inférieure  de  A; 
si  cette  hyperbole  renferme  intérieurement  la  courbe  i^y  elle  inter- 
ceptera sur  la  courbe  ii  une  portion  d'arc,  des  points  de  laquelle  on 
ne  pourrait  pas  lui  mener  de  tangentes,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu. 
La  conique  est  donc  une  ellipse;  et  Ton  Toit,  en  raisonnant  sembla» 
blcment,  que  cette  ellipse  est  réelle,  et  comprise  entre  les  couribes 
^1  et  do. 

On  conclut  de  là  que,  si  le  plan  II  vient  passer  entre  les  deux  nap- 
pes de  A,  la  conique  F  est  une  hyperbole,  et  cette  hyperbole  doit  être 
extérieure  à  la  section  de  la  nappe  supérieure  par  le  plan  II  (  théo- 
rème vni). 

14.  Théorème  XIII.  —  Lorsque  le  sommet  du  cône  est  à  rinfim  sur 
une  direction  {a,  |3>  y),  le  cône  se  réduit  à  un  cylindre  de  révolution, 
dont  le  cercle  directeur  est  V intersection^  avec  la  sphère  lieu  des  sommets 
des  trièdres  trireclangles  circonscrits  d  r  ellipsoïde  donné,  du  plan  tangent 
à  cet  ellipsoïde  mené  perpendiculairement  d  la  direction  choisie. 

Lorsque  le  plan  ïl  passe  par  le  centre  de  C ellipsoïde,  la  conique  (F) 
correspondante  est  une  ellipse  réelle  ayant  pour  centre  celui  de  VeUip- 
sonde. 

En  effet,  le  sommet  P  du  cône  étant  a  l'infini  sur  une  direction 
(cr,  /3,  y),  imaginons  le  cylindre  circonscrit  parallèle  à  cette  direction  ; 
le  cône  du  complexe  est  alors  le  lieu  des  droites  par  lesquelles  on  peut 
mener  des  plans  tangents  rectangulaires  à  ce  cylindre;  or,  si  l'on 
considère  la  section  droite  passant,  par  exemple,  par  le  centre  O  de 
l'ellipsoïde,  la  trace  du  cylindre  du  complexe  sera  le  cercle  lieu  des 
angles  droits  circonscrits  à  l'ellipse  section  du  cylindre  circonscrit 
par  le  même  plan  ;  quant  au  rayon  du  cercle,  il  est  donné  par  la  for- 
mule (i**)  [n®  1]-,  donc,  etc. 

La  seconde  partie  de  la  proposition  énoncée  résulte  du  théo- 
rème III. 

15.  Les  sections  de  la  surface  ^  par  les  plans  principaux  de  Tel- 
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lipsoïde  sont  : 

j:=o,  /  7=0,  /  z=o, 

(12)     {y-hz^^A,  |j;»-+-z'=B,  |^=-h/»=C, 

B7>-f-Cz'=BC,  (  Aa:'-4-C2»=AC,  (  Aar»H- 3/'==  AB. 

Théorème  AIY.  —  Lorsque  le  sommet  du  cône  est  à  Vinfini  sur  un 
des  axes  principaux  de  V  ellipsoïde  donné,  le  cône  du  complexe  se  réduit 
à  un  cylindre  ayant  pour  trace  le  cercle  de  la  surface  A  situé  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  Vaxe  considéré. 

Lorsque  le  plan  II  se  confond  avec  un  des  plans  principaux  de  Vellip^ 
soïde  donnée  la  conique  (F)  coïncide  avec  l'ellipse  de  la  surface ù située 
dans  le  plan  principal  considéré. 

La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  du  théorème  Xm. 

Quan(  à  la  seconde  partie,  remarquons  qu'un  point  du  cercle  de 
A,  situé  dans  le  plan  principal  considéré,  donne  lieu  à  un  système  de 
deux  plans  perpendiculaires  à  ce  plan  principal  ;  ceci  résulte  de  la 
première  partie  du  théorème.  Un  point  de  l'ellipse  de  A,  située  dans 
le  même  plan  principal,  donnera  lieu  à  un  système  de  deux  plans 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan  principal,  et  inclinés  sur  ce  plan, 
puisque  le  point  n'appartient  pas  à  la  trace  du  cylindre;  l'arête  de 
ces  deux  plans  sera  donc  située  dans  le  plan  principal  ;  et,  comme 
elle  doit  toucher  la  surface  ^,  ce  sera  une  tangente  à  l'ellipse  de  ù  \ 
donc  cette  ellipse  est  précisément  la  conique  (F). 

16.  Les  points  doubles  de  la  surface  A,  situés  à  distance  finie, 
sont  dans  les  plans  principaux  de  la  surface,  et  se  trouvent  à  l'inter- 
section de  l'ellipse  et  du  cercle  situés  dans  le  plan  principal  consi-» 
déré. 

Si  Ton  suppose  a^b'^Cj  les  points  doubles  réels  sont  situés  dans 
le  plan  principal  zOx  perpendiculaire  a  l'axe  moyen,  et  sont  les  in-^ 
tersections  des  deux  courbes 

(i3)    (C.)  a:»-f-s»=B  (cercle),    Ax'-^Cz^=kC  (ellipse).  (E.) 

Par  ces  points  passe  l'hyperbole  focale  de  l'ellipsoïde  donné,  la- 
quelle hyperbole  y  coupe  orthogonalcment  l'ellipse. 

Théorème  XV,  —  Le  lieu  des  points  pour  lesquels  les  cônes  du  corn-- 
plexe  sont  des  cônes  réels  de  révolution  est  l'hyperbole  focale  deVellip-^ 
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soïcle  donné;  Vaxe  du  cône  etit  la  tangente  à  V hyperbole  focale  au  point 
où  ne  trouve  le  sommet;  les  génératrices^  situées  dans  le  plan  zOjt,  sont 
tangentes  à  r ellipse  de  la  surface  A  qui  se  trouve  dans  le  même  plan.  Le 
cône  devient  imaginaire  quand  le  sommet  pénètre  dans  l'intérieur  de  cette 
ellipse, 

Eq  eilet,  si  P  est  le  sommet  d'un  des  cônes  de  révclbtion,  le  oftne 
circonscrit  correspondant  sera  également  de  révolution^  cela  résulte 
de  la  remarque  i^  [n^6]^  mais  les  sommets  de  ces  deiiiiers  cènes 
sont  sur  les  focales  de  rdlipsoïde  donné;  il  en  est  donc  de  même 
pour  les  cônes  de  révolution  du  complexe.  D'après  la  nature  et  la 
position  de  ces  focales,  et  le  théorème  XI,  on  conclut  que  l'hyper- 
bole focale  convient  seule  aux  cônes  de  révolution  réels.  Si  l'on  con- 
sidère un  de  ces  cônes,  les  génératrices  situées  dans  la  section  princi- 
pale jsOaî devront  toucher  l'ellipse  (E©),  (  théor.  VIII)  ;  et  comme  cette 
ellipse  est  homofocale  avec  l'hyperbole  focale,  la  bissectrice  de  l'angle 
de  ces  deux  génératrices,  c'est-à-dire  l'axe  du  cône,  sera  tangente  à 
l'hyperbole  focale  au  sommet  du  cône. 

17.  Théorème  XVI.  —  Les  plans  réels  II,  pour  lesquels  les  coniques 
(F)  du  complexe  sont  des  cercle^,  sont  des  plans  perpendiculaires  aux 
asymptotes  de  l'hyperbole  focale,  et  les  centres  des  cercles  sont  sur  ces 
asymptotes.  Les  cercles  cessent  d'être  réels,  lorsque  la  trace  du  plan  H  se 
trouve  au  delà  de  la  tangente  commune  au  cercle  et  à  f  ellipse  situés  dans 
le  plan  zOx,  Lorsque  le  cercle  est  réel,  son  diamètre  est  la  portion  de  la 
trace  du  plan  H  interceptée  par  le  cercle  de  la  surface  ù. 

En  eflet,  la  conique  (F)  est  la  trace  sur  le  plan  auquel  elle  appar- 
tient d'un  cylindre  perpendiculaire  à  ce  plan  et  circonscrit  k  une 
certaine  surface  homofocale  de  l'ellipsoide  donné  (théor.  IV)  ;  or,  si 
la  conique  (F)  est  un  cercle,  le  cylindre  sera  de  révolution  et,  par 
suite,  son  sommet  se  trouvera  à  l'infini  sur  la  focale  de  la  surface 
homofocale  en  question  ;  mais  cette  dernière  a  les  mêmes  focales  que 
l'ellipsoïde  donné;  donc,  etc.  Le  reste  de  la  proposition  résulte  du 
théorème  III  et  de  cette  remarque,  que,  pour  les  points  où  la  trace 
du  plan  n  rencontre  le  cercle  (Co),  le  cône  du  complexe  se  réduit  à 
deux  plans  perpendiculaires  à  zOx^  et  que  l'arête  de  ces  deux  plans 
doit  toucher  la  conique  F  (ou  cercle)  située  dans  le  plan  H. 

18.  Si  l'on  considère  un  |)oint  quelconque  a  de  la  nappe  supé- 
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rieurc  de  A,  cl  le  systèinr^  de  plans  du  complexe  correspondant  à  ce 
point,  les  deux  plans  toucheront  la  nappe  inférieure  de  A-,  or  ces 
deux  plans  resteront  toujours  distincts,  tant  que  le  point  a  n'appar- 
tiendra pas  en  même  temps  à  la  nappe  inférieure^  par  conséqueht 
les  points  doubles  de  la  surface  A  seront  les  seuls  pour  lesquels  le 
cône  du  complexe  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents. 

Si  l'on  imagine  un  plan  quelconque  H,  tangent  à  la  nappe  inférieure 
de  A,  la  conique  (Fo)  se  réduit  à  un  système  de  deux  points,  qui 
sont  les  intersections  avec  la  nappe  supérieure  de  la  droite  joignant 
le  point  de  contact  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
de  rellipsoïde  sur  le  plan  IIo  ;  les  deux  points  qui  constituent  la  co- 
nique (F)  seront  donc  toujours  distincts,  tant  que  le  plan  IIo  n'arri- 
vera pas  à  toucher  la  nappe  supérieure  ;  par  conséquent,  les  seuls 
plans  pour  lesquels  la  conique  (F)  se  réduit  à  deux  points  coïnci- 
dents sont  les  plans  tangents  doubles  de  la  surface  A. 

Ceci  établi,  qu'on  suppose  tracés  Tellipse  (Eo)  et  le  cercle  (C©) 
appartenant  à  la  surface  A  et  situés  dans  le  plan  zOx,  et  qu'on  ait 
égard  aux  théorèmes  VI,  VHI,  IX,  on  se  rendra  compte  immédiate- 
ment de  l'exactitude  des  propositions  suivantes  : 

Théorèmb  XVII.  —  Les  pointa  pour  lesquels  les  c&nes  kéels  du  com^ 
plexe  se  réduisent  à  deux  plans  coïncidents  sont  les  quatre  points  dou-- 
blés  réels  de  la  surface  A,  points  doubles  coniques  qui  sont  les  intersec- 
tions du  cercle  (C^)  et  de  V ellipse  (Eo)  appartenant  à  A,  et  situés  dans  le 
plan  zOx  de  l'hyperbole  focale  de  rellipsoïde  donné. 

Si  Von  considère  un  de  ces  points,  D  par  exemple,  le  plan  IIj  du  com- 
plexe est  perpendiculaire  au  plan  zOx  et  touche  en  DVellipse  (Eo%'  toutes 
les  droites  du  complexe,  qui  passent  par  D,  sont  situées  dans  le  plan  Hj, 
La  conique  (T^)  du  complexe^  située  dans  le  plan  11^,  se  réduit  à  deux 
points,  dont  un  est  le  point  D,  et  l'autre  est  le  point  IV,  intersection  du 
cercle  C^  avec  la  tangente  enD,à  r ellipse  Eq.  Le  cône  du  complexe,  dont 
le  sommet  est  en  ly,  se  réduit  à  deux  plans  réels,  perpendiculaires  à  zOx, 
dont  les  traces  sont  les  tangentes  menées  du  point  IV  à  V ellipse  Eo. 

Théorème  XVIII.  —  Les  plans  pour  lesquels  la  conique  du  complexe 
se  réduit  à  deux  points  coïncidents  sont  les  quatre  plans  doubles  réf.ls 
de  la  surface  A  ;  ces  plans  doubles^  curm-tangents,  sont  perpendiculaires 
au  plan  zOx,  et  leurs  traces  sont  les  tangentes  communes  au  cercle  (Co) 
et  à  V ellipse  (Eo). 
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Si  l'on  considère  une  de  ces  tangenles^  r  par  exemple^  ie  plan  III, 
perpendiculaire  à  zOx,  ayant  r  pour  trace  et  touchant  le  cercle  [C^)  en 
Qo,  aura  sa  conique  (F)  réduite  à  deux  points  confondue  en  ao.  Toutes 
les  droites  du  complexe^  situées  dans  le  plan  W^,  passent  par  le  point  a^  ; 
et,  par  suitc^  les  cônes  du  complexe  dont  le  sommet  est  sur  III  sofil  tous 
touchés  par  ce  plan  suivant  la  droite  qui  joint  le  sommet  au  point  Of. 
Lorsque  le  sommet  du  cône  se  trouve  en  un  des  points  où  la  droite  r  tou- 
che l  *  ellipse  ou  le  cercle,  le  cône  se  réduit  à  deux  plans  réeU  perpendicu- 
laires àxOx;  une  des  traces  est  la  tangente  commune^  l^ autre  est  la  tan- 
gente à  VeUipse  ou  au  cercle^  suivant  que  le  point  conriiéré  est  iur  le 
cercle  ou  sur  ^ellipse, 

19.  Les  propriétés  caractéristiques  que  nous  venons  de  signaler 
permettent  de  se  faire  une  idée  fort  nette  de  la  situation  des  droites 
réelles  du  complexe.  Pour  cela,  on  imaginera  un  plan  II  dans  une 
situation  déterminée,  puis  on  supposera  le  sommet  P  du  cône  du 
complexe  se  déplaçant  dans  ce  plan. 

Il  sera  bon,  dans  cette  discussion,  d'avoir  égard  à  la  propriété 
suivante  : 

((  La  conique  (F),  correspondant  à  un  plan  II,  touche  en  quatre 
»  points  (réels  ou  imaginaires)  la  section  de  la  surface  A  par  ce 
»  plan.  Un  cône  (C),  ayant  son  sommet  en  un  point  quelconque,  a 
»  quatre  de  ses  génératrices  (réelles  ou  imaginaires)  touchant  la 
»  surface  A.  » 

20.  Cette  recherche  n'est,  pour  ainsi  dire,  qu'une  Introduction  a 
l'étude  des  complexes  particuliers  du  second  ordre  dérivant  de  la  défi- 
nition géométrique  donnée  au  commencement  de  cet  article.  Il  reste 
encore  de  nombreuses  questions  à  aborder,  sur  lesquelles  je  revien- 
drai. Ainsi,  on  a  à  étudier  la  congruence  formée  par  les  arêtes  des  sys- 
tèmes de  plans  du  complexe;  les  propriétés  des  pôles  et  des  polaires 
relativement  à  ce  complexe,  etc.  ;  on  a  aussi  à  chercher  quelles  sont 
les  propriétés  essentielles  qui  caractérisent  ce  complexe  particulier 
et  le  diflercntieiit  des  complexes  généraux  du  second  ordre,  etc;  on 
pourrait  encore  se  proposer  l'application  de  cette  même  définition 
géométrique  au  cas  des  hyperboloïdes  et  des  paraboloïdes,  en  ayant 
toujours  eu  vue  la  situation  des  droites  réelles  du  complexe  corres- 
pondant, etc. 
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